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第 I 章 


线性 偏 微 分 方程 的 基本 实例 
和 它们 的 基本 解 


1. 线性 偏 微 分 方程 的 基本 实例 


线性 偏 微分 方程 的 理论 起 源 于 少数 几 个 特殊 的 方程 的 深入 研 
究 ， 这 些 方程 的 重要 性 ， 在 十 八 和 十 九 世纪 已 经 有 所 认识 .在 数 
学 物理 (重力, 电磁 学 , 声 的 传播 , 热传导 和 量子 力学 ) 中 有 这 些 基 
本 的 方程 .在 应 用 数学 中 引进 这 些 方 程 之 后 ,已 经 证 明 , 它们 在 纯 
粹 数学 中 也 起 着 重要 的 作用 ; 例如 ，Laplace 方程 , 作为 Newton 位 
势 理论 中 和 静电 学 中 的 基本 方程 而 被 首先 研究 ; 稍 后 ,经 过 适当 的 
. 重新 解释 ， 它 被 用 于 研究 Riemann 流 形 的 几何 和 拓扑 、 类似 地 ， 
Fourier 在 热传导 的 课题 中 研究 了 热 导 方程 . 以 后 , 证 明了 它 与 概 
率 论 有 关 ， 我 们 在 下 面 要 描述 的 一 个 基本 实例 一 Qauchy-Rie- 
mann 算 子 ， 它 被 用 于 定义 复 变量 的 解析 函数 一 一 似乎 不 来 源 于 
物理 学 中 的 应 用 ， 但 是 , 据 我 所 知 , 其 它 的 方程 在 应 用 数学 中 都 有 
它们 的 来 源 ， 总 之 ， 线 性 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 是 这 些 特殊 算 子 
的 各 自理 论 的 发 展 与 综合 ， 在 二 十 世纪 中 , 人 们 已 经 认识 到 ,许多 
似乎 是 Laplace 方程 或 波动 方程 所 特有 的 性 质 ， 事 实 上 可 以 推广 
到 更 广泛 的 方程 类 上 去 ， 这 些 性 质 通 常 集中 在 只 对 这 一 个 或 那 一 
个 方程 有 意义 的 问题 上 : 例如 ， 集 中 在 Dirichlet 问题 上 ， 它 对 于 
Laplace 方程 有 意义 , 但 是 它 不 会 对 波动 方程 有 意义 ; 或 者 , 集中 在 
Cauchy 问题 上 , 它 对 于 后 者 有 意义 ,而 对 于 前 者 没有 意义 .这 个 介 
绍 性 的 教程 的 目的 是 帮助 读者 熟悉 一 些 这 样 的 问题 和 它们 的 一 些 
解法 一 一 但 是 我 们 总 是 紧密 地 联系 着 这 些 特殊 的 方程 ， 这 些 问题 


\ 
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和 解法 最 初 是 为 它们 而 研究 的 ， 因 而 ， 清 楚 地 记 住 这 些 基本 实例 ， 
的 特性 是 必要 的 


11 n(>D 个 变量 的 Laplace 方程 


我 们 用 z= (z1，…, 四) 表示 Buclid 空间 了" 中 的 变量 ,通常 ， 


Laplace 算 子 是 
4 (Her) ++ (Br) . 


有 的 人 把 一 4 称 为 Laplace 算 子 ， 他 们 有 很 好 的 理由 这 样 做 ;很 
遗憾 , 历史 的 习惯 并 非 如 此 , 但 是 ， 他 们 正在 获得 市 场 . 事实 上 ， 
-4 是 一 个 正 算 子 ; 它 的 Fourisr 变换 是 Bs 中 的 变量 的 范 数 的 
平方 上” 这 强调 了 在 Laplace 算 子 和 Euclid 范 数 ，Buclid 空间 
中 的 球 , 以 及 正 交 变换 等 等 之 间 的 密切 联系 . 事实 上 , 4 在 正 交谈 
换 下 是 不 变 的 ; 即 ， 如 果 了 是 BR" 中 任何 一 个 这 样 的 变换 J 是 zx 
的 任 一 无 穷 次 可 微 函数 , 则 
(1.1) (Af) (To) =A{f TH}, vER". 四 
自然 , 这 是 Laplace 算 子 的 一 种 具有 决定 性 的 对 称 性 性 质 ， 并 且 ， 
也 是 它 在 各 向 同性 介质 中 能 够 描述 许多 现象 的 部 分 原因 . 
事实 上 ， 卫 " 中 任 一 使 得 (1.1) 对 于 所 有 0” 函数 都 成 立 的 
线性 变换 必定 是 正 交 的 ， 正 交 变 换 恰 是 那些 使 4 保持 不 变 的 
( 即 , 与 4 可 交换 的 ) 线 性 变换 . z 
z 满足 齐 次 Laplaoe 方程 
(1.2) 人 人 =0 
的 函数 称 为 调和 艺 数 ， 


2 波动 方程 


用 纯 虚 变量 MV 一 1 6 一 1,…, 中 代 蔡 偏 微 商 8/8w! 将 是 方便 
的 , 其 理由 在 我 们 开始 使 用 Fourier 变换 时 将 变 得 清楚 . 这样, 算 
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子 -4 变 为 
(1.8) 1? 一 缀 十 … 十 2 
它 是 一 个 正定 的 二 次 型 ， 它 的 符号 差 (signature) 是 (mn, 0)， 它 有 
n 个 正 特征 根 ， 而 没有 非 正 的 特征 根 ， 我 们 还 可 以 考察 有 不 同 符 
号 差 的 二 次 型 . 一 个 重要 的 情形 是 这 样 的 二 次 型 ， 它 的 特征 根 中 
除了 一 个 是 严格 负 的 之 外 , 其余 都 是 严格 正 的 。 由 于 各 种 原因 , 在 
n 十 1 维 空间 Bat: 上 考虑 这 样 一 种 二 次 型 是 方便 的 ， 我 们 用 (6&1， 
本 表示 了 tl 中 的 变量 ， 事实 上 , 它 是 二 次 型 


(1.4) EP EE | 

相应 于 了 "+ (其 中 的 变量 用 只 …， w?,t 表示 ) 中 的 偏 微分 算 子 
' 0? 02 D 2 DO 9 
Dar Br) ae) 


它 称 为 波动 算 子 (有 时 称 为 QAlembert 算 子 )，z 一 《zt …， wr) 称 
为 空间 变量 ， t 称 为 时 间 变 量 ， 这 是 一 个 用 来 描述 振动 现象 和 波 
的 传播 的 算 子 . : 

如 果 我 们 对 及 "+ 中 那些 与 口 可 交换 的 线性 变换 感 兴趣 ， 那 
么 , 确定 它们 是 些 什么 变换 将 是 没有 困难 的 ， 自然 , 它们 和 (对 偶 
空间 ) 了 及 ,+ 中 那些 使 二 次 型 (1.4) 不 变 的 线性 变换 是 一 样 的 . 它们 
形成 了 一 个 自从 相对 论 出 现 以 后 在 物理 学 中 很 有 用 的 群 : Lorentz 
群 . 

波动 方程 
TD Dg=0 
的 解 有 一 些 特殊 的 性 质 ， 这 些 性 质 完全 不 同 于 Laplace 方程 的 解 
的 性 质 ; 这 一 点 ,在 我 们 仔细 地 考察 它们 的 时 候 将 变 得 清楚 了 . 


1.3 热 导 方程 


$ 1.1 和 S$ 1.2 中 的 例子 都 是 齐 次 的 二 阶 微分 算 子 ， 即 这 样 的 
微分 算 子 ， 它 包含 二 阶 的 偏 微 商 ， 而 不 包含 阶 数 关 2 的 偏 微 商 . 
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R"'! 中 的 热 导 算 子 


0 
1.6 CC 
0). 37 


不 是 这 种 类 型 的 . 它 被 用 来 描述 各 种 传导 现象 , 例如 ,在 各 向 同性 
介质 中 热 的 传导 . 初 一 看 , 热 导 方程 和 波动 方程 有 点 象 , 其 实 , 它 
们 确实 有 一 些 共同 的 性 质 ，、 但 是 ， 它 们 也 有 非常 深刻 的 差别 .与 
热 导 方程 的 解 相 联系 的 不 是 波 的 传播 现象 , 而 是 扩散 类 型 的 现象 . 
事实 上 ， 热 导 方程 与 Laplace 方程 有 某 些 类 似 性 ， 这 不 必 感 到 奇 
怪 : 热 导 方程 中 的 主 项 (leading terms)， 即 二 阶 偏 微 商 , 与 空间 变 
量 的 Laplace 方程 是 一 样 的 . 

我 们 刚才 已 经 看 到 的 也 许 是 线性 偏 微分 方程 的 最 重要 的 例 
子 . Laplace 方程 是 一 大 类 方程 的 原型 ， 这 类 方程 称 为 椭圆 型 偏 
微分 方程 .其 理由 是 显然 的 : 如 果 考 察 二 次 型 

ab61 十 cac2， 41>0, ca>0, 

那么 ， 相 差 一 个 尺度 的 变换 ， 它 等 于 两 个 变量 的 Laplace 算 子 的 
算 符 (symbol) (1.8).， 它 也 是 Bs 中 这 样 的 函数 ， 其 等 值 线 是 椭 

类 似 地 ， 波动 方程 是 双 曲 型 偏 微分 方程 的 原型 : 了 中 函数 
如 一 3 的 等 值 线 是 标准 的 双 曲 线 . 热 导 方程 是 抛物 型 偏 微分 方程 
的 原型 : 它 的 算 符 可 定义 为 Bs 中 的 函数 如 一 z, 其 等 值 线 是 标准 
的 抛物 线 ， 事 实 上 ， 由 于 我 们 要 利用 Fourier 变换 ,我们 宁愿 把 
它 的 算 符 定 义 为 Isl +i， 即 ， 我们 用 条， 而 不 是 用 -7 代替 . 
2D/2t 


一 


在 数学 家 只 研究 一 阶 和 二 阶 的 方程 的 时 候 ， 这 是 把 偏 微分 方 . 
程 分 类 的 经 典 的 方式 ,但 是 这 远 不 适应 于 偏 微分 方程 组 , 高 阶 方程 
或 复 系数 方程 的 分 类 ， 实际 情形 是 ，Laplace 方程 的 某 些 根本 的 
性 质 是 从 其 算 符 (L.3) 只 在 原点 等 于 零 这 一 事实 得 来 ， 而 不 是 从 
(1.8) 是 一 个 正定 二 次 型 这 一 事实 得 来 ， 换 言 之, Laplaoe 方程 的 
这 些 性 质 ， 也 存在 于 具有 上 述 前 一 特性 而 不 具有 后 一 特性 的 方程 
中 ， 这 就 是 我 们 在 下 面 要 研究 的 方程 的 情形 . 
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1.4 Cauchy-Riemann 方程 


“我 们 用 x, y 表示 平面 肥 中 的 变量 ， 齐 次 Qauchy-Riemann 


of 二 TO _ 
( 工 .7) B+ -1 0. 


这 里 ， f= 一 4 十 记 是 一 复 值 可 微 消 数 (4, 2 是 实 的 )， 方 程 (1.7) 等 
价 于 方程 组 
(1.8) Ou OV Ov 


rz 0’ pr Do 
我 们 令 2 一 wz 荆 廊 ，2 一 一 雇 ， 或 者 ， 等 价 地 ， v= 二 (z+)， y 
(1/22) (2 一 2z). 这 样 , BR? 的 一 个 子 集 中 的 任 一 函数 f(z, 臣 也 都 可 
看 作 (《z2, 2) 的 函数 ， 此 时 , 方程 CL.7) 可 改写 为 (由 微 商 的 链 规 则 ) 
(1.9) 0 


这 里 , 我们 用 了 
0 1/0 0 
: 寺 - 瑟 (TV 
粗略 地 说 ，(1.9) 告 诉 我 们 是 “与 3 无 关 的 ”; 更 确切 一 些 , (1.9) 
是 说 ，f (假定 它 是 充分 光滑 的 ) 是 z 的 解析 函数 , 即 , 它 有 复 导数 
~ [在 (1.9) 成 立 的 各 点 处 ]， 青 引进 “ 反 Cauchy-Riemann” 算 子 
| 0 i/0 0 
训 -( 训 -~ -1 ) 
是 方便 的 ， 注 意 ， 
站 3 
(1.10) 4 57 4 


4 是 两 个 变量 的 Laplace 算 子 ， 恒 等 式 (1.10) 揭示 了 Laplace 方 


程 和 Cauchy-Riemann 方程 之 间 的 紧密 联系 .在 我 们 研究 它们 的 


时 候 将 证 实 这 些 联 系 ， 6/6z 的 算 符 是 
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(1.11) : (E+im) 

(我 们 已 用 &, 7 表示 对 倡 平面 Bs 中 的 变量 )， 注 意 , 象 Laplace 算 
子 的 算 符 一 样 ，(1.11) 只 在 原点 处 等 于 零 . 这 个 性 质 将 会 有 一 系 


列 重 要 的 后 果 .由 于 这 个 性 质 ,用 现代 的 术语 说 ， Cauohy-Riemann 
算 子 称 为 杭 国 的 . 


15 Schrodinger 方程 


在 偏 微分 方程 的 研究 中 ， 人 们 很 快 就 意识 到 从 纯粹 的 形式 差 
别 出 发 ， 会 得 到 一 些 重要 的 和 深刻 的 规律 .下面 的 每 一 件 事 都 证 
实 了 这 一 点 ， 热 导 方 程 和 Sehr5dinger 方程 的 理论 也 是 很 好 的 全 
证 ，% 个 空间 变量 的 常 系数 Schr6dinger 方程 是 


i190 . 
(1. 12) ¢. of 一 一 一 站 


它 与 热 导 算 子 的 唯一 差别 是 , 在 2/24 之 前 出 现 了 因子 订 !， 然 而 ， 
在 以 后 将 要 看 到 ， 这 两 个 方程 的 解 显示 出 非常 不 一 样 的 性 质 ， 最 
初 , Sehr5dinger 方程 是 在 描述 电子 和 其 它 基本 粒子 的 行为 时 引 
进 的 ， 它 有 一 缺陷 , 即 它 不 是 Lorentz 不 变 的 , 因而 , 它 不 适用 于 
量子 力学 的 相对 论 叙 述 ， 作 为 一 种 近似 , 它 还 在 被 使 用 着 , 但 是 ， 
”在 比较 精确 的 结构 中 , 它 已 经 被 Dirac 方程 所 代替 . 

: 到 目前 为 止 ,我 们 只 考察 了 单个 的 ,或 者 , 纯 量 的 (scalar) 线 性 


偏 微分 方程 的 例子 ， 但 是 ， 有 着 许多 (数学 上 的 和 物理 学 上 的 ) 重 一 
要 的 方程 组 的 例子 、 所 谓 方程 组 ， 即 意味 着 对 于 给 出 的 WNs 个 


线性 偏 微 分 算 子 Pn() 一 4，…+,， Ni1, 一 1,，…，Ns)，, 考 虚 入 ,个 未 
知 函 数 洲 的 入 i 个 方程 z 
(1.18) S Pa fy, j=1, :Ny : 
方程 组 代 .13) 称 为 确定 的 (determined) ， 如 果 .Ni 一 N。， 了 世 就 是 ， 
如 果 方 程 的 个 数 恰好 与 未 知 函 数 个 数 一 样 多 ; 称 为 超 定 的 (over- 
determined)， 加 果 Ni>wNs，, 也 就 是 , 如果 方程 的 个 数 严 格 多 于 未 


1 ， 线 性 偏 微分 方程 的 基本 实例 。 7 
知 函 数 的 个 数 ; 称 为 大 定 的 (underdetermined), 如 果 方程 的 个 数 
严格 少 于 未 知 函 数 的 个 数 . 方程 组 的 理论 ,特别 是 超 定 方程 组 的 理 
论 , 比 单个 方程 的 理论 要 困难 得 多 .在 目前 阶段 ,我们 只 限于 举 几 
个 例子 。 正如 上 面 提 到 过 的 Dirae 方程 一 样 ，Maxwell 方程 一 一 
经 典 的 电磁 学 以 它 为 基础 一 一 是 确定 组 的 一 个 例子 .它们 都 是 双 
曲 组 ， 我 们 不 探求 双 曲 组 这 一 术语 的 含义 , 只 是 提 一 下 : 双 曲 组 有 
一 些 与 波动 方程 的 性 质 密 切 相关 的 形式 的 和 非 形式 的 性 质 .下 面 ， 
我 们 给 出 一 些 不 是 确定 的 线性 偏 微 分 方程 组 的 例子 . 


1.6 梯度 


令 %>I 表 示 自 变量 v2 的 个 数 ， 梯 度 
| AD 0 
(1 。 14) grad (去 3 DO 


是 一 个 超 定 的 微分 算 子 组 ， 上面 提 到 的 数 Ni 等 于 mw Wai. 方 

程 组 (1.18) 现 在 变 为 : 

(1.15) fy jl 

超 定 组 的 研究 中 充满 着 困难 ， 这 些 困 难 在 单个 方程 的 研究 中 是 没 

有 的 ; 它们 在 本 质 上 是 代数 的 , 并 且 , 它们 甚至 于 出 现在 象 (1 .15) 

那样 简单 的 情形 中 ， 事 实 上 ， 如 果 方 程 组 (1.15) 成 立 (假定 函数 
wu, fi …, fs 是 充分 光滑 的 ), 那么 , 从 (1.15) 就 得 到 

/ af xm _ 9fs 


2 Or OviOx* DZ 

换 名 话说 , 如果 我 们 把 (及, …, /看 作 一 个 向 量 值 函 数 f, 那么 ， 
(1.15) 就 到 涵 着 
(1 .16) curlf =0. 
方程 .16) 是 nm 一 1) /2 个 方程 的 方程 组 ， 称 为 方程 组 (1.15) 的 
相 容 性 条 件 . 不 难 知道 ， 如 果 ( 民 .16) 成 立 ， 人 们 事实 上 能 够 解 出 
(1.18) 至 少 是 局 部 地 . 

梯 净 是 一 个 椭圆 的 ( 非 纯 量 的 ) 微 分 算 子 .我 们 不 深究 其 确切 - 


8 . -第 工 章 线性 偏 微分 方程 的 基本 实例 和 它们 的 基本 解 - 
义 , 只 是 指点 一 下 它 与 Laplace 算 子 的 某 种 类 似 性 (看 下 文 )。 


17 散 度 


散 度 算 子 作用 在 定义 于 BR" 的 一 个 子 集中 而 取 值 于 0" 的 两 数 
上 (我 们 经 常 要 处 理 复 值 纯 量 函 数 )， 由 散 度 算 子 定义 的 方程 组 
(1.18) 为 z 
(1.17) Qu 0 -2 下， 


这 里 ， 和 Ni 一 1， Ws 一 n。 如 果 令 也 = 02， w), 那么 民 .17) 的 左 
端 通常 用 div u 表示 .从 极为 形式 的 推理 我 们 立即 看 到 , 民 .17) 容 
许 有 很 多 解 ， 任 意 固定 j, 取 取 为 了 关于 好 的 任 一 原 函 数 , 同时 ， 
对 于 kj， 取 人 忆 三 0， 这 就 给 出 了 一 个 解 。 这 种 手续 对 所 有 的 欠 
定 组 都 有 效 : 令 入 a 一 Ni 个 未 知 函 数 等 于 零 , 我 们 就 把 欠 定 组 化 为 
一 确定 组 ， 这 是 一 种 众所周知 的 初等 线性 代数 的 方法 ; 它 指 出 了 ， 
欠 定 组 比 超 定 组 (在 大 多 数 情形 , 也 比 确定 组 ) 容 易 研究 得 多 ; 它们 
也 是 最 少 引起 兴趣 的 

令 = QW …; wr) 表示 一 个 定义 在 及" 的 开 子 集 2 中 而 取 值 
于 O" 的 C” 函数 ，? 是 一 个 在 Q 中 具有 紧 支 集 的 复 值 0” 函数 通 
过 分 部 积分 ,我 们 立即 看 到 


(1.18) | (div u) vdz= — (&, grad vde, 


其 中 ,Cu，grad 一 汪 wav/8w* 是 向 量 间 ( 更 确切 地 说 ， 是 向 量 


和 余 向 量 间 ) 的 标准 纯 量 积 ， 我 们 可 以 把 公式 (1.18) 叙 述 为 : 算 子 
.一 div 和 算 子 grad 互 为 转 置 (transpose)， 另 一 众所周知 的 公式 
是 
(1.19) div grad = 4, 
它 强 调 了 梯度 , 散 度 和 Laplace 算 子 之 间 的 联系 . . 
”还 有 一 些 超 定 微分 算 子 组 的 别 的 例子 ， 它们 在 数学 及 其 应 用 
中 是 重要 的 ; 我 们 在 上 面 已 过 到 过 其 中 之 一 , 即 旋 度 ， 另 一 例子 是 


TI， 线性 篇 微分 方程 的 基本 实例 .9 


复 梯度 5. 

0= (@/021, ,0/02"), 
齐 次 方程 组 加 
(1.20) . du=0 


称 为 多 变量 的 Cauehy-Riemamm 方程 。 代 .20)〈 其 中 假设 去 是 一 
”次 连续 可 微 的 ) 的 解 是 个 复 变 量 光 ，…，w* 的 全 纯 函 数 ， 多 复 变 ， 
量 全 纯 函 数 的 理论 近年 来 有 了 很 大 的 发 展 . 

除了 上 面 这 些 例 子 之 外 ， 我 们 还 经 常 把 常 微 分 方程 看 作 偏 微 
分 方程 的 特殊 情形 ， 自 然 , 这 仅仅 是 自 变量 个 数 ”= 工 的 情形 ， 我 
们 对 于 线性 常 微分 方程 的 理论 ， 比 偏 微分 方程 的 理论 知道 得 详细 
得 多 . 常 微分 方程 的 某 些 性 质 可 推广 到 偏 微分 方程 上 去 ; 另外 一 些 
性 质 可 用 于 构 作 某 些 偏 微 分 方程 的 解 ， 在 以 后 的 讨论 中 将 会 看 到 
这 些 情况 . 


习 题 
工 二 利用 极 举 标 ， 写 出 两 个 变量 的 Laplace 前 于 的 表达 式 和 Cauchy- 
Riemann 算 子 的 表达 式 . 
1.2 在 球面 坐标 和 柱 面 坐标 中 写 出 三 个 变量 的 Laplace 算 子 的 表达 式 ， 
1.3 考虑 % 个 变量 的 一 阶 线性 偏 微分 算 子 


O 0 
1 
也 一 0 FT + 十 om Br? 


它 的 系数 是 复 常 数 . 证 明 下 述 两 个 命题 . 
(1) 如 果 复 同 量 人 一 Cat 2 "3 cm ) 共有 sa 这 样 的 形式 ， 其 握 a 是 一 个 实 


-向 量 , 而 s 是 某 个 复数 , 那么 , 在 Rr 中 我 们 可 以 施行 变量 的 线性 变换 wy 


使 得 元 在 9 坐标 中 的 表达 式 变 为 z2/2%1 
(2) 假设 向 量 Rea 和 Im ea 是 线性 无 关 的 (这 要 求 %>1); 证 明 , 在 Rr 中 
我 们 可 以 施行 变量 的 线性 变换 x->y, 使 得 也 在 y 坐标 中 的 表达 式 变 为 


工 
到 (aa 十 一 本 
1.4 在 Re 的 原点 的 一 邻 域 中 考虑 -- 阶 线性 偏 微分 算 子 


Le or 
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它 的 系数 是 实 0” 的 .假设 , 至 少 有 一 个 系数 w 在 原点 不 等 于 零 。 证 明 , 在 原 
点 的 一 个 邻 域 中 存在 Ce 的 变量 变换 zx>y， 使 得 工 在 y 坐标 中 的 表达 式 为 
w(y)9/8y1, 这 里 w(0) 天 0， 选 择 坐 标 y, 使 得 在 y=0 附近 w(y) 三 1, 这 总 是 
可 能 的 吗 ? 

1.5 令 口 =(2?2/ar?)- (82/ay?) 是 平面 中 的 波动 算 子 . 证 明 , 在 RB? 中 
存在 一 个 线性 的 变量 变换 , 它 把 口 变 为 492/az'ay', 利用 这 个 事实 , 证 明 平 面 
中 的 波动 方程 口 wz, Yy) =0 的 所 有 解 都 具有 xz, y) 二 f(z-y) 十 9Cx 一 Y) 这 


样 的 形式 ， 其 中 了 和 9 是 实 直线 上 的 函数 (读者 不 妨 假定 “是 二 次 连续 可 微 


的 ). 


与 平面 中 用 公式 (1.10) 表 示 的 Laplace 算 子 的 性 质 加 以 比较 , 问 :每 个 两 


变量 的 调和 函数 是 否 都 具有 w(x, y) 一 f(z 十 记 ) 十 g(x 一 订 ) 这 样 的 形式 ,其 中 
f 和 9 是 一 个 复 变 量 的 全 纯 国 数 ? 

1.6 证 明 , 如 果 了 是 定义 在 闭 单位 球 Bi {2ER", jz 入 二 中 而 取 值 于 
Cn 中 的 01 函数 , 它 满足 (1.16)， 则 方程 组 C1.15) 总 有 一 个 定义 在 B1 中 ( 且 


取 值 于 6 中) 的 C1 解 w 举例 说 明 ,如 果 "一 2 并 且 如 果 用 半 闭 环形 0< 必 十、 


y?<1 代替 闭 单位 圆 盘 BC 了 2 那么 上 述 结 果 是 不 对 的 ， 把 这 个 事实 与 下 述 
事实 联系 起 来 ， 当 是 全 纯 函 数 ( 辟 如 说 , 在 原点 关于 平面 的 余 集 中 ) 时 ， 反 
Cauchy-Riemanu 方程 Ou/ 一 了 不 总 有 在 上 述 半 闭环 形 中 是 2 的 全 纯 函 数 
的 解 4 

1.7 Oe 


| Bu . 
(1.21) z 3 = 【在 好 中 ). 


描述 它 的 形 为 wz，) 一 vx)w(t) 的 所 有 的 解 ( 读 者 不 妨 假设 v2 和 儿 是 无 穷 
次 可 微 的 ). 对 于 波动 方程 和 Sehr6dinger 方程 (也 是 一 个 空间 变量 的 ), 应 用 
同样 的 方法 , 并 把 在 这 三 种 情形 中 的 结果 加 以 比较 . 

1.8 ”考虑 平面 中 的 波动 方程 
令 wo (z)，tu(x) 是 实 直 线 上 的 两 个 C” 函数 ， 它们 在 区 间 |z| <1 之 外 等 于 
零 ， 利 用 习题 1.5 中 所 给 出 的 (1.22) 的 解 的 描述 , 证 明 ,《1.22) 有 唯一 的 解 
wu, 使 得 
(1.23) ux, 0) 一 wo(2)， Wz, 0) =—u1(z); “ 
假设 , 妈 二 0, 并 且 , 当 |z| < 工时 wlx) >0， 此 时 , 解 和 的 支 集 是 什么 ?平面 
中 wx, t)>>0 的 区 域 是 什么 ? : 
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1.9 今 wlz) 是 实 直 线 上 的 一 个 0” 周期 国 数 ， 这 时 可 以 把 wokz) 写 为 
具有 Hourier 系数 wo,s 的 级 数 
(1.24) : Vo) 一 Sy vo ,pine, 
其 中 o=2r/, 7 了 是 tw 的 周期 ; 当 101 一 十 ee 时 ws 的 绝对 值 趋 于 零 的 速度 
快 于 1/1p1 的 任何 疑 ， 承 兴 上 面 这 些 事实 《如 果 读 者 不 知道 这 些 事实 的 话 )， 
读者 试 利用 在 习题 1.7 中 指出 的 变量 分 离 方法 去 解 (1.21) 的 初始 值 问题 , 也 


"就是, 找 方程 (1.31) 的 解 z 它 满足 w(z, 0) 一 zxe(z). 


1.10 对 定义 在 开 区 间 |z| < 工 中 的 C” 函数 wo (x), 给 出 使 得 下 述 事 实 
成 立 的 必要 和 充分 条 件 : 初始 值 问题 


(1.25) F371 区， 在 区 域 空 + 妇 < 工 中 ， 
(1.26) w(x, 0) 一 Uo(x) 在 区 间 ]jx|<1 中 
有 解 wx, 1). : 


1.11 邻 Q 是 BR" 的 一 个 开 子 集 ，P(z%， 3/6w) 是 一 个 复 系数 的 线性 仿生 
分 算 子 ， 其 系数 定义 于 中 ， 并 在 台中 是 0” 的 , > 是 旬 中 的 厂 义 函数 空间 
[ 即 , 多 ( 旨 ) 的 一 个 线性 子 空间 , 它 被 赋予 一 个 局 部 证 拓扑 , 细 于 由 (9) 诱 导 
的 拓扑 ]， 证明 ,由 属于 > 的、 在 介 中 满足 齐 次 方程 P(x, 8/9zx)h=0 的 广义 
函数 组 成 的 线性 子 空间 KersP 在 号 中 是 闭 的 。 | 
1.12 令 吧 和 RPz, 2/2x) 如 习题 1.11 中 所 述 ,并 写 为 
P(x, 0/90r) =- 饭 ， CakZJ(D/Daz)2， 


其 中 ，(2/2z) 《9/9z7)%…(9/9x"7)%n，|a| 二 1 十 … 十 9n。 令 zo 是 日 中 的 
一 点 . 证 明 下 述 引 理 : 
引 理工 于 如 果 存 在 一 个 2 数组 w 其 长 度 lc| = 使 得 ca(xo) 友 0， 那么 ,9 
中 的 齐 次 方程 PCz,，2/az) hh=0 没有 这 样 的 非 零 广义 函数 解 ， 它 的 支 集 只 由 
一 个 点 zo 组 成 
[提示 :利用 这 样 的 事实 : 支 集 是 {zo} 的 任 一 广义 函数 丸 是 ma 处 的 Dirac 测度 
的 导数 的 一 个 有 限 线性 组 合 . 

W = oo Q664 (2 一 Xo), ] 


2. 不 附加 条 件 的 解 的 存在 性 和 光 清 性 
因为 我 们 现在 要 较 和 仔细 地 研究 线性 偏 微分 算 子 ， 因 此 须 采 用 
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简便 的 记号 和 术语 . 我 们 采用 现在 通用 的 多 重 指标 记号 . % 个 自 
变量 入 …， 入 的 一 个 线性 偏 微分 算 子 , 它 的 系数 是 定义 在 及 ”的 
一 个 开 子 集 2 中 的 复 值 函 数 ， 是 偏 微 丙 的 一 个 多 项 式 ， 具有 下 述 
形式 . 

(2.1) Pw%, 2 /0%) 一 D3 ca (2) (0/08)®. 


这 里 , a 是 一 多 重 指 标 , 即 ， 是 整数 w>0 的 一 个 w 数组 ， |a| 表示 | 


它 的 长 度 oa 十 … 十 omi 另外 ，(8/ao) "= (9/60w1)“…(9/6x")”“， 通 
常 ,整数 m 是 这 个 算 子 的 阶 ; 这 就 假设 了 对 于 某 个 长 度 等 于 mm 的 多 


> 


重 指标 a, 系数 ca(%) 不 恒 等 于 零 . 车 所 有 的 系数 ce 在 2 中 都 是 


常数 , 我 们 就 把 算 子 写 为 已 (2/8z) ,而 不 写成 Plw, 9/8w)。， 由 于 


Fourier 变换 的 有 用 性 , 人 们 常常 宁愿 考虑 基本 的 算 子 
D;=—~V—10/0%’, j=1, 

而 不 考虑 8/8xw;， 这 样 ,我 们 就 考虑 形 为 

(2 .2) Ptr, D)= > Ca (2%) D” 


的 微分 算 子 ,而 不 考虑 (2. 1) 型 的 算 子 ， 我 们 用 PCD) 表示 典型 的 


第 系数 微分 算 子 . 
在 从 常 微分 方程 的 研究 过 渡 到 偏 微分 方程 的 研究 的 时 候 ， 人 


们 所 注意 到 的 第 一 件 新 奇 事情 是 ， 所 直到 的 偏 微分 方程 的 所 有 例 


子 都 有 无 穷 多 个 线性 无 关 的 解 . 例如 ， 考虑 常 系数 齐 次 偏 微分 方 
程 
(2.3) P(D)u=0. 
对 于 适当 的 复 向 量 5， 可 取 = exp (iKL, w》), 其 中 
CE, 2> = Cmte Lar". 


事实 上 ;PC(D)e*? -=P(t)e®, 
因而 , 只 需要 求 《 是 多 项 式 卫 的 军 点 即 可 , 即 
(2.4) P=0. 


但 是 ，0" 上 的 一 个 多 项 式 总 有 无 穷 多 个 不 同 的 零点 ， 只 要 n>1， 
并 且 , 当 《z 线 时 ,函数 exp (XL, w》) 和 exp (iL&', w》) 是 线性 无 关 
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我 们 来 给 出 另 一 个 例子 , 即 平面 中 的 ( 变 系 数 ) 方 程 


如 果 转 换 到 极 坐 标 7, 9，(2 .站 就 可 写 为 
Ou 
(2.6) 0. 


把 % 取 为 任何 一 个 (一 次 连续 可 微 的 ) 只 与 7 有 关 的 ， 即 旋转 不 变 
的 函数 , 我 们 就 得 到 (2.6) 的 一 个 解 ， 这 里 ， 再 一 次 出 现 许 多 线性 
无 关 的 解 . : 

在 一 个 偏 微分 方程 的 大 量 的 解 中 间 ， 数 学 家 将 选 出 有 限 数目 
的 , 通常 仅 只 一 个 解 , 它 ( 们 ) 满 足 某 些 “ 附 加 的 条 件 ”， 我 们 来 简单 
地 描述 两 个 最 重要 的 例子 : 
例 2.1 令 吕 是 了 的 一 个 开 子 集 ， 它 的 边界 是 一 个 光滑 曲面 S、 
Q 中 的 Laplace 方程 人 k=0 有 无 穷 多 个 线性 无 关 的 解 . 但 是 我 们 
可 以 只 考虑 在 S 上 取 预 先 指定 的 值 的 那些 解 .给 定 一 个 在 8 上 (而 
不 必 在 另外 什么 地 方 ) 定 义 的 函数 f, 可 以 找到 8 中 的 一 个 调和 
函数 及 ， 它 在 S 上 等 于 f、， 在 适当 条 件 下 , 将 有 一 个 ， 且 只 有 一 个 
这 样 的 解 ， 

例 2.2 在 平面 有 中 考虑 波动 方程 

(2.7) (0/07) 2u— (0/0y) =0. 
任何 一 个 函数 v2, 9) 二 A(z 十 y) 9 (z 一 阴 都 是 (2.7) 的 解 ， 但 是 
我 们 可 以 只 考虑 这 样 的 解 w 当 y=0 时 入 和 (8/8y)w 取 预 先 指定 


.的 值 , 劈 如 说 , 分 别 取 值 wo(z) 和 ww(%)， 在 适当 的 光滑 性 假设 下 ， 


.“ 我们 可 以 有 
(2.8)  ， Jo+gG) =(o)， 
(2.9) f° (2) —g (2) = (8). : 
如 果 用 Ta(o) 表 示 w(z) 的 任 一 原 函 数 , 则 从 (2.9) 就 推 得 
(2.10) Je) ~—g(%) 一 Ti(o)， 


因而 , 把 它 与 (2.8) 结合 起 来 , 就 得 到 
太 于 (Co+UD， 9 一 了 (wo 一 D) 


ie 


a 
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立刻 可 以 验证 , 这 样 得 到 的 v(z, 9) 的 值 与 的 原 函 数 Di 的 选择 
无 关 ， 因 而 , 我 们 得 到 了 (2.7) 的 一 个 解 , 它 满足 我 们 的 附加 条 件 . 
可 以 证 明 ( 正 象 我 们 有 时 要 做 的 那样 ), 这 个 解 是 唯一 的 . 
带 有 附加 条 件 的 这 一 类 问题 ， 直 接 导 致 存在 性 和 唯一 性 的 问 
题 : 对 于 Q. 中 的 方程 狼 = 0, 是 否 存在 一 个 解 ， 它 在 8$ 上 等 于 f? 


其 次 , 如 果 至 少 存在 一 个 解 , 那 末 究竟 有 多 少 个 解 ? 我 们 只 考察 了 


齐 次 方程 , 也 就 是 , 右 端 等 于 零 的 方程 , 但 是 , 同样 的 考 虚 也 完全 适 
用 于 非 齐 次 方程 , 其 右 端 是 一 给 定 的 函数 或 广义 函数 . 然而, 很 自 
然 , 在 卷 入 这 些 很 困难 的 带 有 附加 条 件 的 问题 之 前 , 我 们 希望 对 没 
有 附加 条 件 的 方程 的 解 了 解 得 多 一 点 . 例如 ,有 这 样 的 变 系 数 线 


人 性 偏 微分 方程 , 它 全 然 没有 解 ( 与 常 微 分 方程 的 另 一 个 差别 !). 在 


这 样 的 情形 , 讨论 带 有 附加 条 件 的 问题 就 没有 意义 了 .， 这样, 回答 


下 述 问题 就 显得 有 点 更 迫切 了 , 方程 


Pu=f 


是 否 有 解 ?不 幸 ， 虽 然 在 特殊 情形 或 对 于 特殊 类 型 的 方程 (一 旦 问 
题 被 提 得 比较 明确 )， 回 答 这 个 问题 也 许 是 不 太 困难 的 ,但 是 要 一 


般 地 回答 ， 却 是 非常 困难 的 .可 以 给 出 一 个 十 分 满意 的 回答 的 一 


“个 这 样 的 方程 类 是 常 系数 线性 偏 微分 方程 类 . 


在 有 界 集中 常 系数 线性 偏 微分 方程 
的 解 的 存在 性 


虽然 我 们 也 可 以 在 无 界 集合 中 讨论 这 个 问题 ， 但 是 此 时 将 需 


要 某 些 不 是 太初 等 的 工具 ， 相 反 地 , 用 比较 初等 的 工具 (假定 读者 


有 广义 函数 论 的 一 些 基本 知识 ) 却 能 把 在 有 界 集中 的 讨论 进行 到 


底 ， 在 有 界 集 QCR" 中 考虑 微分 方程 

(2.11) P(D)u=f. 

如 以 前 所 述 , P(E) 是 具有 复 系数 的 个 变量 的 多 项 式 ; 在 (2.11) 
中 , 我 们 用 D;== 一 MVM 二 1 9/9w! 代替 了 变量 6， 假 定 存 在 BR" 中 的 
一 个 广义 函数 加 , 使 得 : 
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<2.12) 了 P(D)B=6， 在 原点 处 的 Dirac 广义 函数 . 

首先 , 有 这 么 一 个 定理 , 它 说 ,对 于 任何 多 项 式 P 了 (除了 P 了 的 所 
有 系数 都 等 于 零 的 情形 之 外 )， 上 述 假 定 确实 是 对 的 ， 其次， 在 我 
们 讨论 的 所 有 和 情形 中 , 我 们 实际 上 将 构造 , 也 就 是 将 给 出 如 的 一 个 
明显 的 表达 式 . 这 个 广义 函数 召 称 为 PD) 的 一 个 基本 解 ; 一 般 
地 , 一 个 线性 偶 微 分 算 子 有 很 多 基本 解 ， 因为 , 取 任 意 一 个 基本 解 


”Eo, 并 把 它 与 齐 次 方程 (2.8) 的 任 一 解 h 相 加 , 则 Bo+h 仍 是 一 个 


基本 解 ( 基 本 解 形成 及" 中 所 有 广义 函数 的 空间 的 一 个 不 通过 原点 
的 线性 流 形 )， 

现在 回 到 (2.11)， 作 下 述 假设 : 如 果 延 拓 六 使 在 2 的 外 部 取 
零 值 , 我 们 就 得 到 整个 空间 及 ” 中 的 一 个 广义 函数 ， 用 了 表示， 我 
们 不 是 总 能 这 样 做 的 ， 例 如 , 当 n=1, 且 Q 是 开 区 间 ] 0, 1 [时 , 取 

f=exp(+14/2):; 

此 时 ， 由 上 述 方法 定义 的 了 的 延 拓 不 是 一 个 广义 函数 .如 果 我 们 
不 作 上 述 关于 了 的 假设 ， 那 么 要 对 任意 有 界 开 集 讨论 我 们 的 问题 
是 不 可 能 的 , 虽然 对 于 某 些 开 集 解决 这 里 的 问题 仍 是 可 能 的 (但 是 
用 不 同 的 方法 ) .这 个 假设 究竟 有 什么 不 方便 的 地 方 昵 ?实际 上 , 并 
非 有 什么 太 不 合适 之 处 ;任何 一 个 属于 空间 Zz (2) 引 委 2p< 委 十 cc) 
的 了 , 用 上 面 所 说 的 方法 都 是 “可 延 拓 的 一 一 事实 上 , 2 中 的 任何 
一 个 广义 函数 ,只 要 它 在 2 的 边界 2 处 的 增长 (所谓 “ 增 长 "是 在 
某 种 适合 于 广义 函数 的 意义 下 的 ) 不 快 于 到 边界 38 的 距离 的 倒数 
的 某 个 宕 , 它 就 是 可 延 拓 的 . 
| 我 们 用 两 个 假设 一 一 8 的 有 界 性 和 /的 可 延 拓 性 一 一 得 到 了 

了 在 BRB" 中 有 紧 支 集 这 一 性 质 (7 了 的 支 集 包含 在 的 闭 包 人 中 ). 现 
在 我 们 可 以 对 两 个 广义 函数 作 卷 积 ， 这 两 个 广义 函数 中 至 少 有 一 
个 有 紧 支 集 一 一 例如 召 和 了， 这 就 产生 了 BR" 中 的 一 个 广义 函数 
及 x 了 ,一般 来 说 , 它 不 是 紧 支 集 的 ， 为 了 对 Bx 了 这 样 的 卷 积 求 导 ， 
我 们 可 以 对 其 任 一 因子 求 导 ， 这 样 ， 

P(D) (BE*7) = [P(D) EB]*7 =6*f=7. 

特别 , 如 果 把 Br 中 的 广义 函数 x 了 在 2 上 的 限制 记 作 久 , 则 我 们 
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看 到 , ww 满足 (2.11). 


如 果 我 们 只 需要 在 一 个 较 2 小 的 集合 中 ， 更 确切 地 说 ， 在 的 


一 个 相对 紧 的 开 子 集 2 中 解 (2.11), 那 就 可 以 不 用 关于 右 端 f 的 
可 延 拓 性 假设 .任意 选取 一 个 具有 紧 支 集 在 8 中 的 0” 函数 g, 它 
在 2 中 等 于 1 并 取 u=Bx(gf). 容易 验证 , 这 入 在 人 2 中 满足 
(2.11)., 
一 旦 基本 解 被 引进 (例如 , 在 解 (2.11) 的 过 程 中 )， 人 们 立刻 发 
现 它 可 有 多 种 用 途 .其 中 之 一 与 (2.11) 的 解 的 光滑 性 有 关 ， 我 们 
再 来 考察 一 下 常 微分 方程 ， 不 过 这 次 是 常 系数 的 .事实 上 ， 假 定 
(2.11) 表示 一 个 这 样 的 方程 ， 并 假设 其 右 端 f 是 中 的 0” 函数， 
那 末 , (2.11) 的 每 个 解 双 是 一 0” 函数， 这 是 一 个 明显 的 性 质 ， 因 
此 我 们 可 以 问 , 当 了 (D) 是 一 个 线性 偏 微分 算 子 的 时 候 , 这 性 质 是 
否 仍 然 成 立 ， 一 般 来 说 , 回答 是 否定 的 .为 了 看 到 这 一 点 , 只 需 回 
到 例 2.2: (2.7) 的 右 端 是 零 函数 ， 当 然 是 0” 的 . 但 是 当 Jf, 或 者 
”y, 不 是 单 变量 的 0” 函数 时 , wz%, ) 二 (2% 十 Y) 十 9 (2 一 了 显然 不 
是 0” 的 . 然而, 对 于 某 些 特殊 的 方程 , 上 述 性 质 能 否 成 立 呢 ? 这 
”次 的 回答 是 肯定 的 .事实 上 , 对 于 我 们 的 三 个 基本 的 例子 , Laplace 


方程 ,Cauchy-Riemann 方程 和 热 导 方程 , 这 是 对 的 .我 们 用 基本 


解 来 处 理 这 个 问题 , 首先 引进 一 个 定义 ; 

定义 2.1 @ 中 的 线性 偏 微分 算 子 已 称 为 是 次 精 国 的 Chypolliptio), 
如 果 给 定 2 的 任意 开 子 集 U 和 如 中 任意 的 广义 函数 当 Pw 是 
U0 中 的 07 函数 时 , % 亦 然 . z 


(2.12) 我 们 知道 , 在 原点 在 BR" 的 余 集 BR"\{0} 中 了 了 (D)B=0. 因 
而 , 如 果 PC(D) 是 次 椭圆 的 , 则 五 必定 是 R"\{0} 中 的 Cr 函数 . 事 
实 上 , L. Schwartz 的 一 个 经 典 的 定理 指出 了 其 道 亦 真 : 
定理 2.1 “如果 存在 P(D) 的 一 个 基本 解 召 , 它 是 RM\{0} 中 的 Cr 
函数 , 则 PCD) 蚌 次 椭圆 的 (在 BR" 中 ). 
-定理 2.1 给 我 们 提供 了 检验 常 系数 偏 微分 方程 是 否 是 次 椭 
的 一 个 有 效 的 判别 准则 .我 们 将 在 下 面 几 市 中 利用 它 


假设 有 常 系数 ， 并 令 召 是 P=-P(D) 的 任 一 基本 解 ， 由 、 


> 
tt 


RA 
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定理 2.1 的 证 明 令 U 是 BR" 的 任 一 开 子 集 ， v 是 过 中 的 一 个 广 
义 函 数 ,使 得 一 PCD)w 是 口中 的 一 个 0 函数 . 令 各 是 如 的 一 
个 任意 的 点 、 只 需 证 明 ， 在 我 们 的 假设 下 ,在 xo 的 某 个 开 邻 域 中 
w 是 0" 函数 令 U 是 U 的 一 个 相对 紧 的 开 子 集 ， 它 包含 %o, 并 
令 g 是 一 个 已 经 过 到 过 的 那 种 类 型 的 截断 前 数 , 即 , 9€ OF (0D), 在 
U' tig=1， 我们 有 

PD) (gu =gP (Dut+v= 9f +-%. 
利用 关于 乘积 求 导 的 标准 Leibniz 公式 , 我 们 就 知道 , ?是 9 的 阶 ， 
数 关 0 的 导数 的 一 个 线性 组 合 ， 因 而 ， 在 g 的 导数 等 于 零 的 地 方 
2 一 0 特别 ,在 坟 中 和 在 9 的 支 集 的 外 部 "一 0. 利用 定理 2.1 的 
分 述 中 的 基本 解 召 , 我 们 有 

ExP(D) (gu) = [PD) Ex (gu) — 9u, 
因而 ， gu= Ex(gf) +4- Exov. 
”但 是 , gfE O02, 并 且 , 任 一 广义 函数 与 任 一 具有 紧 支 集 的 O” 函数 
的 卷 积 是 一 C” 函数 ， 因 和 而， 事情 就 被 归结 为 证 明 在 oo 的 一 个 开 
领域 中 xv 是 一 个 0” 函数 ， 因 为 此 时 这 对 于 %v 也 成 立 ， 而 在 
(3zo 中 wu 等 于 以 
选取 一 个 数 se>0, 使 得 集合 
Vo= {wvE BR";,d(zx, RU’)> el} 

是 wo 的 一 个 邻 域 ， 令 Llw) 是 另 一 个 截断 函数 , 当 jz|<s/2 时 它 
等 于 1, 当 |z|>s 时 它 等 于 零 , 并 且 “ECO” (RD ， 我 们 有 

Exv— (CeB) rv [~ 6) Elso. 
其 中 第 二 项 [( 一 L) Bxt 是 Br' 中 的 0” 函数 ， 因 为 由 我 们 的 假 
设 , (一 z 吾 是 一 C” 函数 , 并 且 因为 一 个 具有 紧 支 集 的 广义 函数 ， 
这 里 是 与 任 一 C” 函数 的 卷 积 是 -一 C” 函数 ， 另 一 方面 , 由 卷 积 
的 标准 性 质 ， 

suppl CB)x*v| Csupp eH) 十 Sapp2， 

由 的 选取 我 们 知道 ，(&. 殖 ) xu 的 支 集 包含 在 supp% 的 8 级 邻 域 
中 ， 我 们 已 经 知道 在 LU 中 “=0， 因 此 得 到 结论 (5.3) xp 在 1 
等 于 零 , 因而 得 到 ， xv 是 己 。 中 的 一 个 Cr 函数 . 证 毕 . 
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我 们 已 经 看 到 了 基本 解 的 两 个 重要 的 应 用 . 在 下 一 节 中 我 们 
要 研究 它 的 第 三 个 应 用 一 一 它 与 基本 解 在 定理 2.1 中 的 应 用 有 密 
切 关 系 . 在 下 一 节 以 后 的 儿 节 中 , 我们 将 明确 地 算出 $1 的 几 个 基 
本 例子 中 的 某 些 值得 注意 的 基本 解 . 


习 题 


2.1 考虑 平面 中 的 下 述 方程 ; 志 


z - CU Ou pp 
(2.13) z + jz2 十 %2)， 


其 中 , f(t) 是 实 变量 + 的 一 个 0" 函数 ,使 得 
f(D=0 当 t<1 或 >2 时 , /( 汪 )=1. 
证 明 ,方程 (2.13) 在 Re\{0} 中 没有 广义 函数 解 ， [提示 : 通过 引进 被 假设 为 
满足 C3.13) 的 ww 重新 改写 | ery ddyg.] 
2.2 令 Q 是 Rr(n>1) 的 一 个 非 宝 开 子 集 , 工 是 但 中 的 一 个 具有 实 C" 系 
数 的 一 阶 线性 偏 微分 算 子 利用 习题 1.4 证 明 , 荆 在 中 不 会 是 次 椭圆 的 . 
2.3 考虑 下 述 方程 
(2.14) (0/0x)2— (0/0y) Wt Nz, Yy)w=0, 
其 中 , 是 BR? 中 的 一 个 C” 函数， 证 明 , (2.14) 在 BR? 中 不 是 次 椭 贺 的 . 
”2.4 令 PCD) 表 示 B" 中 的 一 个 常 系数 线性 偏 微 分 算 子 ,如 是 有" 中 的 一 
个 广义 函数 ,使 得 
h=—P(D)E—é6 
是 Re 中 的 一 个 0” 函数 ， 适 当 修改 定理 2.1 的 证 明 ,证明 ,如 果 召 在 原点 的 


” 余 集 中 是 一 0” 函数 , 则 PLD) 在 R" 中 是 次 椭圆 的 . 


2.5 ”把 定义 2.1 推广 到 方程 组 (确定 的 , 超 定 的 , 欠 定 的 ), 证 明 ， 梯 度 
(8 1.6) 是 次 椭圆 的 (在 BR? 的 任 一 开 子 集中 )， 而 散 度 (8 1.7) 不 是 次 椭圆 的 ， 
除非 n=1. 

2.6 构造 Ri 中 的 算 子 4/ax,4/ax 一 A,d3/dzx? 一 和 (XEC) 的 所 有 基本 解 . 
利用 这 些 基本 解 ,以 及 习题 1.5 中 的 变量 变换 , 找 出 32/3w? 一 02/9y?( 在 有 BR 中 ) 
" 的 一 个 基本 解 。、 
2.7 证明 ,对 于 齐 次 Schr6dinger 方程 (4 1.5) 

1 Bu Do : 


(2.15) z 二 5r=- 训 了 (在 妇 中 )， 


~ 8. 解 的 解 诉 性 : 19 


通过 令 
(2.16) wrm, +) =| exp[iCesz 一 rD]e(ryr， 

我 们 可 以 得 到 它 的 一 族 解 ， 适 当选 取 w, 给 出 (2.15) 的 一 个 解 , 它 不 是 BR? 中 
的 CO” 函数 . 

2.8 证明, 对 于 R*+1(m>0 任意 ) 中 的 波动 方程 
Ou 
. Oot? 
的 某 些 解 ,存在 着 一 个 类 似 于 (2.16) 的 积分 表示 式 ， 证 明 , 对 于 任何 %>0, 方 
程 (2.17) 不 会 是 次 椭圆 的 . / 

2.9 令 P(D), QC(D) 是 Rr 中 的 两 个 常 系数 线性 偏 微分 算 子 . 证明, 积 
P(D)Q(DD) 是 次 烦 圆 的 , 当 且 仅 当 PCD) 和 QCD) 都 是 次 椭圆 的 。 如 果 卫 和 
@ 有 变 系数 ,我 们 能 叙述 什么 事实 ? 

”2.10 令 P(D) 是 Br 中 的 一 个 常 系数 微分 算 子 , 它 有 一 个 在 原点 的 余 
集中 是 0” 的 基本 解 ， 令 8 是 Rr 的 一 个 开 子 集 ， 并 用 .fo 表示 齐 次 方程 
PLD)h=0 的 广义 函数 解 的 空间 [由 定理 2.1， .JacCOz(2)]. 证 明 , Nw 上 的 


(2.17) ~— Ad 


“下 述 一 些 拓扑 是 相同 的 : (1)C” 拓扑 (函数 序列 和 它们 的 所 有 导数 在 9 的 每 个 


紧 子 集 上 的 一 致 收敛 ); 《ii)Ce 拓扑 (函数 序列 在 8 的 每 个 紧 子 集 上 的 一 致 收 
化); (这 ) 由 91(Q) 所 诱导 的 拓扑 (函数 集合 {fs} co 收敛 , 如 果 对 于 任何 斌 
验 函数 E05(0), 积分 jfopar 在 02(9) 的 有 界 子 集 上 一 致 收 北 ; 只 需 考虑 
序列 fa 这 禅 就 要 求 对 于 每 个 加 此 积分 序列 收敛 ). 

2.11 从 习题 9.10 中 所 叙述 的 结果 推导 下 述 结果 (我 们 用 与 习题 3.10 中 
相同 的 记号 , 并 作 同样 的 假设 ); 如 果 PCD) 是 次 椭圆 的 , 并 且 如 果 { 7 是 齐 次 
方程 PLD)f=0 左 9 中 的 一 个 解 的 集合 ， 它 在 介 的 每 一 紧 子 集 上 是 (与 无 


-~ 类 地 ) 有 界 的 ,那么 , 它 包 含 一 个 在 0~C9) 中 收敛 的 子 序列 . 


如 果 我 们 不 作 1fo} 在 人 的 每 一 紧 了 集 上 有 办 的 假设 , 而 假设 : 对 于 每 个 
试验 郊 数 ECe(9), 存 在 一 个 常数 Cp)>>0, 使 得 对 于 所 有 的 指标 % 大 


aeescc 
那么 , 上 述 结论 还 成 立 吗 ? 


3. 解 的 解析 性 
再 一 次 回 到 常 系数 线性 常 微分 方程 上 来 我们 已 经 指出 ， 如 
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果 右 端 是 光滑 的 , 即 , 是 一 C” 函数 , 那么 它 的 所 有 的 解 也 是 光滑 
的 ， 事实 上 还 不 仅 如 此 :; 如 果 了 是 一 个 解析 函数 , 那么 它 的 所 有 的 
解 也 将 是 解析 的 ， 我 们 回忆 一 下 ， 开 集 0CBR" 中 的 复 值 函数 你 
是 解析 的 ， 如 果 它 在 2 的 任 一 点 处 的 Jayjlor 展 式 是 收敛 的 ， 即 ， 


Taylor 展 式 有 正 的 收敛 半径 (参阅 下 面 的 定义 3.2) 等 价 的 定义 ， 


是 , wv 可 延 拓 到 Ce" 中 0 的 一 个 开 邻 域 上 , 而 成 为 复 变 量 2，…'， z" 
的 一 个 解析 函数 ,或 者 , 如 我 们 经 常 说 的 , 成 为 一 个 会 比 函 数 . 
显然 ， 一 个 任意 的 常 系数 线性 偏 微分 方程 不 具有 这 个 性 质 ， 
即 ， 当 右 端 是 一 解析 函数 时 , 方程 的 所 有 解 是 解析 的 : 波动 方程 不 
具有 这 个 性 质 ( 参 阅 例 2.2); 热 导 方 程 也 不 具有 这 个 性 质 , 下 面 就 
要 指出 这 一 点 ( 例 3.1)， 但 是 ,对 于 Laplace 方程 和 Cauchy-Rie- 
mann 方程 , 它 是 成 立 的 ， 事 实 上 , 我 们 确切 地 知道 哪 一 些 常 系数 
的 线性 偏 微分 方程 是 具有 这 个 性 质 的 . 它们 是 酉 加 方程 . 然而 , 也 


< 


有 一 些 有 这 个 性 质 的 变 系 数 的 非 椭圆 方程 ， 并 不 涉及 椭圆 性 的 含 


义 , 上 述 性 质 导致 一 个 新 的 定义 : z 

定义 8.1 (参阅 定义 2.1)9 中 的 一 个 线性 偏 微分 算 子 三 称 为 是 ， 
解析 次 椭 贺 的， 如果 给 定 2 的 任 一 开 子 集 U 和 U0 中 任 一 广义 函 
数 w， 当 Pwu 是 U 中 的 解析 函数 时 , wv 亦 然 . 

例 8.1 热 导 方程 不 是 解析 次 椭圆 的 . 

只 需 考 察 具有 一 个 空间 变量 的 情形 


Of Do 
在 集合 0U={(%, 人 ERR2 zzx0} 中 定义 下 述 函 数 也 (, 
万 (办 ~ {. p(T /人 )， 当 t>0 时 ， 
0， 当 <0 时 . 
立刻 可 以 验证 ，Q 了 (w, 引 是 整个 集合 中 的 一 个 0™ 函数 ，(ii) 
在 U 中 LF=0，(Gi) 不 是 U 中 的 一 个 解析 函数 ， 如 果 我 们 回 
想起 下 述 事实 , 那么 论断 (i) 就 是 显然 的 ; 这 个 事实 是 : 一 个 解析 
函数 ， 如 果 它 在 它 的 定义 域 D 的 某 个 开 子 集 Le 中 等 于 零 (这 里 ， 


Uo 是 中 1<0 的 那 一 部 分 ), 那么 它 在 U 的 每 一 连通 分 支 中 也 等 
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于 零 , 这 些 分 支 与 Uo 的 交集 是 非 空 的 ; 在 我 们 现在 的 情形 , 这 些 分 

支 的 并 集 是 0U 本 身 . / 
现在 假设 ， PCD) 是 一 个 常 系数 的 解析 次 椭圆 的 线性 偏 微分 

算 子 , 并 令 五 是 它 的 任 一 基本 解 ， 因 为 在 BR"\{0} 中 PCD) 吾 -0， 


所 以 在 BR"\{0} 中 如 必定 是 一 个 解析 画 数 (参阅 定义 3.2)， 事 实 


上 ,其 道 亦 喘 , 它 是 定理 2.1 的 类 似 : 

定理 83.1 如 果 存 在 PC(D) 的 一 个 基本 解 如 , 它 是 R"\{0} 中 的 解 
析 函 数 , 那么 卫 (D) 在 BR? 中 是 解析 次 椭圆 的 ， 

证 明 ”从 定理 2.1 我 们 知道 , P(D) 是 次 椭 贺 的 (这 样 ， 每 个 解析 
次 椭圆 的 常 系数 线性 偏 微分 筑 子 是 次 椭圆 的 )， 只 需 证 明 , 如 果 世 
是 Br" 的 任 一 开 子 集 ，% 是 U 中 任 一 C” 函数 , 使 得 PCD)w=f 在 
0 中 是 解析 的 , 那么 % 在 U 中 也 是 解析 的 ， 我们 在 吕 的 一 个 任意 
点 zo 的 邻 域 中 讨论 ， 虽 然 不 是 很 必要 ， 我 们 还 是 利用 Oauchy- 
Kovalevska 定理 的 一 个 推论 来 人 简化 我 们 的 推理 (参阅 3 17; 不 测 
悉 Uauchy-kKovalevska 定理 的 读者 , 在 下 面 要 用 到 的 时 候 不 妨 先 
承认 它 的 这 个 推论 )， 这 个 推论 是 ， 如 果 wo 的 开 邻 域 玉 CU 充分 
小 , 那么 在 三 中 存在 一 个 解析 函数 刀 它 在 环 中 满足 方程 P(D)h = 


.这 样 ,在 久 中 我 们 有 了 (CD) (w 一 力 一 0， 因 此 只 需 证 明 , 在 x6 的 


一 邻 域 中 一 h 是 解析 的 ， 令 避 是 vo 的 一 个 开 邻 域 , 它 的 闭 包 是 

紧 的 并 包含 在 丈 中 ,并 令 9ECz (WV), 它 在 UV 中 等 于 1. ， 置 
v=P(D) Lg(u—h)], 

由 此 得 到 9 uh) = Exy. 


”我 们 注意 到 ， 在 UV 中 w=0， 我 们 必须 证 明 ， 在 ao 的 某 邻 域 中 ， 


xv 是 解析 的 ， 我 们 利用 定理 2.1 证 明 中 的 那个 截断 函数 5， 并 


写 出 . 


Bxv= (CB)xvt [lL) Bxv. 
其 中 第 一 项 在 zo 的 邻 域 1 了。 一 42;Q(w，R"\U') 这 e} (8 富 0 充分 小 ) 
中 等 于 零 ; 因此 只 和 需 证 明 , 第 二 项 在 中 是 解析 的 .我 们 利用 解 
析 项 数 的 下 述 半 划 : 
定义 3.2 冯 " 的 开 子 集 和 0 中 的 C 琢 数 9 是 解 念 的， 如果 对 于 
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的 每 个 紧 子 集 大 ,三 在 汕 数 ?7x 之 0, 使 得 
(3.1) sap Lrg | Dp(o)| < 十 co， 


其 中 ， 上 确 界 是 对 天 的 所 有 点 ww 和 非 负 整 数 的 所 有 % 数 组 a 而 计 
算 的 . 
因为 » 是 一 个 有 紧 支 集 的 OF 函数 ， 因 此 , ww 一 [C1 [本 wa 
是 一 个 C” 函数 . 我 们 有 
D*w= {DD*[( m6) El}*v = [(1— LI DB sv Tro 
由 Leibniz 公式 知道 , 了 的 支 集 包含 在 5。 的 梯度 的 支 集中 ， 因而 ， 
在 VV 中 小 *w-0， 另 一 方面 ,在 整个 空间 卫 " 中 (一世 ) Dr" 加 是 一 
0™ 函数 .因而 , 当 wEV。 时， 
prawlw) = C1,(W)] DB(y) ve— Way. . 
这 个 积分 可 以 限制 在 集合 。 
—{yERBR’; |y|>8/2, yE VP, —suppo} 
上 ， 这 里 , 大 显 然 是 R"\1{0} 的 一 个 紧 子 集 , 而 召 在 R"\{0} 中 是 
解析 的 ; 因而 可 以 在 (3. 已 中 以 召 代 蔡 9 (并 以 gy 代替 儿 ). 这 样 就 


得 到 


二 "时 1Deo(o) <Osnp{ -rk DB |v la 
其 中 , 是 灰 , 中 的 任 一 点 , GO- 工 +sapmv|t.| . 由 此 立刻 得 到 : w 在 
J 中 是 解析 的 证 毕 

在 下 面 几 节 中 ， 我 们 将 计算 常 系数 常 微分 方程 Laplace 方程 
和 Cauchy-Riomann 方程 的 革 些 基本 解 . 将 会 看 到 , 这 些 基本 解 在 
原点 的 余 集中 都 是 解析 的 ， 这 样 , 就 得 到 结论 ; 这 些 方程 都 是 解析 
次 椭圆 的 ， 关 于 Laplace 方程 的 这 个 结果 ， 长 期 以 来 被 称 为 eof 
引 理 ， 


S| 题 


3.1 利用 BBR? 中 的 Cauchy-Riemann 算 子 是 解析 次 椭 网 的 这 一 事实 , 推 
导 , R? 中 的 算 子 


人 


2 


” 4， 常 微分 方程 的 基本 解 z3 

-二 co V9) 

是 解析 次 椭圆 的 , 其 中 , ce(z, y) 是 平面 中 的 一 个 解析 函数 . : 
3.2 . 令 PCD) 表示 Rn 中 一 个 常 系数 线性 偏 微 分 算 子 ， 互 是 BR" 中 一 个 


广义 明 数 ,使 得 


h=P(D)E-S 


是 Br 中 的 一 个 解析 函数 ， 适 当地 修改 定理 3.1 的 证 明 , 证 明 , 如 吴 在 尿 点 的 


余 集 中 召 是 一 解析 函数 ,那么 PCD) 在 BR" 中 是 解析 次 椭圆 的 . 

3.3 证明, 任 一 满足 平面 中 齐 次 波动 方程 www 一 wyy =0 的 0 函数 wz, 纺 
在 BR? 中 关于 kz, y) 是 解析 的 ， 当 ( 且 仅 当 )w0, 奶 和 wl0, 人力 是 了 中 9 的 
解析 函数 时 ， z 

3.4 ”对 于 每 个 正 数 4, 引进 下 述 定义 (参阅 定义 3.2): 
定义 3.3 Rr 的 开 子 集 0 中 的 一 个 C” 函数 p 称 为 属于 O 中 的 4 次 Gevrey 
类 , 记 为 9EG4(0), 如 果 对 于 0 的 每 个 紧 子 集 下, 存在 常数 ?xz>>0, 使 得 


4 or 
(3.2) sup 人 (二 ie! DepCo) 上 < 上. 
TERLEDY x! 


修改 定理 3.1 的 证 明 , 证 明 下 述 定 理 : 

定理 3.2 假设 PL(D) 有 一 属于 Ga( BR"\140}) 的 基本 解 妃 ， 那么 ， 给 定 BR" 的 
任 一 开 子 集 吕 和 如 中 任 一 广义 函数 4% 它 使 得 在 口中 工 D)w 一 0, 此 时 ， 必 
定 有 WEGaCU), 


4， 觉 微分 方程 的 基本 解 


这 一 节 致 力 于 回忆 与 常 微 分 方程 有 关 的 某 些 事实 以 及 对 这 些 
事实 按照 偏 征 分 方程 理论 的 解释 ， 我 们 只 限于 考虑 常 系数 的 常 微 
分 方程 ， 以 后 我 们 将 考虑 变 系 数 的 常 微分 方程 . 

最 简单 的 非 平 凡 的 常 微 分 算 子 是 具有 形式 


Ta ZEOC 


dz 
的 一 - 阶 算 子 . 我 们 要 找 常 微分 方程 
(4.1) Uf jp-8 
at 


的 解 互 ， 当 zc=0 时 , 它 的 回答 是 众所周知 的 ， 它 是 广义 函数 的 导 


站、 
”24 全 工 可 线性 机 答 他 广 误 订 知 本 守 例 训 宇和 划 本 解 


数 的 最 初 几 个 例子 中 的 一 个 ， 即 ，7T7euriside 丽 数 1 (z) 的 导数 是 


Dirac 广义 国 数 ; 这 眠 ， 党 0>0 时 了 (= 一 1 当 2<0 时 也 (c)=0， 


为 了 得 到 1-8 的 所 有 的 解 , 具 需 对 互 加 上 任 -一 常数 函数 ， 然 而 ， 


肌 射 
Fi>e HH 


把 人 (4.0 的 解 变 为 到 -8 的 解 ， 因此 , 通过 施行 道 变换 ， 我 们 就 看 
到 , (4.1) 的 所 有 解 由 
(4.2)1 FPF= HiOeo 
i 其 中 , 0 是 一 任意 复 常数 , 如 == 五 (x)e*， 注 意 , 当 0-0 时 ， 
是 支 集 在 非 负 半 直 线 中 的 工 的 唯一 基本 解 ， 当 C= 一时， 


矿 是 支 集 在 非 正 半 直线 中 的 荆 的 唯一 基本 解 ， 当 0 一 二 时 ,我 


_ 们 得 到 “对 称 的 ”基本 解 


了 = 也 1 sgn (w) e"?, 


其 中 sgn(%) 家 示 % 的 自负 (Giga) 而 数 当 w>>0 时 它 等 于 
十 i, 当 z<0 时 它 等 于 一 1 (作为 一 个 广义 函数 ， 当 vz 一 0 时 它 不 需 
- 要 被 定义 ). 

我 们 还 注意 到 , U0 =e” 是 初始 值 问 题 
(4.3) U’~aU=0, Uls-o=1 
的 唯一 解 , 因此 , 我 们 有 

: E=HU. 

虽然 这 个 例子 可 能 显得 过 于 简单 ， 但 是 只 需 对 它 进 行 简单 的 
加 工 , 即 可 构 作 常 微分 方程 的 所 有 基本 解 , 闻 样 地 ， 也 可 构 作 许多 
偏 微 分 方程 的 重要 的 基本 解 . 

首先 , 我 们 指出 ,上面 的 推理 可 以 直接 推广 到 确定 的 一 阶 常 微 
分 方程 组 .假设 我 们 考虑 Zp 个 未 知 郊 数 bp 个 方程 的 方程 组 ， 这 意 
际 着 , 代替 工 ,我们 研究 矩阵 常 微 分 算 子 
这 些 革 本 解 在 原点 的 余 集中 施 多 折 的 ; 因而 由 定理 3.l， 微 分 算 子 二 是 人 


析 次 赣 圆 的 , 特别 , 章 次 方程 Lh 一 0 的 证 有 广 闵 函数 解 都 是 “古典” 解 ,因此 , (4.2) 给 出 
了 《4 .的 折 有 广 半 良 数 组 ， 


. 中 


4 . 
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L- I -4, 

其 中 了 是 : p Xp 单位 矩阵 ，4 是 任 一 (只 有 复元 素 的 ) pxp 集 隆 ， 
这 样 , 工作 用 在 取 值 于 C0? 〈 复 的 2 向 量 空间 ) 中 的 函数 上 ， 并 把 这 
些 了 水 数 变 为 仍 取 值 了 于 0? 中 的 函数 (或 广义 函数 )， 不 过 要 记 住 ,所 
有 这 些 函 数 和 广义 函数 都 是 定义 在 实 直 线 ( 我 们 仍 用 4% 表示 其 中 
的 变量 ) 的 区 间 中 的 . 必须 运 当地 推广 问题 4.3): 现在 ,U 表示 一 

个 短 阵 值 六 数 ， 即 问题 


(4.4). LU =0, U|,o=I (pxp 单位 算 降 ) 
的 解 ， 立 刻 知道 (和 .4 的 唯一 解 古 
U 一 674. 


现在 令 撕 表示 一 个 取 值 在 2x2 和 抢 阵 空间 中 的 任意 的 广义 函数 ,或 
者 等 价 地 , 表示 一 个 pxp 和 抢 阵 , 它 的 元 素 是 广义 函数 ， 由 Leibniz 
公 去 ,我 们 有 

LUKR)= (LD KREUKR'- UR’. 
这 样 , 如 果 要 解 上 (KK) = 87 一 一 这 相应 于 求 卫 的 右 基本 解 ,我 们 


就 必须 解 
EK’=68U- +! S054 GZ 


这 样 , 就 归结 为 求 
(4.5) kK’=607 
”的 解 . 在 纯 量 的 情形 , 即 当 p= 时 ,我 们 已 经 指出 , (4.5) 的 解 是 众 
“所 周知 的 ， 它 们 是 形 如 及 (2) 十 0 的 广义 函数 , 其 中 如 是 Heavi- 
side 孙 数 ,CO 是 一 任意 常数 ， 它 引导 我 们 得 到 工 的 基本 人 解 和 下 
达 式 (4.2). 当 p 是 任意 的 时 候 , 相 同 的 考虑 也 适用 ; (4.5) 的 所 有 
解 具 有 形式 

K=H(2)I1+O, 


其 中 ，O 现在 是 一 个 pxwp 常数 矩阵 ， 注 意 , 五 (z)I 是 pxXp 对 角 
和 矩阵, 它 的 对 角 线 元 素 都 等 于 Heaviside 函数 。， 这 梓 ， 我 们 就 得 到 
了 元 的 所 有 右 基本 解 . 它们 是 形 为 

(4.6) F= EieO 

的 矩阵 值 广 义 函 数 ,其 中 
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(4.7) E=H (v)e"4 
是 上 的 支 集 在 非 负 半 直线 中 的 唯一 基本 解 . 
我 们 已 经 用 了 基本 解 和 右 基 本 解 的 名 称 . 其 理由 是 ， 常 系数 


常 微分 方程 组 兼 有 右 基本 解 和 左 基 本 解 ， 例 如 ， 上 的 一 个 左 基本 


解 是 一 个 广义 函数 @G, 它 使 得 


(4.8) G’—GA=5, 
而 由 (4.6) 给 出 的 广义 函数 所 满足 
(4:9) FF-_AF-é. 
如 果 五 是 一 个 右 基本 解 ,TT 是 任 一 具有 紧 支 集 的 广义 函数 , 则 
z LCF#T)=T 
而 如 果 @ 是 上 的 一 个 左 基 本 解 , 则 我 们 有 
: GxLT-T. 
工 的 所 有 左 基本 解 由 
(4.10) G— BE Oe 


给 出 , 其 中 加 由 (4.7) 给 出 ,0 是 任意 的 pxp 常 数 失 阵 ， 存 在 着 工 
的 双 侧 的 基本 解 , 例如, (4.7) 中 的 媚 并 且 , 一 般 说 来 是 有 很 多 的 
(参阅 习题 4. 有). : 

下 一 步 是 把 上 面 的 推理 推广 到 高 阶 的 常 系数 常 微分 方程 上 
去 ， 因 而 , 我 们 考虑 算 子 


.= t+ oa .二 an 
首先 , 用 通常 的 方法 , 也 就 是 令 
(4. 11) ?404 一色 ， ou £=2, ‘+ Wt 
把 方程 [4= 了 变 为 一 个 一 阶 组 ， 此 时 ,方程 Lu 一 被 改写 为 
(4.12) Win CH 十 Gam1 tT Gm = 了. 
把 这 个 方程 与 从 (4.11) 得 来 的 方程 
(4.13) WuUpti, k=1,.…, m—1 


联 立 起 来 ， 此 时 , 用 ML 表示 mxn 算 阵 


oe 
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0 1 0 “ 0 
mw-| 0 0 1 0 
TO ml mn 一 CdL) 


最 后 , 用 表示 分 于 为 4， 的 向 量 ( 即 一 列 的 矩阵 )， 并 用 f 
表示 分 量 为 太一 0,…， fm-1 一 0, fm 一 了 的 向 量 ， 那么 可 以 把 方程 
(4.12) 和 (4.18) 一 起 写 为 方程 组 形式 ， 


(4.14) du _Muif 


D4 


ao 

现在 假设 , 对 于 给 定 的 了 f, 我 们 找到 (4.14) 的 一 个 解 妇 ， 这 意味 看 
(4.12) 和 (4.18) 成 立 ， 此 时 ， 把 (4.18)， 或 者 把 与 它 等 价 的 形式 
(4.11) (其 中 尺 =w 确定 出 仿 代 入 (4.12) ,立即 导致 vi 一/ 
” ”如果 要 找 工 的 一 个 基本 解 吾 , 那么 试图 在 y=0( 当 jm 时) 
和 fm 一 6Dirao 广义 函数 ) 时 解 (4.14) 是 唯一 站 然 的 全， 我 们 
或 多 或 少 象 处 理 一 个 一 般 的 方程 组 那样 来 进行 

U6°My, 
它 把 (4.14) 变 为 
(4.15) | 5 一 o-zaf 
为 了 确定 (4. 15) 的 右 端的 值 ， 只 需 注 意 下 一 3e 其 中 , ev 是 第 m 个 
分 量 等 于 1, 其 余 分 量 等 于 零 的 向 量 ， 因 而 

euf—6(6 "lie,) |s0— 06n,. 


这 样 , (4.15) 就 化 为 


(4,16) — O08 

而 4.16) 的 所 有 解 是 容易 找到 的 ; 它们 是 
(4.17) Vv= H(z)eBnt+6, 
其 中 e 是 一 个 奴 销 数 回 量 ， 因 而 

(4.18) z u= H(w)eYen -oc. 
u 的 表达 式 中 的 第 二 项 相应 于 齐 次 方程 组 
(4.19) 4 ~ Mw 
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的 解 ， 这 样 一 个 解 w 的 特殊 情形 是 evew 事实 上 , 它 是 使 得 
(4.20) ww 一 0 如 果 j<m; own 一 当 2 一 0 时 

成 立 的 唯一 的 解 ， 令 Do 一 wr (2)， 如 果 回 想到 wp= (CD 
= 二 2,…,， mm, 我们 环 知 道 , 0 (2) 是 方程 : 
(4.21) LU=0 

的 满足 

(4.22) U0 =0 如 果 j< 过 m 一 1; Uw-1 当 w=0 时 

的 唯一 解 。 取 向 量 值 函数 (4.18) 的 第 一 个 分 量 届 , 就 得 到 上 的 所 
有 的 基本 解 。 换 句 话说 , 它们 都 具有 下 述 形式 ， 


(4.28) FP= E+h, 
其 中 Lh 一 0, 并 且 
(4.24) ER= HU. 


现在 ,我 们 已 回 到 了 原来 的 地 方 , 并 得 到 了 工 的 支 集 在 非 负 半 直 线 
中 的 唯一 基本 解 ， 它 是 Heaviside 函数 与 齐 次 方程 的 一 个 值得 注 ， 
意 的 解 ， 即 满足 初始 条 件 (4.22) 的 解 的 乘积 正 旬 在 单个 一 阶 
方程 的 情形 中 一 样 . 

注意 ， 我 们 已 经 构造 的 所 有 的 基本 解 在 BR*\{0} 中 都 是 解析 
的 , 因而 , 在 这 一 节 中 所 考虑 的 所 有 方程 都 是 解析 次 椭圆 的 . 

还 注意 , 在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 不 需要 了 解 矩 阵 4 或 ML 的 特征 
值 的 情况 。 我 们 还 应 该 强调 我 们 已 遇 到 过 的 在 基本 解 结构 和 初始 
值 问题 (4.21) 一 (4.22) 之 间 的 联系 ， 这 个 联系 支配 着 某 些 线性 偏 
微分 方程 (例如 波动 方程 ) 的 理论 . 


习 题 
4.1 今 1 表示 pxXp 单位 矩阵 , 4 表示 一 个 pXp 复 和 矩阵 . 江 述 常 微分 算 
耶 组 工 ==14/ax 一 4 的 所 有 的 双 侧 基本 解 . 
4.2 令 I A1 …， 4 表示 m+ 个 pxp 短 阵 ,表示 单位 矩阵 描述 
算 子 


的 压 河 的 基本 解 ， 
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4.3 ”描述 习题 4.2 中 的 微分 算 子 工 的 所 有 双 侧 基本 解 . : 
”4.4 通过 把 工 变 为 一 个 确定 的 一 阶 常 微分 算 子 组 , 人 们 能 否 解 习题 4.2 
中 的 问题 ? 如 果 你 认为 能 解 , 请 描述 其 过 程 。 否则 , 说 明 为 什么 这 是 不 可 能 
的 . 
4.5 令 工 表示 习题 4.1 中 的 算 子 .关于 和 矩 阵 4, 给 出 一 个 使 得 下 述 事实 = 
成 立 的 充 要 条 件 : 工 的 支 集 在 非 负 半 直线 中 的 基本 解 是 一 个 GD 有 界 函 数 ; (2) 
在 无 穷 远 处 速 降 的 函数 ， 
4.6 ”关于 矩阵 4, 给 出 一 个 使 得 下 述 事实 成 立 的 充 要 条 件 : 习题 4.1 中 
的 算 子 工 有 一 个 基本 解 , 它 在 实 直线 的 无 穷 远 处 是 速 降 的 . 
”4.7 给 出 算 子 
本 
L-— 7 (KER) 
的 基本 解 的 表达 式 , 此 基本 解 的 支 集 是 非 负 半 直 线 . 当 用 MV 一 1% 代替 后 ， 
做 同一 练习 . : 
4.8 邻 UU 是 问题 (4.21) 一 (4.22) 的 解 ,五 是 Heaviside 函数 , 工 是 (4.21) 
中 的 常 微分 算 子 。 由 直接 计算 , 证 明 
- LCHU)=S. 


4.9 令 工 表示 习题 4.1 中 的 算 子 ,xs(s) 二 det(s1 一 如 表示 4 的 特征 多 
项 式 ， 证 明 ， 齐 次 方程 Pu=0 的 解 是 分 量 满足 方程 x4(4/dz)w=0 的 向 
。 量 值 函数 a， 反 之 , 令 习 是 任 一 具有 这 个 性 质 的 向 量 值 函数 ; 证 明 , 存在 一 个 

p 一 1 阶 的 pxDp 常 系数 常 微分 算 子 组 好， 使 得 Ma 是 Lv=0 的 一 个 解 . 在 
一 般 情 形 中 ,确切 地 描述 好 . : z 

4.10 令 工 表示 习题 4.1 中 的 算 子 . 令 三 是 一 个 可 道 的 px2 矩阵. 那 
。 么 ， 在 Lh 一 0 的 解 空间 吉 工人 一 dhy/az 一 T4Iih=0 的 解 空间 之 间 有 一 个 
”自然 的 线性 同 构 。 描 述 这 个 同 构 ， 其 次 ,把 4 写 为 4=S+N, 其 中 是 一 个 
可 对 角 化 的 pXp 矩 竹 , 了 是 一 个 px2 寡 零 矩阵 (即使 得 N?=0)， 使 得 SN 
= 一 NS. 分 别 在 8=0 入 =0 这 两 种 情形 中 研究 方程 Lh 一 0: (1) 当 入 =0 时 ， 
证 明 ,这 个 方程 等 价 于 (在 某 种 明确 的 意义 下 )2 个 纯 量 一 阶 常 微分 方程 


CQ ， 
i 一 人 ,2 一 0， li<p, 


其 中 心 是 4 的 特征 值 (按照 它们 的 重 数 重复 计算 ); (23) 当 S=0 时, 证 明 , 刚 
才 给 出 的 方程 Lh 0 的 所 有 人 解 都 具有 g(x) 的 形式 , 这 里 g 是 一 个 次 数 <p 
的 向 量 值 多 项 式 ， 明 确 地 描述 ,g 如 何 被 它 在 z=0 处 的 值 gC0) 所 确定 ， 
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和 用 上 上 出 的 讨论 , 确切 地 描述 在 一 般 情 形 中 ( 当 立 和 都 不 一 定 为 零 时 ) 
Lh 一 0 的 所 有 的 解 . 

4.11 令 24 表示 实 直线 上 这 样 的 广义 函数 的 空间 ,对 于 变 描 ( 用 i 表示 ) 
的 严格 负 值 ,这些 广义 函数 等 于 零 ， 证 明 ,任意 两 个 广义 函数 S, TE 2 的 郑 
积 总 是 有 意义 的 [可 以 用 公式 
(4.25) SxT, $) =,, Ts, pls+t))), PEOB!) 


定义 卷 积 SxT]， 证 明 ，214 是 一 个 县 有 单位 元 Dirac 测度 6 的 交换 卷 积 代 -. 


数 ， 


令 工 是 一 个 常 系数 的 % 阶 常 微分 算 子 (系数 不 全 为 零 )， 证 明 , 59 在 卷 


积 代数 9+ 中 有 一 逆 元 素 。 计算 这 个 道 元 素 .。 由 此 推导 ,方程 LU = 了 对 于 每 
个 hE 有 一 个 唯一 的 解 UE 织 ,并 用 万 表示 

4.12 令 卫 是 习题 4 中 所 述 的 算 子 ， 用 公式 
(4.26) | rn, var=| ~ (mu tvydz，m vECz(R1;C2) 
定义 工 的 转 置 算 子 工 . 给 出 工 的 表达 式 , 并 叙述 工 的 左 、 右 基本 解 与 也 的 
左 \ 右 基本 解 的 关系 . 


5. Cauchy-Riemann 算 子 的 基本 解 


考虑 (o, 人 平面 及? 中 的 方程 
(5 .1) 十 4 一 一 一 0. 


我 们 将 用 关于 杰 量 4 的 Fourier 支 换 把 它 变 为 一 个 党 微分 方程 . 

如 果 了 是 x,y 的 一 个 函数 , 令 

(5.2) Fle, D —Je fe, Way, 

.这 只 对 于 某 些 适当 的 上 有 意义 ， 这里， 我 们 将 用 广义 函数 意义 下 
的 Fourier 变换 , 即 , 作用 在 关于 y 为 绥 增 的 广义 函数 上 的 Fourier 
变换 ， 我 们 回忆 一 下 , 它们 就 是 这 样 的 广义 函数 , 它 等 于 的 连续 
盖 数 (关于 蕊 的 导数 的 有 限 和 ， 在 无 穷 远 处 它 的 增长 慢 于 某 个 罕 
yl*, 在 缓 增 广义 函数 空间 .7 ， 上, Fourier 变换 是 一 个 线性 间 构 ， 
它 的 逆 谈 换 拓 广 了 由 古典 Fourier 反 演 公式 所 定义 的 作用 在 函数 


下 


地 


~ 


- 
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上 的 变换 ， 在 我 们 这 里 考虑 的 这 种 类 型 的 函数 上 , 它 为 


69 fan. 


测 、 


注意 , (5.1 的 右 端 是 在 RB? 中 原点 处 的 Dirac 广义 函数 56(， 
y). 它 关于 yy 的 Fourier 变换 等 于 6(《2)1m) ,其 中 1(m) 表示 恒 等 
于 工 的 7 的 函数 ， 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 用 5 (z) 代替 G(z)I(7) . 


”如 果 对 (5.1) 的 两 端 施 行 Fourier 变换 , 就 得 到 


(6.4) 2 


这 是 一 个 导 . 忆 型 的 一 阶 币 分 方 程 我 们 知道 它 的 所 有 基本 解 一 一 
它们 由 (4.2) 给 出 ， 然 而 ， 在 这 里 常数 C 不 一 定 与 9 无关。 这 样 就 
得 到 . 

(5.5) 四 BHC) OD) 

这 里 , 产生 了 一 个 要 紧 的 问题 : 我 们 是 对 召 ， 而 不 是 对 它 关 于 9 的 
Fourier 变换 六 感 兴趣 . 因而 要 计算 五 的 Fourier 逆 变 换 . 但 是 这 
只 在 蕊 关于 了 是 组 增 的 时 候 才 是 可 能 的 . 对 于 2>0, 当 ? 人 > 十 co 


”时 e 不 是 缓 增 的 ; 对 于 w<0, 当 人 > 一 co 时 om 不 是 缓 增 的 ， 幸 
好 有 “常数 ”CCm) ,可 用 它 来 校正 五 (w)e” 的 增长 .做 法 如 下 : 选取 


了 
1 


一 工 ， 0 
69 om-{ oo vw on 
这 意味 着 | 
(6.7) B-| 万 (em 当 ?>0 时 ， 

H (vw)e”™, 当 ?7<0 时 ， 


”1 注意 ， 当 zx0 时 ， 访 是 7 的 一 个 在 无 穷 远 处 非常 快速 衰减 的 函 
”” 数 . 由 公式 (5.3) ,我 们 可 以 计算 它 的 Fourier 逆 变 换 ; 


(Qn) Bl, — HO)| odan-H(-o)| oor dn 
l z 

wy 

当 zz0 时 , 这 是 有 效 的 ， 但 是 我 们 注意 , 在 平面 中 函数 2 是 局 部 

可 积 的 (2=w+iy)， 事 实 上 ， 与 其 可 积 性 有 关 的 唯一 的 问题 是 在 

原点 的 邻 域 中 。 转换 到 极 坐标 r, 6, 我 们 必须 验证 (1/7)e” 关 于 


-一 


、 
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rdrdg 的 (局 部 ) 可 积 性 ; 而 这 是 显然 的 ， 再 者 ,2 在 无 穷 远 处 趋 于 
零 ， 因 而 , 它 确 实 是 一 个 缓 增 广义 函数 ， 它 关于 % 的 Fourier 变换 
等 于 (2c) 万， 我 们 已 经 得 到 了 结论 : 1/2z 是 (5.1) 的 一 个 解 ， 回 
忆 起 Cauchy-Riemann 算 子 是 

1/8 .0 

昌 - 有 1) 


我 们 就 可 以 叙述 


多 
定理 5.1 局 部 可 积 函 数 /rz 是 Cauohy-Riemann 管子 2/8z 的 


一 个 基本 解 . 
现在 就 很 容易 描述 2/2z 的 所 有 的 基本 解 了 . 事实 上 ， (ro 一 
在 及 ?\{0} 中 是 (z, 分 的 解析 函数 ; 因而 , 由 定理 3.1, 8/8z 是 解析 
次 椭圆 的 ， 因 此 ， 齐 次 0auchy-Riemann 方程 的 所 有 广义 函数 解 
”都 是 “古典 * 解 , 事实 上 是 0” 函数 , 因而 是 全 纯 函 数 . 这 样 ,我们 有 
推论 5.1 68/9z 的 每 个 基本 解 具有 形式 1/mz-+h， 其 中 是 一 个 
整 函数 . 
我 们 回忆 一 下 , 2(E 0) 的 一 个 整 函数 是 一 个 在 全 平面 中 为 全 
纯 的 函数 . | 
现在 来 推导 齐 次 的 和 非 齐 次 的 Cauchy 公式 ， 令 旧 是 0 的 一 


-4 


“Eb 


个 有 界 的 开 子 集 ， 假 设 8 的 边界 是 有 限 多 条 不 相交 的 Jordan 曲 


线 的 并 集 ; 所 谓 Jordan 曲线 , 就 是 自身 不 相交 的 、 闭 的 可 求 长 曲 = 
线 . 还 假设 , 局 部 地 , 2 位 于 其 边界 8 的 一 侧 : 68 的 每 个 点 有 一 


个 开 邻 域 可 ,使 得 U\89 由 两 个 开 的 连通 分 支 组 成 , 它们 中 只 有 一 
个 是 包含 在 8 中 的 。 这 就 排除 了 2 是 {8; |z| <1，Imz>>0} 和 人 
|z| <1, Tms<0} 这 样 两 个 半圆 组 的 并 集 的 可 能 性 然后 假设 在 也 
的 一 个 开 邻 域 中 

(5.8) 2 


这 里 ,，% 和 /都 定义 在 这 个 开 邻 域 中 , 并 且 , 不 妨 设 它们 都 是 一 次 
连续 可 微 的 (甚至 是 0” 的: 我 们 将 要 得 到 的 公式 显然 将 推广 到 较 
大 的 一 个 函数 类 ).。 令 YXY=yo( 2 表示 8 的 特征 函数 , 它 在 人 Q 中 
等 于 1, 在 其 它 各 处 等 于 零 . 由 Leibniz 公式 ， 从 (5.8) 我 们 推 得 


”5，Cauchy-Riemann 算 子 的 基本 解 as 


人 《5 .9) 《8/8z) (xou) = xof 十 xf(87[8z)7zoh+. 


既然 (5.9) 的 两 端 都 有 紧 支 集 , 我 们 就 可 以 写 


G10) goutof) + Eu(0/05) zo]* 


我 们 来 计算 (6/63) xo， 我 们 知道 , 它 在 2 中 和 在 外 等 于 零 , 因 
而 它 是 一 个 支 集 在 边界 38 中 的 广义 函数 ， 由 于 一 个 显然 的 理由 ， 
它 是 “均匀 分 布 * 的 ; 这 就 是 说 , 给 定 22 的 任何 两 点 , 它 在 第 一 个 点 
(在 22 中 ) 的 一 邻 域 中 的 性 状 必定 与 它 在 第 二 个 点 的 一 个 相似 邻 


. 域 中 的 性 状 是 一 样 的 ， 然 而 ， 这 并 没有 告诉 我 们 它 是 什么 .在 基 


种 显然 的 意义 下 ，xo 是 一 个 连续 依赖 于 集合 8 的 测度 , 而 当 3/8z 
作用 在 广义 函数 上 时 ， 它 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 因 而 可 以 用 这 样 
的 开 集 来 逼近 @, 它们 是 有 限 多 个 两 两 不 相交 的 简单 的 开 集 ( 例 如 
三 角形 或 圆 盘 ) 的 并 集 ， 因 为 xo 是 2 的 一 个 可 加 泛 函 ， 因 此 只 需 
在 2 是 一 圆 盘 时 证 明 我 们 的 公式 就 可 以 了 ， 不妨 把 圆 盘 的 中 心 取 
为 原点 ， 这 时 , 69 的 方程 就 是 了 = 五, 吾 是 一 个 大 于 零 的 常数 ， 对 


”于 任何 gE Ce (0 利用 2/8z 在 极 坐标 中 的 表达 式 , 我 们 有 


(8/82) #0, $=— ~ x9, (0/02) 8 
= fe (pt Er)raret. 
我 们 能 够 计算 得 [ 令 (7, 9) =$(7 co0s0, 7 sin 0)] 
| » prdr = $CR, WR- | 5 0 Oar, 


) giegod0 = — i Br, 9) erag, 


因而 ， 《C8/95)xo, 和 一 一 豆 Bj。o"B(R, 0)q0， 
它 可 以 改写 为 下 述 形式 


(6.11) . C (80/93) 7x0, 路 > = 一 池 - 中 pv, Yd. 


对 于 在 开始 时 我 们 所 考虑 的 那 种 类 型 的 BR? 的 任意 开 子 集 Q: 98 
是 有 限 多 条 不 相交 的 Jordan 曲线 的 并 集 ,以 及 ,局 痢 地 ,Q 位 于 2 


1) 译 者 注 ， 这 里 , 0 是 互 的 一 个 邻 域 , 原文 误 为 &%EC3 (8)， - 
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的 一 便 ， 公 式 (5.11) 显然 有 意义 ， 但 是 我 们 必须 确切 地 叙述 记号 ， 


中 表示 什么 , 它 不 会 意味 着 反 时 针 方向 , 这 从 8 一 fzE CI< 中 一 


2} 这 一 例子 不 难看 出 。 由 于 我 们 的 假设 ，2 的 边界 总 是 一 条 光滑 
曲线 ， 因 此 我 们 可 以 考察 它 的 内 法 线 尽 ， 它 的 单位 向 量 z 正 交 于 
02 的 切线 了 荆 ， 并 指向 8 的 内 部 .此 时 ，699 的 定向 是 这 样 的 ， 角 
(Tz, 5) 是 十 zw/2 (而 不 是 一 xw/2; 7 是 在 我 们 考虑 vv 的 那个 点 处 , 有 
向 曲线 69 的 单位 切 向 量 )， 对 于 非 光滑 的 ( 即 , 非 0” 的 ) 边界 , 我 


们 就 关于 其 光滑 逼近 取 极 限 。 粗 略 地 说 ， 表示 着 当 我 们 从 加 


的 内 部 看 的 时 候 ,89 的 定向 是 反 时 针 前 . 
把 (6.11) 代 入 (5.10) 就 产生 非 齐 次 Cauchy 公式 


(5.12) wz, 9) -二 人 Fe o) 
] 


一 本 了 中， ww’, Y) ey (%, Y) EQ. 
通过 有 次 序 地 利用 两 个 复 变 量 z, 2 可 以 用 一 种 比较 “对 称 的 ” 方 
式 来 写 出 (5.12). 如 果 把 函数 &w, 9) 在 平面 的 一 个 (可 测 的 ) 子 
集 上 的 积分 解释 为 二 次 形式 (two-form) h(z, adz 人 dy 的 积分 ， 
并 把 242， 切 关于 dw 十 sdy 在 一 曲线 上 的 积分 解释 为 一 次 形式 
h(w, y)dz 在 同一 条 曲线 上 的 积分 , 同时 注意 到 

az 入 dz 一 一 24dz 和 人 cy， 
那么 我 们 就 看 到 ， 《5 . 0 


,de Ada 
(512) ww 人力 ~ ent ye 


25r4 


4 和 vc 的 - 玫 。9 有 )， 


一 2 
yw 在 中 /= 0 时 , (5.8) 蕴涵 着 入 是 9 中 的 一 个 全 纯 函 数 ; 此 时 ， 
用 2%) 表 示 它 。 在 这 情形 中 , 公式 (5.12') [或 (56.12)] 简 化 为 标准 
的 Cavchy 公式 : 

到 -xzE2. 


(5.13) (2) -3 $b, wl) 二 
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注 5.1 可 以 把 公式 (5.10) 看 作为 非 齐 次 Cauchy 公式 
“ [5.12) 或 (5.12')] 对 于 任意 的 有 界 开 集 2 (不 附加 下 述 条 件 ， 边 
家 年 有限 多 条 个 相交 的 Jordan 曲线 的 并 集 ) 的 推广 . 


习 题 
5.1 通过 直接 计算 , 证 明 对 于 任何 pEC2z(R2)， 有 
pg(0) = -三 | CC drdy 
全 


Og 2 十 0” 
[提示 : 转换 到 极 坐 标 . ] 
5.2 假设 f(x，y)E0~(R?) 当 |z|>1 时 等 于 零 , 关 于 y 是 周期 的 ， 周 

期 为 2mw9， 利 用 了 关于 yy 的 Fourier 展开 式 , 证 久 Cauchy-Riemann 方程 
(5.14) 二 作 = 在 了 及? 中 
有 一 个 解 ,关于 y 它 是 周期 的 (周期 为 2x)， 还 证 明 ， 存 在 R? 中 的 一 个 广义 
函数 五 (z, y), 关于 y 它 是 丙 期 的 , 使 得 下 述 表达 式 是 (5.14) 的 一 个 解 : 
(5.45) uw, 的 =| Base 一 zs 一 and 

5.3 令 Dr 表示 平面 中 的 图 盘 jz| <r(r>0), 令 工 是 一 条 通过 原点 的 
直线 , /是 闭 包 五 中 的 一 个 ( 复 值 ) 连 续 函 数 , 在 Din 工 在 必 的 余 集中 它 是 
全 纯 的 ,9(t) 是 单个 实 变量 的 函数 ; 当 i>0 和 t<0 时 它 是 光滑 的 ,在 t=0 处 
它 有 一 个 有 限 的 跳跃 .利用 关于 g(t) 的 广义 函数 导数 的 公式 , 证 明 f 在 整个 
_D, 中 是 全 纯 的 . 

”5.4 令 刀 如 习题 5.3 中 所 述 ,利用 那里 所 作 的 论断 来 证 明 Sehwarz 反 
射 原理 , 即 , 如 果 有 是 D: 一 {z==z 十 多 ED,;y 之 0} 中 的 任何 连续 函数 , 当 y> 
0 时 它 是 全 纯 的 , 当 y=0 时 它 是 实 的 , 那么 , 它 对 于 整个 D+ 有 一 个 唯一 的 全 
纯 延 拓 . | 

5.5 令 j 是 平面 BR? 中 的 一 个 具有 紧 支 集 的 广义 函数 ,4 是 BR? 中 任 一 
广义 函数 , 它 满足 

Ou 


(5.16) 太一 在 如 由， 


证 明 , 如 果 刀 是 @ 中 的 任 一 整 函数 , 7 是 任 一 简单 的 可 求 长 闭 曲 线 , 它 把 只 的 
支 集 包 含 在 它 的 内 部 ;那么 
(5.17) $ us)he) ds=2 V1 (pn, hy. 
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5.6 邻 广 …, 是 % 个 属于 C2(BR”") 的 函数 ,并 假设 2>1, 假设 下 述 
相 容 性 条 件 [ 参 阅 (1.16)] 被 满足 . 
(5.18) ,jk 


利用 1/re: 是 3/331 的 基本 解 这 一 事实 ,证 明 , 存在 Rx* 中 的 一 个 O= 函数 纪 
它 在 整个 Re" 中 满足 ( 超 定 的 ) 方 程 组 


Ga 吕 


并 且 , 它 有 紧 支 集 . [提示 ; 在 关于 zi 的 非 齐 次 Cauehy 公式 中 取 |#2| 十 … 填 
js 一 十 ce] 

5.7 令 尽 是 BR2n" 的 一 个 紧 子 集 , 它 的 余 集 是 连通 的 (>1)， 并 令 h 在 
C"\ 玉 中 是 2 一 (81,，…s 2w) 的 一 个 全 纯 销 数 [这 意味 着 妨 是 ( 璧 如 说 )C7 的 , 并 
在 GAN\E 中 满足 Cauchy-Riemann 方程 组 (86/02) 二 0, j= 二 4 ，…, ?0], 从 习题 
5.6 中 的 结果 推导 , 存在 0” 中 的 一 个 整 函数 及 它 在 OAK 中 等 于 九 [提示 ; 
利用 一 个 在 下 的 一 邻 域 中 等 于 工 的 截断 函数 gE CCR2”)， 并 解 (5.19)， 其 
中 户 = (86/32)){(1 一 9)h}, j 一 1，…, n，] 证 明 , 当 %=1 时 , 同样 的 结果 不 成 
立 . 《上 述 在 维 数 %>1 时 的 延 拓 结论 是 Hartogs 的 一 个 经 典 定理 .) 

5.8 令 只 是 了 ?的 一 个 任意 开 子 集 . 如 通常 一 样 , 令 C"(Q) 表 示 只 中 的 
复 C” 函数 的 空间 ， 赋 予 函数 集合 及 其 各 个 导数 在 8 的 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 
的 拓扑 了 令 2 表示 CC9) 上 的 一 个 拓扑 ， 在 其 中 ， 函 数 集合 的 收敛 意味 
着 只 是 函数 集合 在 9 的 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 , 以 及 它们 的 第 一 个 ?导数 在 自 


然 拓 扑 的 意义 下 的 收敛 , 利用 非 齐 次 Cauchy 公式 (5.12), 证明 拓扑 元 和 


7 是 一 样 的 . : 
5.9 证 明 , 存在 C\{0} 中 的 函数 它 是 实 解析 的 , 但 不 是 复 解析 的 ( 即 
不 是 全 纯 的 ), 使 得 Sy i 
(8.20) By 在 CN\{0} 中 ， 
令 fCa) 是 CN{0} 中 的 一 个 全 纯 函 数 ， 利 用 了 (8) 的 Laurent 展开 式 , 证 明 方 
程 . s . | 
(5.21) 人 =f 在 C{0} 中 
总 是 有 解 的 , 并 证 明 , 它 的 所 有 的 (广义 函数 ) 解 在 C\{0} 中 都 是 实 解析 的 . 
5.10 令 Plz) 是 单个 变量 的 多 项 式 , 具有 复 系 数 ， 描 述 偏 微分 方程 
(5.22) P( < j=0 


Og 


在 BR 中 的 所 有 的 解 ,并 构 作 PLO/35) 的 一 个 革 本 解 
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6. 热 导 方程 和 Nchroqnger 方程 的 基本 解 
回 到 $1 中 的 基本 例子 , 我 们 看 到 , 热 导 方程 和 Schr5dinger 方 
程 关于 时 间 变 量 1 都 是 一 阶 的 ， 根 据 公式 : 
(6 .1) u (E ,级 =| -mu (w tdz 
(其 中 心 ,二 v1 十 … 十 876n) ,关于 空间 变量 > 施行 Hourier 变换 
是 自然 的 ， 另 一 方面 , 波动 方程 关于 所 有 变量 都 是 二 阶 的 , 这 个 性 
质 对 Laplace 方程 也 成 立 ， 因 而 ， 它 们 的 处 理 是 比较 困难 的 .为 


热 导 方程 和 Sehréidinger 方程 构造 基本 解 , 与 为 Qauchy-Riemann 
方程 构造 基本 解 ( 参 看 第 30, 31 和 32 页 ) 是 类 似 的 . 


6.1 热 导 方程 
我 们 必须 找 方程 
(6 .2) 4B- 在 了 fa 中- 
的 解 ， 如 上 面 所 说 , 关于 2z 施行 Fourier 变换 ; 这 样 , (6.2) 变 为 
(6.3) |] 育 =8G)， 


(6.3) 的 一 个 值得 注意 的 基本 解 由 
EE, t) = Hexp(—tlél’) 


“给 出 ， 显 然 , 它 关于 二 是 缓 增 的 , 事实 上 , 如 果 t 关 0, 它 在 Rs 中 的 


无 穷 远 处 是 速 降 的 ， 根 据 公式 
(6.4 ulw, D = me 人 DE, 


我 们 可 以 对 它 施行 Fourier 逆 变 换 ， 假设 1>0， 并 取 《&, = 
(EE, t) =exp( 一 t|€|”). 我 们 得 到 : 


ulw, DE, = CT) "| explike, 全- 级 门槛 
， B,, 
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— 向 (Qa) 中 exp| —t(&, 一 2 ) | “ag, je 人 =- | ). 
令 z 是 复 平面 C: 中 的 复 变量 , 并 考虑 积分 。“ 
I=)| exp(—t)d, 


其 中 外 是 任 一 水 平 直 线 Imz= 常 数 =c， 我 们 断言 与 c 无 关 . 为 
了 看 到 这 点 , 只 和 需 应 用 Qauchy 积分 定理 ， 同 时 把 积分 马道 取 成 图 
6.1 所 示 的 矩形 边界 . 当 R> 十 co 时 , Rez= 土 有 上 两 条 垂直 线段 “ 
对 于 exp( 一 tz?) 的 这 个 围 道 积分 的 贡献 很 快 地 趋 于 零 . 因此 ， 在 
极限 情形 ， 在 方向 如 图 6.1 所 示 的 两 条 水 平 直线 上 的 积分 的 和 等 
于 零 . 这 就 证 明了 


图 6.1 


T-| expft 一 上 (Re2) 3 d (Re2) -VE 
这 样 , 最 后 就 得 到 
E(w, 1) = (2Vnt) "exp (一 )， 
因而 ,对 于 10, 玫 (é&, 引 ' 的 Fourier 逆 变 换 ( 关 于 二 的 ) 由 


(6.5) E(w, ) — (2VaD "H(toxp (~ | | 上 


Dm 


给 出 ， 如 果 我 们 用 正确 的 方法 看 问题 ， 我 们 容易 外 到 .对 于 所 有 的 
t, 加 (w, 引 都 是 六 (6, 引 的 Fourier 道 变换 事实 上 , 郁 (€, 引 是 
EE Bs 的 一 个 组 增 广义 函数 , 实际 上 是 一 有 界 函 数 , 取 值 于 # 的 有 
界 可 测 函 数 空 间 中 [这 些 函 数 形成 一 个 Banac 空间 Z” (及 力 ] . 因 
此 , 它 有 Fourier 逆 变 换 , 即 为 (6.5)， 在 由 (6.5) 给 出 的 及 上 ,加 
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上 一 个 齐 次 热 导 方程 的 解 ， 就 得 到 热 导 方程 的 所 有 基本 解 . 我 们 
来 指出 (6.5) 中 的 基本 解 五 的 两 个 重要 的 性 质 ， 

(一 蕊 在 空 zs 间 旋 转 下 是 不 变 的 ， 即 , 就 空间 变量 而 言 , 它 
只 依赖 于 平方 范 数 |%|”; 

(2) 在 原点 的 余 集 BR"\{0} 中 ， 百 (ww 有 是 (2 必 的 一 个 C” 
函数 .为 了 看 到 这 一 点 ， 只 需 在 点 2 一 xco, t= 0 的 邻 域 中 进行 推理 
即 可 .我 们 必须 证 明 , 当 #>0 趋 于 零 时 ， 


t-rexp (— [z 2 
和 


的 所 有 偏 导数 趋 于 零 ， 这 是 不 困难 的 。 注意 ， 在 半空 间 >0 中 


召 (z, 位 无 处 为 零 ， 而 在 半空 间 t<0 中 召 lw, 力 处 处 为 零 。 因 此 ， 
轧 不 会 是 及 "+1\ {0} 中 的 解析 函数 (虽然 它 在 坊 0 这 一 区 域 中 是 
一 解析 函数 ), 所 以 , 正如 已 经 指出 的 ， 热 导 算 子 是 次 船 加 的 ， 但 不 


”是 解析 次 椭圆 的 (定义 2.1 和 3.). 


6.2 Schrodinger 方程 


在 现 部 在 的 情形 我 们 来 写 出 与 (6.2) 及 (6. 引 类 似 的 方程 


(6.6) 二 人 4- 8 在 了 Re 中 ， 
(6.7) 1 2 lelB 8. 
取 EFE=iH(oxp(—it|él|’), 


“我 们 立刻 得 到 了 (6.7) 的 一 个 解 ， 这 里 ， 仍 可 以 把 食 看 作 一 个 取 


值 于 空间 Ze (RH 中 的 .EE RB 的 一 个 缓 增 广义 函数 ， 或 一 个 有 界 

函数 .我 们 必须 计算 它 关 于 6 的 Fourier 道 变 换 ， 注意 当 e>>0 趋 

于 零 时 ， : 
B=iH(t)exp(— (et |el?) 

在 广义 函数 的 意义 下 收敛 于 让 因此， 忘 的 Fourier 道 变换 收敛 

于 访 的 Fourier 道 变换 .适用 于 由 (6.4) 给 出 的 函数 %(z, 候 的 同 

样 推理 指出 ， 
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vv, D = (2m) "| explike, 6 — (et |El DE 


(6 .8) 作 下， exp(— (8 十 二 和) tlashoxp( -TD). 


在 此 我 们 注意 , 当 1>0 和 s>0(8 之 0) 时 , 函数 (6.8) 有 极限 , 它 的 
极限 是 
f HF -a _ [全 
(6 .9) Gm "Oexp( 一) 
其 中 OC 壬 于 Vresnel 积分 
T=| oxp(—i CA 


的 么 次 医 ， 我们 有 
J=Jo iT， Jo= 人 ems Wed 太一 [sin Nd. 
有 各 种 计算 Jo, vi 的 方法 (关于 参数 的 微 商 ， 用 残 数 方 治 的 积分 ， 
等 等 ); 可 以 得 到 一 
Jo=J1— MA/3. 
因为 (1 一 外 /V2 =exp( 一 iw/ 少 ,我们 就 看 到 (6.9) 等 于 


yn/9 7 EE (= 2) 
(4 at) exp( 27 2 )exp a ); 


因而 ， 
(6.10) z=H() oxp | —i(n— 2) 于 | (4ort) "soxp(— -2 ). z 


4it 

有 关 广 义 函数 如 的 一 些 注 记 如 下 ， 

(1) 召 关 于 空间 变量 是 旋转 不 变 的 ; 
(2) 当 #z#0 时 , 百 是 一 个 O” 函数 ,还 是 一 个 解析 函数 ， 在 点 
”zw 一 x0, 1 一 0 的 任 一 邻 域 中 , 它 不 是 一 个 C” 函数 ， 事 实 上 , 在 这 样 
一 个 邻 域 中 它 其 至 不 是 一 个 可 积 函 数 ， 除非 n=l， 例如, 当 n=2 
时 , 召 是 一 个 形 如 

Pf HE 1 
的 二 的 拟 函 数 (pseudofumetion)， 当即 增加 时 ， 用 在 超 平面 1 一 0 
上 的 奇异 性 质 更 坏 ， 总 之 , Sehridinger 算 子 不 是 次 椭圆 的 ， 


7 小 动 广 午 的 基本 全 1 
习 题 


6.1 假设 2=3. 直 接 证 明 由 (0.5) 给 出 的 五 是 热 导 算 子 的 一 个 基本 解 ， 
即 证 明 : 给 定 任 一 试验 函数 ECe(R )， 有 


一 一 | E(x, tt) (SP -- ) ou 
?0)——| El (Se 一 4 )avdt. 


[提示 : 在 空间 变量 x 的 平面 中 利用 极 坐 标 7, 0.] 

6.2 用 公式 (6.10) 代 蔡 公 式 (6.5), 用 Schr6dinger 算 子 代替 热 导 算 子 ; 
问题 如 习题 6.1 中 所 述 ，。 

6.3 令 互 是 由 (6.5) 定 义 的 广义 函数 .证明 它 是 一 个 局 部 可 积 函 数 ， 实 
际 上 , 证 明 它 在 带 形 域 

: {x, DER", rER", 0<t<t} (人 < 十 oo) 


”中 的 积分 是 有 界 的 ， 


6.4 邻 五 由 046.5) 给 出 . 对 于 t 0， 我 们 把 豆 看 作 空 间 变 量 的 广义 函 


数 , 它 依赖 于 参数 证 明 , 当 (> 十 0 时 ， 妃 (ec, 人 >6(z) CDirae 广义 函数 ). 


6.5 今 召 由 (6.5) 给 出 . 假设 2 关 8， 计算 
Fr)=|, BE, tjat, 


并 用 习题 6.4 中 的 结果 ,证 明 
(6.11) 一 45 一 6 《在 Rr 中 ). 
6.6 ”证明 ,由 (6.5) 给 出 的 热 导 方程 的 基本 解 且 属于 G2o(Rr+1\ 和 0})( 定 义 
3.3, 习题 3.4), 并 推导 , 对 于 热 导 方程 的 任意 的 基本 解 ,同样 的 事实 也 成 立 ， 
6.7 令 T"* 表示 % 维 环 面 ,9= (91, …, 9,) 表 示 T* 中 的 变量 (每 个 外 是 
一 个 角度 , 从 0 变动 到 2m)， 对 于 “局 期 的 热 导 方 程 ” / 


“(06.12)- dot | 在 BR x" 中 ; 4 = 六 ) |， 


构 作 由 (6.5) 给 出 的 基本 解 五 (zz， 力 的 类 似 物 BC(0， 让 ， 写 出 BC9， 门 的 
Fourier 级 数 展开 式 . 
当 t 也 被 解释 为 一 角度 ， 并 在 一 千 环 上 变动 时 ， 将 是 什么 情形 ? 


7， 波动 方程 的 基本 解 
在 波动 方程 
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.DD) SE A] z 
中 ,明显 地 + 提示 我 们 怎样 选取 时 间 变 量 . 在 Laplace 方 程 的 情形 
中 (参阅 $ 9) 不 是 这 样 的 . 如 在 研究 热 导 方程 和 Sehrodingor 方程 
的 时 候 一 样 -用 色 表 示 空 间 变 量 的 数目 : z= (w*，….， DY) 现在 来 
构造 (7 .1) 的 值得 注意 的 基本 解 。%==1 的 情形 是 完全 初等 的 ， 我 
们 就 从 这 里 开始 . 


单个 空间 变量 的 情形 


用 4% 表示 空间 变量 .我 们 要 解 方 程 


(7.2) 9- S380). 


作 如 下 的 变量 变换 

(7.8) 8=t—¢%, Y=t+% 

是 方便 的 . : 

z 我 们 将 要 看 到 , 可 以 找到 (7.2) 的 一 个 解 恕 , 它 是 局 部 可 积 函 
数 , 仍 用 召 (#, w) 表示 . 令 p 是 OF?(B?) 的 任 一 元 素 , 并 令 p(t, 2) 

[相应 地 ,ws 9)] 是 它 在 tw (相应 地 , s, Y) 坐标 中 的 表达 式 . 自 

然 ,我们 有 


94 (8, Y) 一 p(sY, -和 一) 


此 外 ， 一 
4 DD-() o( 访 ) 中 j( 入 :) 
为 一 方面 ， : 
《2B, 0 一 | 人 [20 人 (20 
-jr 


i 可 以 相差 一 个 Liorentz 变换 . 
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这 样 , 函数。 万 (s, WD) = BY 25) 


就 在 s, y 坐标 中 定义 了 广义 函数 B， 取 p= { .6/81)? 一 (9/02)?}y 
(在 纪 “ 坐标 中 )， 根据 (7.2) ,我 们 必须 有 : : 


(0, 0) =¢B, p> =|| Br Gs, 9) Cas— ye) C8, WD dsdy 


. -让 | Br Gs, Wiss, Y) dsdy. 
因而 必须 找 一 局 部 可 积 函数 如 ， 它 是 


(7.4) 4 G0y ?2 
的 解 , 并 且 , 当 这 样 的 ?被 找到 以 后 , 令 
《7.5) Bl(t, z) =2E" (t—%, t+%). 


我 们 立刻 就 找到 (7.4) 的 许多 解 , 它们 是 


(7.6) Bi =F H() HY), B=- 了 HH(- ), 


B=—3H(-S)HY), B= H(-s)H(- 
的 适当 的 线性 组 合 . 由 于 (人 .5), (7.6) 中 的 第 一 个 函数 导致 也 ?中 
波动 算 子 的 一 个 基本 解 五， 它 在 i, 2 坐标 中 由 局 部 可 积 函 数 
(7.7) Bilt, o) -HT HG-ODHGTD 
所 定义 .注意 ，- 4 
Bilt, o) -HOH -0). 


“ 万, 的 支 集 为 下 述 扇形 ( 称 为 平面 中 的 前 向 光 锋 ): 


《7 .8) tw 这 0, 一 2 之 0, 
并 且 , 在 集合 (7.8) 的 内 部 , 函数 色 (t, 是 常数 (等 于 于)， 因 而 ， 
它 的 奇异 支 集 (singular support, 即 所 有 具 下 述 性 质 的 闭 集 的 最 


”小 者 ; 在 此 闭 集 之 外 , 它 是 一 个 0” 函数 ) 恰好 等 于 集合 (7.8) 的 边 


界 , 即 , 等 于 两 条 射线 
(7 .9) z+t=0, t=>0; t,t t>0 
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的 并 集 . 我 们 最 后 将 证 明 ， 妈 是 流动 方 各 的 具有 文集 在 (7.) 中 
的 唯一 的 基本 解 . 

类 似 前 考虑 也 适用 于 而 ,Bf, 4 各 自 的 变换 如， 加 ,可 此 
时 , 必须 用 不 同 的 扇形 来 代替 肩 形 ( .8)， 例 如 ,对 于 媚 ，(7.8) 关 
于 原点 的 对 称 像 : 
(7 .10) w+i<0, t—w<0 

起 着 (7.8) 的 作用 . ” 
在 空 ; 疗 变 量 数 目的 情形 , 也 有 着 闫 似 的 现象 ， 但 与 a1 
的 情形 有 着 重要 的 差别 ， 


一 般 情 天 
关于 空 s 间 变量 z 施行 Fourier 变换 之 后 ， 我 们 要 解 的 方程 就 
(7 .11) Ge 8 |elsF80), 


利用 公式 (4.24), 容易 得 到 (7.11) 的 具有 支 集 在 半 直 线 i 汪 0 中 的 
解 ， 事 实 上 , 在 这 里 我 们 不 难 发 现 口 是 什么 ， 


UG, © -i 


El 
因而 ， / 
(7 .12) BF. =H SY. 
类 似 地 , (7 .1) 的 具有 支 集 在 半 直 线 1<0 中 的 解 为 
(7 .18). B= HCD. 
取 形 为 z | : 
(7 .14) a(t) B+BOF , atpB=1 


的 表达 式 , 就 得 到 (7. 人 这 里 ,a, B86( 辟 如 说 ) 是 EE BB 的 
有 办 可 测 函 数 , 或 者 , 是 RB, 中 的 绥 增 广义 函数 .应 该 注意 的 第 一 
个 汝 实 丰 ,此 时 , 所 有 的 广义 函数 (7 .14) 关 于 € 都 是 绥 增 的 , 它们 
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关于 的 Fourier 逆 变 换 是 波动 方程 的 基本 解 ， 此后， 我 们 将 只 
研究 玉 ; (, 和 以 及 它 关 于 的 Fourier 道 变换 轨 ,(t, 2). 
令 p=g(w) 表示 及" 中 一 个 任意 的 试验 函数 .我 们 注意 ， 
已 人 旨 是 二 的 函数 ， 取 值 于 二 的 有 界 可 测 函 数 空间 中 .由 缓 增 
广义 函数 的 Fourier 变换 的 定义 , 我 们 有 
CB lt, 2), 9(2)> = Bilt, 2), (FF gp) > 
-FB,(t, €), (F199) (€))», 
其 中 ， 前 两 个 括 导 是 的 广义 表 数 汝 ;的 试验 函数 之 问 的 对 个 性 
括号 ， 而 第 三 个 括号 是 用 于 变量 的. 我 们 已 用 多 和 .+ 分 别 
表示 Fourier 变换 和 它 的 道 变换 ， 第 一 个 变换 把 上 的 广义 函数 变 
为 vz 的 广义 函数 , 多 培 把 z 的 广义 函数 变 为 二 的 广义 函数 .总 之 ， 
利用 公式 (6.4) ,我 们 有 


《有 ©), po [Bs lt, €) (Fg) (EE 


| = Qn) "BC, {ferpo de Vt. 
我 们 不 能 交换 其 中 的 积分 次 序 , 也 不 能 写 一 
(7 .15) Blt, 2) = (2m) ™" jer" BC, Od 
因为 分 关于 不 是 可 积 的 (因而 ， 我 们 不 能 应 用 Fubini 定理 ) . 
但 是 可 以 引进 一 个 收敛 因子 exp( 一 sj&|)， 并 把 (7.15) 的 含义 解 
释 为 ， 
7 (10) Blt, ©) = (2m)™" lim [oxp(ika, > eléD) B,C, €)dé. 
.我 们 可 以 把 (7.15) 收 写 为 下 述 形 式 ， 
EEG, v)= H(t) HYG, w), 
其 中 ， | 


TU) WG, 8) (2r)™ pi dz 


一 (2 ) -exp 人 (&, 包 十 一 一 识 t )) 


a 
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这 里 ， 积 分 应 按 具 有 一 个 隐 含 的 收敛 因子 的 (7 .15) 中 积分 的 相同 
意义 来 理解 .在 波动 方程 的 0auchy 问题 的 理论 中 , 广义 函数 终 尼 
2) 将 起 春 重 要 的 作用 . 

对 于 鼠 : 亿 切取 关于 变量 2 的 Fourier 变换 有 一 个 最 大 的 缺 
陷 : 它 破坏 了 Lorentz 不 变性 , 而 这 不 变性 是 波动 方程 的 最 重要 的 
特性 之 一 。 为 了 挽回 这 个 不 变性 , 我 们 还 必须 关于 二 施行 了 ourier 


变换 。 自然 ， 吾 : (t, 2) 关于 (wv) 的 Fourier 变换 等 于 ili, 6 后 


关于 二 的 Fourier 变换 五 (7, )， 
Br © = om a 

这 是 一 个 发 散 积 分 ， 我 们 必须 引进 一 个 收敛 因子 
外 全 -ea 人 | 


妃 末 
合 
在 极限 符号 后 面 的 积分 等 于 


1 fr 
pr {exp[—it(r—is—|é|)]—exp[—it(r—ist+ |él)]}at 0 


1 ， 1 ; 一 | 
= -Ber {lr ie— 1£|) 1 一 (sist+|é¢|) 分 


-一 (G- 记 ?一 1 交工 
这 样 , 我 们 归于 的 Fourier 变换 由 下 式 给 出 ; 
_1 

.18 2 _lim 于 
(7 .18) BD(r, 6) ~ im ts Es 

令 ovL,w) 是 BB" 中 的 一 个 任意 的 试验 函数 ,并 令 (1, ww) = 
p(—t, —%). 由 组 出 广义 函数 的 Fourier 变换 的 定义 , 我 们 有 
(7 .19) 《有 PD = — (2) "+ lim n | es Ss. 
我 们 先 来 考察 一 下 (7 .19) 的 右 端 关于 的 那个 积分 ， 我 们 注意 ， 
把 TY 看 作 复 变量 时 , 对 于 Jmr<s, 被 积 函 数 是 73 的 全 纯 函 数 .在 
每 条 水 平 直 线 Imr= 常 数 <s 上 , 当 |Rezr|-! 趋 于 零 时 , 被 积 函 数 
的 衰减 快 于 |Rez| 习 的 任何 乔 ， 因 而 , 象 我 们 在 $6.1 中 已 经 做 
过 的 那样 , 可 以 应 用 Cauchy 积分 定理 .这样 ， 所 考虑 的 那个 积分 
等 于 


7.， 波动 方程 的 基本 解 | 47 
BT—ia, EV dT 
C7.20) ia) el 
其 中 心 是 任 一 大 于 零 的 数 .但 是 , 当 s>0 趋 于 零 时 , 在 积分 (7.20) 
中 我 们 可 以 放心 地 取 极限 ， 因 而 得 到 


7.21) 《万 ， 办 = 一 om- Pt, 6) drdé. 


(rz 一 za)2 一 | | 

(7 .21) 右 端 的 积分 可 以 看 作 C0"= BR” 的 一 个 % 维 实 子 流 形 上 
的 积分 . 但 是 要 注意 , 我 们 仅 在 7 方向 上 进入 到 非 实 的 空间 中 ; 这 
仍然 给 予 时 间 变 量 t 一 个 特殊 的 地 位 , 正如 我 们 已 经 选择 的 那样: 
这 不 是 Lorentz 不 变 的 .为 了 重新 确定 这 个 不 变性 ， 我 们 来 对 关 
于 变量 6&1,，…, 6 的 积分 力道 (每 次 都 应 用 Oauohy 积分 定理 ) 进 “ 
行 变 形 。 | z 

”我 们 先 考 虚 积 分 
te DB(T—ia, E) de 
(7 .22) | a. 
如 果 被 积 函 数 的 分 母 在 一 带 形 域 一 六 一 c 和 Im 天 十 ce>>0， 六 是 
实 的 ) 中 不 为 零 ， 我们 就 可 以 把 积分 移 到 水 平 线 从 1€ 0 人 一生 一 
ibi, 61.E BR'} 上 . 我 们 有 
(Tt—ia)?— (t+in)2— |€’|? 
=7— |€|?—a + -2i(ar+mé). 

这 里 ， 我 们 用 了 记号 如 = (ea …， 6) ， 如 果 要 刚才 给 出 的 这 个 量 
等 于 零 , 就 应 有 : 
| T—|é)l = ,ar+mé= 
换 句 话说 , 向 量 (r, 和 (a, m1, 0,…， 放流 是 让 六 的 ,同时 它 
们 位 于 Lorentz 二 次 型 的 同一 个 等 值 面 上 、 如 果 要 求 2? 一 ”>0， 
那么 这 是 不 可 能 的 ， 在 前 向 光 锥 内 部 ， 不 存在 两 个 相互 正 交 的 向 
量 . 再 者 , 如 果 我 们 要 求 ，- 


ee 


他 2 89>0, 
则 对 于 对 某 个 (依赖 于 “的 ) c0 使 一 bi 一 ec<mm<c 成 立 的 所 有 


m, 我 们 还 将 及 一 信 >0， 这 样 就 推 得 , 积分 (7 .22) 等 于 
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| PT— ia, < < ) des 

0 To) 61) |e lI 

其 次 , 利用 完全 一 样 的 推理 , 把 关于 fo,…, 所 的 积分 围 道 依次 变 
到 复 平面 中 ， 把 这 些 围 道 移 到 水 平 直线 

{OE 0O5 0 一 名 一 弛 全 ER， 5b; 是 实 的 ， 2<j<n 
上 ， 当 8= (2 …, bn) 满足 条 件 吗 一 [0 时, 通过 Uauchy 积 
分 定理 , 我 们 能 够 做 到 这 一 点 ， 因 为 在 这 个 情形 中 , 不 存在 实 的 % 
维 向 量 m, 使 得 z 

—b;—c<n<o, 了 一 二 n， 对 某 个 e>0 


及 及 本 -1 一 on <(z, 白人 办?=-0， 最 后 ,就 证 明了 


命题 ?9.1 令 (coER 满足 | < ac>0.、 那么 ,给 定 任 一 
0E OCR) 我们 有 
BT—ia, CE 一 20) 


(7 .23) < 五， $= ~— (27) = (Tt ia) (E 一 动 7 dvdét. 


这 里 , 我 们 已 经 用 了 下 述 记号 : 如 果 = (6&1, …'，, bm 是 一 个 复 一 


的 % 维 向 量 , 则 
(= D+ 
我 们 将 从 命题 7.1 推导 ， 在 Lorentz 群 的 一 个 值得 注意 的 子 
群 下 召 ; 是 不 变 的 .但 是 必须 首先 说 明 ， 所 谓 一 个 广义 函数 在 
”Euolid 空间 的 某 个 线性 变换 下 是 不 变 的 ， 这 句 话 意味 着 什么 ， 令 
Euclid 空间 是 R*, y 是 其 中 的 变量 . 如 果 所 研究 的 广义 函数 v 是 


一 函数 ( 仍 用 汉 表 示 ), 并 且 如 果 了 是 BR* 的 任 一 线性 变换 , 那么 . 


在 四 下 的 变换 是 函数 ， 
ww) -v(- 功 ). 
把 鲜 和 wz 看 作 广义 函数 时 ,这 意味 着 对 于 每 个 pE O07(R”)， 
2, p= wT)p Way uo TY) ldetT lay 
: = ldetT| Cu, or : 
因而, 当 以 是 一 个 任意 的 广义 画 数 时 ,上 式 就 提出 了 wr 的 定义 
(7 .24) 4 5 >= |detT|u, 9 >, PpEOr (BRN). 
现在 我 们 要 间 ，v 的 Fourier 变换 是 什么 ? 这 里 我 们 仍 限制 


cy 
-A 


4 ~ -av 
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在 4% 是 一 人 级 数 的 情形 ,事实 上 是 一 个 在 无 穷 远 处 速 降 的 CO” 罗 数 


的 情形 .利用 .” 在 .”- 中 的 稠 性 , 或 者 由 缓 增 广义 函数 的 Fourier . 


变换 的 定义 ， 立即 可 将 我 们 所 得 到 的 公式 推广 到 线 增 广义 函数 上 
去 .我 们 有 


的 0 -enum let TP! [orm mel) gy 
- det T" | |oxp (~icy, up n>) UY dy = = | det T' |w GT), 


其 中 二 是 的 转 置 ， 换 句 话说 有 
(7 .25) wi = det Tw 
Re 中 的 Lorentz 群 是 及"+1 的 一 个 线性 变换 群 , 它 保持 二 次 
型 如 一 |z|? 不 变 。， 在 Lorentz 变换 中 ， 我 们 分 离 出 一 些 使 前 向 光 

锥 - : 

一 人 (oO ) ER" |o|?<t, t>0} - 
保持 不 变 的 变质 它们 形成 Lorentz 群 的 一 个 子 群 9:， 一 个 

”Lorentz 变换 属于 .YZ;, 如果 给 定 一 个 任意 的 点 (z, , 它 满足 |2| 
< 如 和 二 0, 它 的 变换 (w， 才 潢 足 #>>0，( 子 群 乡 , 是 便 等 变换 
在 Lorentz 群 中 的 连通 分 支 ，) 所 有 Lorentz 变换 有 等 于 士 1 的 行 
列 式 ; 2; 中 的 变换 的 行列 式 等 于 +I.， 还 注意 ,TH> 弛 于 是 从 2， 
到 多 ; 上 的 一 个 同 构 ( 对 于 拓扑 群 结构 ) (习题 7.10). 我 们 说 , 
在 2 下 是 不 变 的 , 即 是 说 对 于 所 有 全 E 2 Ww 一 wu 

一 .命题 7.2 广义 函数 刀 ; 在 ;下 是 不 变 的 . 

三 "证明 ”必须 证 明 , 对 于 任何 TEL|, 有 《 吾 ;, 9》 一 《1,9"")， 事 
实 上 ， 我 们 可 以 用 妆 (%) 一 pg( 一 必 来 代替 pg(4)， 并 注意 (的 下 = 
(9”)“， 我 们 利用 (7 .23) 和 (7.25), 但 是 在 (7.25) 中 用 9 代替 v. 
我 们 看 到 


CB 0) 0 KEL drdt. 


在 此 积分 中 作 变 量变 换 , 即 , 令 (r 6) = 了 (7z, 人 记 (o 2 = 
人 有 那么 对 于 任何 保持 二 次 型 了 一 上 | 不 变 的 线性 变 
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(ts—ia)— (E— 20)2= (53— [EI 一 (cz 一 02) 一 24(cr 一 8， 人 >) 
一 《一 | 一 (一 | 人 
一 24(aT — Db’,€)); 
这 样 的 线性 变换 必定 也 保持 连带 的 双 线 性 形式 cr 一 -人 > 不 变 . 
因而 
CB G7) Y= 0m) | 2 
但 是 (a, 5) 属 于 工 + 的 由 部 因为 了 一 多 4+、 因 而 从 命题 7. 工 即 
得 命题 7.2. 证 毕 ， 
我 们 以 推导 命题 7.2 的 一 个 重要 的 后 果 来 结束 这 一 节 ， 
命题 4.3 在 前 向 光 锥 
- Ti={(t, 2) ER"!, lv| ?<t’, t>0} 
的 余 集中 卫 , (ti,， ww) 恒 等 于 零 . 
证 明 ”我们 知道 ， 当 t<0 时 瑟 ; (t, wo) 等 于 零 ， 令 了 T 了 是 一 个 属于 
-了 + 的 变换 ; 既然 本 等 于 恕 |, 所 以 当 t<0 时 到 等于零 , 因而 ， 


”在 半空 间 t<0 在 T 下 的 像 中 ， 如 ; 必定 等 于 零 . 现在 令 多 是 


Rett 中 一 个 %% 维 平面, 它 与 工 ; 的 交集 为 的 顶点 , 即 原点 ， 只 
需 证 明 , 存在 一 个 属于 乡 , 的 变换 , 它 把 多 变 为 超 平面 t+- 0， 委 
直 于 纪 的 (在 有 "r+ 上 Euolid 范 数 的 意义 下 ) 直 线 工 是 这 样 一 条 
直线 , 它 的 一 半 在 并 的 内 部 ， 因 此 只 需 证 明 , 在 2; 中 存在 一 个 
变换 , 它 把 这 条 半 直 线 映射 为 正 t 办， 为 了 证 明 这 个 事实 , 我们 施 
行 一 个 空间 旋转 , 也 就 是 ,一 个 只 改变 变量 w 的 旋转 , 它 把 直线 荆 


{ 


”” 变 为 二 维 平 面 (2) 中 的 一 条 直线 ， 这 显然 是 可 能 的 ， 这 样 ， 我 


们 就 归结 为 一 个 二 维 的 问题 ; 必须 找到 一 个 只 包含 两 个 变量 ti, 2 
的 、 把 方程 为 | 
(7 .26) w=Mt, |A|<1 
的 直线 映 为 1 轴 的 Lorentz 变换 , 因而 , 这 个 变换 保持 二 次 型 如 一 
(22)? 和 前 向 光 锥 不 变 . 

容易 看 到 (习题 7.10)， 及 : 中 所 有 的 Lorentz 变换 都 具有 形 
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式 
scoshO ssinhO 
(7.27) (Ss 9 
其 中 0 s, 7 是 实数 ， 并 且 a 一 芒 =1.， 这 些 变换 中 保持 前 向 光 锥 
不 变 的 那些 变换 相应 于 值 6 二 n= +1， 如 果 选 取 辐 角 9 使 得 
A 二 tanhd=0 

《这 是 可 能 的 , 因为 |\| < 也， 则 怎 阵 (7 27) 把 直线 (7. 26) 变 为 +t 
轴 . z / 证 毕 . 

我 们 回 到 《7 .17) 中 定义 的 广义 轴 数 Yt, 四 考察 它 关 于 2 
的 Fourier 变换 sm 人 (1 六 /1 我 们 立即 看 到 ， 它 是 取 值 于 5 变 
量 的 缓 增 广义 函数 空间 .Yt 中 的 、t 的 连续 函数 ,事实 上 ,是 1 的 0” 
函数 ， 此 外 , 这 个 函数 在 原点 等 于 零 ， 为 了 看 出 后 面 这 一 点 , 只 需 
证 明 , 给 定 任 一 函数 gE0Or(R,), 有 


| 王 话 壮 9p(E)de>0 当 | 本 一 0 时 ; 


”这 是 显然 的 . 因而 知道 ， Bi (t, z) 是 实 的 一 个 连续 函数 ， 取 值 在 
2 的 广义 函数 的 空间 中 : 
W(t, w) ” 当 t>0 时 ， 


B+ (i, ) —{ 0 当 t<0 时 . 
由 此 , 并 从 人 YV( 一 tz) = 一 多 (人 zx) 这 一 事实 , 我 们 看 到 命题 
7.8 蕴涵 着 
推论 7.1 在 光 锥 荆 ={(%, 人 ER"; |z|?< 评 之 外 广义 函数 
V(t， ww) 恒 等 于 零 ， z 


/ 习题 
7.1 令 &% 一 2 一 f2， 并 考虑 及 n+1 上 的 一 个 二 次 连续 可 微 函数 (t,x) = 
FB—7) (r= |2|). 
(i) 证 明 , 存在 单个 变量 4% 的 一 个 微分 算 子 工 , 使 得 
{Ye orn 
给 出 工 的 表达 式 . 
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Gi) 令 T 是 Br+1 上 由 函数 f(t 7) 定义 的 广义 函数 ， 证 明 , 存在 的 一 

个 微分 算 子 了 L, 使 得 广义 函数 
pi 
{#7) -4 

由 函数 ME) 所 定义 .给 出 下 的 表达 式 , 并 与 (让 中 的 工 相 比 较 . 

7.2 在 把 召 当 作 一 个 函数 , 而 不 当 作 一 个 广义 函数 时 , 解 (7.2), 此 时 作 
变量 变换 (7.3), 解 变换 后 的 方程 , 最 后 又 回 到 坐标 刀 zx， 这 样 得 到 的 召 的 值 
是 什么 ? - 


Fourier 逆 变 换 是 什么 ? 其 中 是 EGR 的 Bourier 变换 , a 是 任 一 实 
数 , k 是 任 一 非 负 整数 , 
7.4 假设 4>1. 
GD 证 明 ,对 于 所 有 (7, 6) €E R"+1, 有 z 
Cz—ia)?— 11?|>alr? + él + 2, 
(i) 证 明 , 当 >>n/2 时 ， 
| {Cv—ia)?— {él2} 1 +a ia)? + |é|?) “araé 


被 一 与 a1 无 关 的 常数 所 界 . 
7.5 利用 习题 7.3 和 7.4 中 的 结果 来 证 明 ， 如果 是 一 个 大 于 1/2 的 
整数 ,那么 存在 一 个 不 依赖 于 a>1 的 常数 0, 使 得 


.28) | 


<C jj 一 22ft (+ 一 2 一 d ») pl, x) | dtdz, 
从 这 个 不 等 式 推导 ， 由 《7 .21) 定 义 的 线性 泛 子 -> 《EB1, $8》 实 四 于 是 到" 上 


的 一 个 广义 函数 (不 要 管 如; 的 较 旱 的 那个 定义 ). 
7.6 从 习题 7.5 推导 ,对 于 所 有 的 PEO0sCR"**1), 有 


(7.29) 1《B,, 9)1 < 常数 :| er1G+a2 一 4orp(b 2) [3dtdz, 


其 中 的 常数 不 依赖 于 4a>>1[4i,。 表示 m+1 个 变量 (5 x) 的 Laplace 算 子 ]， 从 
不 等 式 (7.29) 推 导 , 如 果 中 的 支 集 在 半空 间 t<0 中 ， 就 有 (了 +， g = 0; 换 名 
话说 , B; 的 支 集 包含 在 半空 间 >0 中 ， 

7.7 显 式 地 构造 BR? 中 的 微 分 算 邓 (9/61)? 一 (9/9z)? + 的 一 个 基本 解 ， 
这 里 入 是 一 个 任意 的 复数 . 

7.8 对 于 微分 算 子 (有 时 称 为 下 lein-Gordon 算 子 ) 


7.3 9(r 一 io 6) 和 (RT 一 ia)?+ |e (ria, 8) 关于 (3, ) 的 
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2 


(7.30) Km = -5 detm’, 


证 明 类 似 于 命 题 7.3 的 命题 
7.9 令 玫 是 一 个 非 零 实数 .对 于 算 子 


1 太 
人 Br 


证 明 类 似 于 命题 7.3 的 命题 ， 在 这 个 情形 中 , 光 锥 的 方程 是 什么 ? 
7.10 ”证明 ,BR? 中 的 每 个 Lorentz 变换 都 具有 (7.27) 这 样 的 形式 ， 把 任 


一- 4,, 


” ”一 2x2 实 矩阵 等 后 于 及 4 的 一 个 点 . 把 矩阵 的 四 个 元 素 看 作为 坐标 . 描述 相 


a 


应 于 Lorentz 群 的 BR“ 的 子 集 . 证 明 , 它 由 四 个 连通 分 支 组 成 . 
7.11 令 2 表示 及 "+1 中 的 Lorentz 群 ,， n 之 1, 
(i) 证 明 ， 了 YP'T 是 从 名 到 名 上 的 ， 以 及 队 9 到 乡 上 的 一 个 同 构 
《对 于 群 结构 而 言 ). 
(ii) 证 明 , 如 果 T 了 Es 并 且 如 果 我 们 记 
BAY Y=Ynriynti YY Ynyns Ys YER" +, 
则 BCTy, Ty ) 一 有 0 y'). 
(iii) 证 明 , 对 于 任何 TE 2 有 det 了 一 士 1. 
7.12 利用 习题 7.10 中 的 结果 以 及 BR" 中 旋转 群 的 性 质 ， 证 明 R"+1 中 
的 Lorentz 群 乡 恰 由 四 个 连通 分 支 组 成 . 
7.13 把 R"+1 的 具有 下 述 性 质 的 任 一 子 集 称 为 (相应 地 ， 2 ) 的 一 个 
轨道 : 对 于 某 个 xz0， 这 个 子 集 是 (相应 地 ， 多 1) 在 映射 TTxo 下 的 象 . 描 
述 多 (相应 地 ,2 多;) 的 所 有 的 轨道 , 并 指出 在 mw 和 ">I 这 两 个 信 形 之 间 可 
能 存在 的 差别 . 


8. 有 关 波 动 方 程 基本 解 的 支 集 和 
奇异 支 集 的 进一步 的 性 质 


除了 多 和 五; (参阅 $ 9) 的 Fourier 积分 表示 (7?.17), (7.19) 
或 (7.21) 之 外 ， 要 在 (t, 人 坐标 中 得 到 多 和 吾 ; 的 显 式 的 公式 是 
不 容易 的 ， 这 一 节 的 附录 中 导出 了 两 个 和 三 个 空间 变量 情形 中 的 
显 式 公式 , 但 是 , 我 们 这 里 要 证 明 , 从 Fourier 积分 中 可 以 引出 很 
重要 的 信息 ， 我 们 将 要 证 明 召 - 的 两 个 重要 的 性 质 ， 其 中 之 一 与 
万 ; 的 支 集 (在 其 外 加; 等 于 零 的 最 小 闭 集 ) 有 关 , 而 男 一 个 与 它 的 
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村 异 支 集 ( 在 其 外 加 ; 为 一 0 函数 的 最 小 闭 集 ) 有 关 . 我 们 先 证 明 

有 关 召 ; 的 支 集 的 性 质 ( 即 经 典 的 Huyghens 原理 ). 

定理 8.1 当 久 是 奇数 并 且 n>>1 时 ， 轧 , 的 支 集 恰好 等 于 前 向 光 

锥 的 边界 , 即 , 等 于 集合 {Gt 2) ;如 一 |2|? 一 0, t>0}， 对 于 %% 的 其 

它 的 值 ， 召 ; 的 支 集 恰好 等 于 前 向 光 锥 本 身 . 

证 明 (1) n=1 的 情形 ， 在 这 个 情形 中 ， 我 们 证 明 Ei 等 于 由 

人 .人 所 定义 的 平面 中 的 广义 函数 加 ， 由 于 (7.12) 和 (9.16), 有 sw 
万 , = (9m) | Sin (¢ (wv 十 2)) 2 (w—#t)) de. 


只 需 注 意 到 如; 一 Bi 是 平面 中 的 齐 次 波动 方程 的 解 这 一 事实 ， 直 
接 计 算 上 面 这 个 积分 ， 我 们 的 论断 就 将 得 到 证 明 . 而 齐 次 波动 方 
程 的 所 有 的 解 是 知道 的 ， 它们 具有 S(t 一 2) 十 T(t+2w) 的 形式 ,其 
中 S 和 了 是 一 个 变量 的 广义 函数 .它们 的 支 集 不 会 包含 在 半 平 面 
上 0 中 , 除非 它们 恒 等 于 零 . 四 
(2) n>>1 为 奇数 的 情形 . 只 需 证 明 在 前 向 光 锥 六} 的 内 部 太 , + 

中 玖 ,三 0， 我 们 知道 (由 命题 了 .2) 盏 , 的 支 集 由 .2; 的 轨道 组 成 ， 
并 且 ( 由 命题 7.3) 包含 在 工 ; 中 ， 所 以 五 ; 的 支 集 必定 等 于 械 ; 的 
边界 ( 它 不 会 刚好 是 {0}! )。， 特别 ，t 总 是 被 假设 为 大 于 零 的 .在 
7 中 , 如; 是 当 s 一 十 0 时 广义 函数 
(8.1) : : 

Bs = (2n) ”| | oxp[— (eirc, w)) plsin (pt)o" dodo 


Sn 1 

的 极限 , 其 中 p, (相应 地 ,7, 9) 表示 空间 Ba( 相 应 地 , BR") 中 的 球 一 
面 坐 标 ，w 《相应 地 ，0) 是 单位 球面 Sa-1 (相应 地 ，S"!) 上 的 变量 ~ 
[参阅 (7.16)]， 显然 


(8.2) (2m) "Bs -CD | Te, t) do, 
其 中 ， 0 
TI,(s, 1) -| ep gin (pot) dp 


-了 1 一 1 1 | 
2 le—i(s—i) ee—Z(stt)}° 


8， 有 关 波动 方 和 基本 解 的 支 集 和 奇异 支 集 的 进一步 的 性 质 5s5 
注意 , (一 "(9/08)"3(s 一 0) = (nm 一 2)! (8 一 因 半 由 此 即 得 
(8.3) (Qo) "Bs = — KL! | | 1 z 


5 gs [CG sie 
(—1)” 
Te rae 
现 令 9 一 p(t) EOz(RD ， 它 的 支 集 在 正 半 直线 二 0 下 稍 后 


-还 将 把 w 取得 与 有关、 对 于 所 有 的 40, 有 


tp Go mp d= (kl)! 人 G0) ig (dt. 
因而 . 
(8.4) (2i) "| (, wo (tdt 


CE ,| {et 人 je (dtdo 
对 于 具有 任意 奇偶 性 的 2， 这 个 公式 都 有 效 ， 现在 假设 冯 是 
。、 奇 的 一 3, 5, …). 我 们 注意 , 函数 

gs ls, t) = (t~—8—ie) — te) 


关于 @ 在 Ss-1 上 的 积分 等 于 gs 的 惕 部 gi (s， ) = 工 AC 


9s( 一 8, 妃 ] 的 积分 , -我 们 有 
gi (8s, £) = hs (t —8) +h (t+s), 


其 中 (DD) 一直 [Gr6) (rtie) 一 
因此 ， 
| (t— pV dt | +» -ys et) dr 


ri I+ 
| CO Ld OL A Wm 

所 以 , 当 ->-+0 时 , 有 
(9, Dp" Hat >inge® (sl). 


现在 取 o=g(,w) CE O07 (BR"+!1), 它 的 支 集 包含 在 开 锥 
(8.5) t> |»| 
中 .从 (8.4 以 及 上 面 的 计算 ,就 得 到 结论 


EE 
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] Blt, vplt, wv)dtde 


~ en) ge ee sl, Diode, 
但 是 1s| <7= |z|, 因而 点 (1s|, 多 不 属于 集合 (8.5) ,因此 g(|s|， 
¢) =0. : 
(3) n 是 偶数 的 情形 .我们 回 到 (8.4), 取 wg 一 p(t, z) 如 上 所 

述 , 并 注意 , 和 以 前 一 样 , 在 9 的 支 集 上 11<t 此 时 ,， 当 ss 一 +0 
时 可 以 在 人 8. 急 中 取 极限 , 因此 得 到 
(8.6) / 

i E(t, vot, ratar 


2 1 ‘ Cn 1 1 0 
= 二 (2 1) | | | (和 p(t, vAdtdwdo,. 


多 0 ， 1*—8 

这 意味 着 ， OY i 由 小 数 
0 \” 2 tdw -~ 
(8.7) T2700) "( 享 ) | rw, 0 


所 定义 ， 显 然 ， DD 是 人 73) 的 一 个 解析 函数 , 因而 是 集合 (8 . 团 
中 (i, z) 的 解析 函数 ， 如 果 它 在 (8.5) 的 某 一 开 子 集中 等 于 零 ， 那 
么 它 必定 在 整个 (8.5) 中 等 于 零 ， 因为 集合 (8.5) 是 连通 的 ， 此 时 ， 
函数 


td 
(8.8) 1 tr Kw, 0 


关于 上 应 该 是 一 个 多 项 式 (次 数 <n 一 2)， 但 是 在 每 个 锥 "<MO 
< 切中 , 当 二 > 十 oo 时 它 趋 于 零 ; 因而 , 如 果 它 是 t 的 一 个 多 项 式 ， . 
- 就 应 该 恒 等 于 零 : 但 这 是 不 对 的 , 因为 它 宇 太 +|S,_1| ,这 里 |S。ji| 
是 Sn_1 的 面积 . 

我 们 也 证 明了 原来 说 过 的 与 马 : 的 奇异 支 集 有 关 的 第 二 个 结 
果 . . ” 
定理 8.2 在 前 向 光 锥 的 边界 的 余 集 中 ,1 (ti, z) 是 (t, ww) 的 解析 

函数 
在 ?= 工时 此 论断 是 显然 的 ， 因 为 此 时 吾 ;, 4, xz) 在 前 向 光 锥 


8. 有 关 波 动 方程 基本 解 的 支 集 和 奇异 支 集 的 进一步 的 性 质 ”57 


的 边界 之 外 是 一 个 常数 ， 当 nn 是 奇数 并 且 n>>1 时 , 在 此 边界 之 外 
娘 , 一 0， 当 n 是 偶数 时 , 我们 曾 证 明 在 前 向 光 锥 的 内 部 轧 ; 由 函数 
“(8.7) 所 定义 , 而 我 们 已 经 说 过 , (8.7) 是 (t, 7") 的 一 个 解析 画 数 . 


附录 在 两 个 和 三 个 空间 变量 的 
清 形 中 轧 ， 的 显 式 表示 


我 们 的 出 发 点 是 (8.3). 


两 个 空间 变 量 情形 中 的 已 + 


在 这 个 情形 中 , (8.8) 恋 为 


-40 | {1 | 
(8.9) Hs Bm? Js, lide | THsris do 


”我 们 回忆 一 下 , s 一 7《0, o>, 其 中 0 是 S+ 上 的 变 点 , + 二 |s|， 但 
是 , 形 为 |。 (<9, oo))do 的 任 一 积分 是 与 6E S"-+ 无 关 的 ; 因此 


可 以 任意 选取 0: 把 它 取 为 沿 着 第 一 个 坐标 轴 的 单位 向 量 ， 因 此 ， 
如 果 记 w= (cosp, sing), 则 《9, w> 一 cosg.， 我 们 有 : 


m0 lt 


8ar” 1 一 让 COSO 一 48 t+reospi+ie 
我 们 来 考察 积分 
一 J - 恋 | Tr ri 1 dz 
. 和 于 Dr 0 t+7r+eogg+t+ te iz| 二 1 +rGtsl)+ie 2072O“ 
2 
令 a 一 7/ (tie)， 则 
1 。 8 +. _1 中 dz 
Ti) 《2z) isl=1 G2 十 22 十 G 
- 类 似 地 ， : 
让 
2 0 t—7CO0Sp—18 Ig#iwl t 一 二 rG 二 2) 一 8 DV’ 
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由 此 得 到 
寺 C- 启 大 -一 (xb 中 -到 


zi=1 0C22 一 22 十 @ 
先 考 虑 了 >>!20 的 情形 若 s>0 充分 小 ， 则 jcj>1， 事 实 上 ，, 令 
a te pim, b= <1, 
六 .rr 


当 8-> 十 0 时 m3 十 0， 多项式) 一 2 二 20 二 Dz 十 1 有 两 个 一 
根 : : : 
MC=—b0—intoill— b+), a=+t1, 

在 忽略 P 的 意义 下 , 我 们 有 : 

和 一 bit 6) (1 2 ) 


——b—intai(1— ba(1— es ) 


=——b—ini+oi(l—b)V2 abn(1— b?) -1 一 
一 一 pb 人 一 om 圭一 后 ) 3} oi{ (L062)1/3— om} 
=[-b+o( -bY {on(l—0b") 二 对， 
由 此 推 得 , 对 于 充分 小 的 m0, 有”? 
(8.10) 1) #1 ond 0) -Ya. 
类 似 地 ， 多 项 式 f_ (一 2 一 2(@) -+1 一 2 一 2(5 一 im)z 二 1 有 两 
“个 根 ; 
wa=b—intoil ~— (bin 2, 
当 m>>0 充分 小 时 , 有 z ~ 
(8.1) wa [#1 on (1 —b?) -1? z 
(注意 , 用 一 6 代替 .5, 即 从 f; 得 到 三 )， 当 aw= 上 + 时 , 和 和 和 
属于 圆 盘 |z| <1; 当 w= -时 ， 它 们 位 于 这 个 圆 盘 的 闭 包 之 外 . 
1! 在 2 二 +1 处 的 残 数 等 于 


R= (1 (b+in)) -Ys, 


VS 


1) 译 者 注 : 符号 "并 ”表示 在 忽略 了 高 阶 无 穷 小 意义 下 的 等 式 . 


8， 有 关 波 动 方 程 基 本 解 的 支 集 和 奇异 支 集 的 进一步 的 性 质 5e 
六 在 z 一 入 iz 处 的 残 数 等 于 五 = (1/236) (1 一 3 一 im))-13. 这 样 ， 
当 9> 十 0 时 ,也 就 是 当 -> 十 0 时 ， | 
二 Je -Gd (B+) 2 (1 (5 im’) -1 


收敛 于 零 . 因此 ， 我 们 证 明了 当 r>t 时 B=0, 我 们 曾经 从 命题 
?7.8 知道 过 这 一 点 . 

现在 考 典 7<<t 的 情形 ; 对 于 每 个 汪 0, 我 们 有 ali 上 面 
给 出 的 多 项 式 f+ 现在 有 根 . 


ho -Gd a) +a -名 


大- 圭一) -a 各， ~ 


如 果 w= 一 1, 那么 加 间 一 (2/4) (1 一 a3/ 名 在 圆 得 |z|<t 之 外 ， 
”而 如 果 xc= 七 二 那么 Xe 属于 开 图 盘 |z| <I( 对 于 充分 小 的 s>0). 
既然 我 们 是 用 一 5 代替 来 从 f; 过 渡 到 f_ 的 ， 所 以 类 似 的 结论 
也 适用 于 广 的 根 we， 当 w= 十 1 时 ，pu 属于 圆 盘 |z|<1, 当 a= 
一 1 时 ,jw 属于 其 外 部 |z| > 工 在 hz 处 的 残 数 等 于 


Bi ~ 


f= 在 prs 处 的 残 数 等 于 BR 一 一 (4/2) 一 看 ) -3, 因而 ， 
J tie) Te) + (te) (la) 
—2Re[ (t+ie) 1(1— 0) -M2] = 2Ref (+o8)?— 7 ] -1/2 


(平方根 总 是 表示 在 正 实 轴 上 大 于 零 的 那个 分 枝 ). 


.最 后 我 们 注意 , 函数 县 (如 一 7) 起 一 天) 在 有 中 是 局 部 可 
积 的 (BR 中 的 测度 是 rdrd9q 人 )， 事实 上 ， | 
: 人 人 ee -rdr d= | |tldt. i 
这 样 ， 肪 十 也 政 敛 于 2 瓦 (Br (如一 7 小-2， 换 言 之 ,有 
5,-| 佐 (8 一 7 -Va 如 果 了 < 
0 如 果 了 产 纪 


(8.12) 
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三 个 空间 变量 情形 中 的 E+ 


当即 = 3 时 ,， (8.8) 变 为 
(8.13) 


-Es 一 二 2m) Hy 四 | i 
于 Qn)"4O (| 和 
对 于 & 变量 , 我们 用 球面 坐标 : 
Ei1~=PCOS COS2, E€9=psingicosgs, ts 一 DSsimn gs, 
并 在 8=7<9,w> 中 选 8 为 坐标 ”方向 上 的 单位 向 量 , 即 , <b,w》 一 
sin ga. 利用 : 


do = 地 |cos pa | dpdps 
这 一 事实 如 果 容 许 2 和 ps 都 在 0 到 3z 之 间 变 动 ， 并 注意 - 


| f (sin p2) dw = 二 全 | f (sin pa) cos pa | dpidps 


- az 人” [7Ginga) +f(~sings)]oospadps 


= 25 | CGO +f 1, 
色 它 与 (8.18) 组 合 起 来 妈 导 到 
0 


t—7ru-~1%8 


1 1 1 地 


t+ ru 人 ie t+rutie t 一 人 2 十 8 


eara0 间 [aaa 十 
Cm HW Ot Jo CT 定西 一 (t—7u) 十 82 edu 


是 9 1 9 人 gqdv 
(2m) H(t) ry Ot Jr 人 2 十 23 
__ -2 | 
Cr) HW Fre (t—7r)?+e)" 


jr Yate 
a ， 
下 


8， 有 关 流动 方程 基本 解 的 支 集 和 奇异 支 集 的 进一步 的 性 质 ei 
现在 令 g 是 COC? (B*) 的 任 一 元 素 ， 并 令 ( 参 阅 § 9) 
Pat = 4D pb, rt, a0. 
由 于 (8.14) ,我 们 有 
十 ee [二 oo - 
Bs, p> -4dr | | Be (t, 7) 09s (t, r)rdrdt 
0D 0 


-er | yp, ( 门 全 二 二 
0 Jo 四 (t+7) 十 8 


-= J rardt, 
在 最 后 一 个 表达 式 中 ， 关于 上 了 的 积分 等 于 


十 co 十 co 
17-| a (S—7, "1) By 他 Pa (SH, 站 


. 十 oo 
-| Pa— ?Tel, 六 -二 开 


5 
本 


-| DY 十 et, 7) 5 和 
对 于 7>>0, sy" 收 化 于 一 zps (7, 门 .这样 就 得 到 结论 : 


(8.15) CB =| pCr, mrar 
用 广义 函数 的 记号 , 可 把 这 个 关系 改写 为 
(8. 16) Ei: = (4) 1 6-7). 


注 8.1 当 nw=2 时 ,如 在 (8.12) 中 看 到 的 , 刀 ， 的 支 集 是 集合 


rs 二 当 n=8 时 , (8.16) 指 出 了 加, 的 支 集 是 集合 "一 i， 自然, 这 


与 定理 8. 是 一 致 的 . 

注 8.2 在 2=2 和 72=8 这 两 个 情形 中 , 我 们 发 现 妃 ; 是 一 个 
Radon 测度 ; 事实 上 , 当 n~2 时 , 关于 Lebesgue 测度 如 是 绝对 
连续 的 ， 它 具 及 (%, 人 qzat 的 形式 ， 其 中 如 是 局 部 可 积 的 (但 不 
是 有 界 的 ; 与 % 一 上 的 情形 比较 )， 当 n=83 时 , 如 我 们 在 (8.15) 中 
看 到 的 ， 加 + 是 一 个 测度 ， 其 支 集 在 前 向 光 锥 的 边界 曲面 7=t 
上 . 当 mn 3 十 0 时, 如: 变 得 越 来 越 不 正规 : 对 于 % 一 4, 它 不 再 
是 一 个 测度 ， 它 是 一 个 支 集 在 前 向 光 锥 中 的 测度 的 广义 函数 导数 
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( 当 %w=1,2, 3 的 时 候 已 经 可 以 看 到 , 随 着 变量 数目 的 增加 , ;的 
奇异 性 也 增加 ). 


习 题 


8.1 邻 四 是 一 个 不 等 于 零 的 实数 , 百 , (o 力 是 区 lein-Glordon 算 子 (7.30) 
的 支 集 在 前 向 光 锥 中 的 基本 解 . 叙述 并 证 明 与 定理 8.1 和 定理 8.2 类 似 的 
结果 ; 特别 , 指出 Huyghens 原理 变 为 什么 形式 ， . 

3.2 当空 间 维 数 n>>5 为 奇数 时 ， 计 算 波 动 算 子 的 基本 解 盏 (参阅 $ 8 
的 附录 的 第 二 部 分 ). 

8.3 当 二 |z| 时 ( 即 , 在 前 向 光 锥 中 ) 令 s= 《2 一 |z12)i3, 当 tt<|zx| 时 ， 
令 s=0， 证明, 在 域 Rea> -2 中 ， 


(8.17) (Pla), B= | fa sydtdz, bE RB!) 


定义 了 a 的 一 个 全 纯 函 数 , 它 取 值 于 及 中 的 广义 函数 室 间 9 〈R" 中. 
”证 明 , 对 于 满足 Rex>0 的 所 有 复数 w 有 

(8.18) ~ DF(a)=a(d—1+n)F(a—2), 一 
其 中 口 是 d'Alembert 算 子 (3/391)? 一 人 Js，[ 提 示 ; 对 于 空间 变量 利用 球面 从 
标 , 并 参阅 命题 9.3.] 

8.4 令 RKa) 是 (8.17) 中 所 定义 的 广义 函数 , 并 令 
(8.19) Zam 3 Ty ， 
其 中 卫 是 Bolery 函数 (广义 函数 2。 由 Marcel Riesz 引入 , 并 称 为 Fiesg 位 
势 ). 

“证明, 口 2o 一 和 ne-a ( 口 是 R*** 上 的 波动 算 子 ), 并 证 明 , Zo 可 延 拓 为 C 

中 a 的 一 个 整 函 数 , 取 值 十 2'(R"*!) 中 ， 证 明 , 对 于 所 有 复数 a, 26 的 支 集 ” 
包含 在 前 向 光 锥 由. 

8.5 令 Zo 是 Riesz 位 势 (8.19)， 当 n=2 时 ,计算 Ga， 并 由 此 推导 Go 
的 什 . 

当 %= 二 3 时 , 计算 2Z4， 并 由 此 推导 Zs 和 Go 的 值 . 

8.6 假设 奇数 %>>1. 承 认 2o=6 这 一 事实 , 推导 R"+! 中 波动 算 子 的 ( 支 
集 在 前 向 光 锥 中 的 ) 基 本 解 五 ; 的 明显 的 公式 ; 此 时 ，B4 的 支 集 由 前 向 光 锥 
的 边界 曲面 所 支撑 这 一 事实 就 一 目 了 然 了 . 

8.7 令 2Z。 是 Riesz 位 势 (8.19)， 证 明 ， 


~ 
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(8.20) 。 分、= Dba 


定义 了 一 个 取 值 于 2'(R"1) 中 的 、 复 变量 和 的 整 函数 , 它 是 口 一 入 的 一 个 基 
本 解 . 《读者 不 妨 承 认 Zo 是 Dirac 测度 .) 


9. Laplace 方程 的 基本 解 
在 这 一 节 中 , 我 们 要 解 及 " 中 的 方程 


(9.1) 4 及 -8. 
我 们 回忆 一 下 4 
6 和 ( 癌 六 rr( 吉 ) 


我 们 可 以 象 前 几 节 中 那样 进行 , 在 关于 变量 2 中 的 mn 一 1 个 变量 施 
行 一 个 Fourier 变换 之 后 , 就 把 问题 化 为 解 一 个 关于 余下 变量 ( 璧 


.。 如 说 )z? 的 党 微分 方程 的 问题 ,方程 (9.1 就 变 为 


(9.8) (0/ Ow") 3B (E+ 1) Bd (0). 

但 是 在 现在 的 情形 , 这 个 手续 极 不 自然 ， 选 出 一 个 变量 , 就 破坏 了 
事情 的 根本 的 对 称 性 ， Laplace 算 子 出 现在 物理 学 的 许多 偏 微分 
方程 中 , 这 些 偏 微分 方程 是 描述 发 生 在 各 向 同性 介质 中 的 现象 的 
因而 , 更 自然 而 更 方便 的 , 是 采用 一 种 不 同 的 方法 一 一 这 种 方法 不 ， 
是 忽视 而 是 充分 利用 Laplace 算 子 4 是 旋转 不 变 的 这 个 事实 ， 实 
际 上 , 这 个 新 方法 , 象 在 85 到 87 中 所 用 的 方法 一 样 , 把 问题 归结 


为 解 一 个 线性 常 微分 方程 ， 但 是 在 这 里 , 变量 将 是 径 向 变量 


7= | 2| 一 [02 十 …… 十 (om 和 2， 
而 方程 不 再 具有 常 系数 了 .虽然 如 此 ， 我 们 这 是 能 够 解 此 方程 而 

没有 太 大 困难 [ 当 n 宇 3 时 , 在 习题 6.5 中 指出 了 一 个 解 (9.1) 的 不 
同 的 , 然而 也 许 是 巧妙 的 方法 .] 

我 们 必须 从 某 些 一 般 的 考虑 开始 ， 这 些 考虑 来 自 Laplace 算 
子 在 旋转 下 的 不 变性 . 事实 上 ， 我 们 将 不 仅 利用 4 在 旋转 下 的 不 
变性 , 还 要 利用 它 在 完全 的 正 交 群 0(n) 下 的 不 变性 ， 这 是 及" 的 
一 个 线性 变换 群 , 这 些 变换 保持 二 次 型 jzj|? 不 变 . 
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命题 9.1 邻 T 了 是 BR" 的 任 一 正 交 变换 ,， 久 是 Br 中 任 一 具 紧 支 集 
的 0” 函数 . 我 们 有 

(9.4) (dW) = A). 

证 明 ”只 需 利用 下 述 一 些 考虑 : 线性 变换 在 函数 上 的 作用 , 以 及 它 
们 在 Fourier 变换 式 上 的 “反射 "(参阅 第 48, 49 页 )， 我 们 注意 ， 
如 果 TEO(n), detT== 圭 1, 则 : 


人 = fT 
但 是 如 果 了 TEO(n)， 那 么 它 的 道 步 (contragradient) 也 属于 
O(n)， 由 Fourier 变换 ,方程 (9.4) 等 价 于 


(9.5) (DA. 
这 又 可 写 为 z 
(9.6) (El T= | 
回忆 起 07"(E) -v7TE), 则 从 显然 的 等 式 
Tél?= |é|? 
就 得 到 (9.6). 证 毕 . 


事实 上 , 我 们 也 证 明了 : 如 果 一 个 线性 变换 全 保持 人 4 不 变 那 
么 它 是 一 个 正 交 变换 . 

利用 一 个 广义 函数 在 R" 的 一 个 线性 变换 下 的 变换 的 定义 
(7 .24) ,容易 看 到 , 对 于 一 个 任意 的 广义 函数 %, 公 式 (9 . 邹 仍 然 有 
鸡 . . 


我 们 引进 函数 了 在 半径 为 "= |s|, 中 心 在 原点 的 球面 上 的 平 。 ， 


”均值 (average). 

fu (2) = HS 人 f rod 
这 里 ,2 表示 单位 球面 5* ?+ 上 的 变量 ; 1"! 表示 S"! 的 面积 (有 
关 单 位 球面 面积 的 计算 , 请 参阅 这 一 节 的 附录 ). 注意 , 虽然 f4 (o) 
只 是 7 的 函数 ， 但 不 是 及 + 上 的 函数 ; 它 是 有 上 的 一 个 函数 。 虽 
然 如 此 , 我 们 有 时 仍 将 用 fs (r) 表示 它 . 
命题 9.2 -给 定 BR" 中 任 一 CO= 函数 f, 我 们 有 
(9.7) ACfa) = (Af)s. 


ae 
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证 明 这 里 给 出 的 证 明 不 是 初等 的 ; 不 熟悉 局 部 紧 致 群 上 Haar 测 
度 理论 的 读者 不 妨 跳 过 此 证 明 而 去 做 习题 9.2. 

用 a 表示 紧 致 群 O(n) 上 正规 化 的 Haar 测度, 即 有 | a7 = 
1; 并 令 | 
(9.8) Fr (~| fT dT, 


“平均 值 P* (z) 是 O(n) 不 变 的 
Fa CPt) = | Crlo)a7 = | ~ f(To)aT 


C1) (#4) 


[因为 dT 是 左 不 变 和 右 不 变 的 : 0(m)， 既 然 是 紧 致 的 ， 因 而 也 是 
么 模 的 (unimodular)]。 因此, 在 半径 为 |z| 的 球面 上 的 平均 
值 等 于 .74 (%); 
(9.9) (fa 1. 
另 一 方面 , fs (To) 一 训 (), 轴 而 | 
FO) @) =] fr POAT -fs @) | dT fs Co), 
(9.10) CF) fa 
”但 由 于 Fabini 定理 ,我们 可 以 交换 在 S"-: 上 和 在 O(n) 上 的 积分 
的 次 序 ， 这 样 就 得 到 
Cf )n =— (fu), 
因而 ,由 (9.9) 和 (9.10), 有 
(9.11) f° =fs. 
最 后 , 由 在 积分 号 下 求 导 的 规则 , 我 们 有 
4(P)( -| A (TD IY, 
由 于 命题 9.1, 它 等 于 
人。 (4) To)aT = (A C0), 


即 
(9. 12) AC) = (47) 
组 合 (9.11) 和 (9.12) 即 产生 (9.7). 证 毕 . 


命题 9.3” 当 作用 在 仅 依赖 于 + 一 |z| 的 函数 pEO>(R") 时 ,有 
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(9.18) 4=( 达 ) 十 2 入 


证 明 令 Jr) 只 是 7 的 函数 ， 则 
(Bf = 0 f(r) 三， 


因而 z 
(8/802) sf (7) = fr) +o(0/80) (f(r)) 
Ef) + fr) ) 

1 
rr 


f+ AD 7) -A pr). 
关于 1，…, n 求 和 , 就 得 到 
A400) = 人 (和 -二 习 (2)PD+7D 证 毕 ，。 . 

”现在 令 w 是 BR" 中 的 一 个 广义 函数 , 它 由 一 个 只 依赖 于 7 的 局 一 

部 可 积 函 数 定义 ， 用 fr) 表示 后 者 ， 给 定 任 一 p€ 07 (BRB"), 我们 
有 | 
(01 Cw p= odo=)| fp ror tards 

=1S"3| | fC) ps rdr, 

其 中 (有 点 不 恰当 地 ), pa (7) 一 Br (2) ,这 里 7 一 |wzi[ 即 ,这 里 ps (7) 
”是 单个 实 变量 7E B+ 的 函数 , 而 以 前 ps (z) 表示 及" 上 的 函数 , 它 
在 以 原点 为 中 心 的 球面 上 是 常数 ]， 在 (9.14) 中 用 dp 代替 gw 


人 4 内 一 1 | fC) dp) Cr) red 


oO 


— |S”- 1| 全 7 ( 调 i) Sp ITC 
| 


1S 了 4) 4ps) rr (由 命题 9.2) 


(由 命题 9.8) 
= 18S" | fC) {rg Da 


0 
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假设 f 关于 7 的 导数 在 B" 中 也 是 局 部 可 积 的 ， 我 们 可 以 分 部 积 
Cu, Ap> = {S| {Lr fr) pa (7 2 一 | f0) pa (r) Tr" dr}. 
回想 起 n>1 且 w 有 紧 支 集 , 我 们 就 看 到 , 已 积 出 的 项 等 于 零 , 因而 


(9.15) Cu, Ly) = — | Sm-1| | 3 pa. rly 
”这 里 , 我 们 注意 
-| Ss dr 9: (0) —9(0). 
因而 , 如 果 能 确定 只 依赖 于 7 的 局 部 可 积 函 数 f, 使 得 
1 m+ 人 = So 于， 7>0, 
则 我 们 就 有 | 
(9 .17) < Mp> =《d p> = 9 (0); 


“一 换言之， “ 即 为 Laplace 算 子 的 一 个 基本 和解 并 且 , 为 4 的 一 个 


旋转 不 变 的 基本 解 . 
解 (9.16) 是 直接 的 ， 取 f= 了. 


1 
a log” 当 n==2 时 ， 
(9.18) P(r)=1 


1 1 当 n>>2 时 ， 
-ma Ts 2) [Sei ya 


就 得 到 (9.16) 的 一 个 特 解 ， 因 为 Re 中 的 体积 元 素 是 re-adrdg 我 


们 立即 看 出 由 (9.18) 给 出 的 fr) 确实 是 局 部 可 积 的 , 它 关 于 7 的 
导数 也 是 局 部 可 积 的 [事实 上 , 由 (9.16) , 这 一 点 是 显然 的 ] 

可 以 应 用 定理 3.1 而 得 到 Weyl 引 理 . 
定理 9.1 Laplace 算 子 是 解析 次 椭 图 的 . 
”这 定理 又 使 我 们 能 够 确定 4 的 所 有 的 旋转 不 变 的 基本 解 ， 它 
们 中 的 每 一 个 与 由 (9.18) 中 的 函数 到 定义 的 基本 解 相 差 齐 次 
Taplaoe 方程 j=0 的 一 个 解 4， 由 定理 9.1， 久 由 R” 中 的 一 个 
解析 函数 定义 ; 这 函数 必定 是 旋转 不 变 的 , 所 以 它 必定 是 定义 % 的 
函数 [如 以 前 一 样 , 记 为 fr)]. 首先 注意 ， 
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r 0) 
是 z 的 - 一 个 解析 函数 ， 各 当 他 1 时 ,，(d/dr) rar) 在 
任 一 有 限 区 间 [0，R] 上 是 ? 的 一 个 有 界 函 数 ， 当 了 >0 时 是 解析 


的 .根据 (9.15) ,对 于 及" 中 任意 试验 函数 g, 必 有 
) af. pa yn ly -一 -| 0 (7 nl 人) dr =0; 


ar dr o qr 
因而 , 由 我 们 先前 的 考虑 , 即 有 
/nt QFN 
坷 ("他 )=0. 


这 意味 着 df/dr 一 Cri 因而 , 当 %>2 时, f= [CO/ (2 一 2)]72?" 十 
Ci; 当 %=2 时 , /Clog7+O1， 在 所 有 情形 中 , 只 有 当 CG= 0 时 ， 
f 在 区 间 [0，R] 中 才 会 是 有 界 的 ， 而 事实 上 了 应 该 是 有 界 的 ， 因 
而 , 在 所 有 的 情形 中 , 我 们 得 到 /= Ca = 常数 . 


注 9.1 我 们 终 将 证 明 ， 调 和 函数 在 球 心 处 的 值 等 于 它 在 球 


面 上 的 平均 值 . 这 立即 导出 ; 能 转 个 变 的 唯一 的 调和 函数 是 常数 
函数 . 

我 们 来 总 结 一 下 到 目前 为 止 我 们 所 得 到 的 结果 . z 
定理 9.2 (9.18) 中 的 函数 卫 (7) 定 义 了 Laplace 算 子 4 的 一 个 旋 
` 转 不 变 的 基本 解 .4 的 每 个 旋转 不 变 的 基本 解 由 形 为 FG(Y) 十 const 
的 局 部 可 积 函 数 定义 . 

用 国 表 示 4 的 由 (9.18) 中 的 Pr) 定义 的 基本 解 . 如 果 把 
(9. 1 应 用 于 w= 五 ,就 得 到 


人 p41 (7)T log rdr 当 %=2 时， 


1 


(9.19) “LE, 9 一 te 
-| 9a (7)Td7 当 n>2 时. 


附录 单位 球面 面积 的 计算 


假设 ">1， 并 令 1 exp( 一 lcl9dz， 显 然 ， To 2 并 


9 工 aplace 方程 的 基本 解 69 


且 , 转换 到 极 坐 标 ,有 [4 一 1S" |”exp( 一 ?7"2dr( 当 m= 时 ， 
对 于 组 成 5? 的 两 个 点 z 一 十 1 和 ww 一 1 的 每 一 点 , 假设 其 “面积 ” 
为 1 这样 就 有 15"!| 一 2)， 所 以 ， i oA 
因此 , 7 = V5， 现在 假设 n>2, 并 令 7?=s, 就 得 到 

= 18" 1 ssas= SF 


”其 中 , (2) i g-ss*-1ds(Rez 之 0) 是 Buler y 流 数 . 这 样 对 于 
所 有 的 %=1, 2,…, 就 得 到 

[S17| = 2m"3/T (n/2). 
由 此 容易 推 得 更 明确 的 值 ， 当即 = 22 时 ,我 们 有 

[S71| = 22?/(p—1)1!. 


当 nn -2p+1l 时 , Tn/2) = 了 ( 2 十 训 ) 一 (2 一 导 1 1) 我 
们 已 经 知道 (二 ) =2I4/159| ~ 了 MT ,由 此 ， 
|S%| =2 0/ [1 8 2p— DJ. 


习 题 


[在下 面 这 些 习题 中 , 4 总 表示 BE 中 的 Laplaoe 算 子 沁 (9/2% 人 )?，+ 表 
示 Euclid 范 数 1z|. 假设 2 之 2.] 
9.1 对 于 每 个 复数 ww 令 Vs 表示 复数 域 上 的 一 个 二 维 线性 空间 , 它 的 基 
是 RN) 中 的 ) 两 个 4 数 1*，+"logr。 证 明 ，4 诱导 一 个 线性 映射 Fs 
V。_2, 并 写 出 表示 这 个 映射 的 2x2 矩阵， 对 于 不 同 的 w 值 , 完全 地 描述 这 个 


- 映射 的 内 射 性 (injectivity) 性 质 . 


再 把 Vo 看 作 B* 上 的 广义 函数 的 线性 空间 , 描述 4Vs-，. 

9.2 令 m 是 一 个 > 工 的 任意 整数 .利用 习题 9. 的 记号 和 结果 , 构造 
R" 中 广义 函数 的 一 个 序列 ,#1，.…,%， 它 们 有 下 述 性 质 
(9.20) 4 了 1 一 再 ,， k=l,:, m1, AEi=6; 
(9.,21) B/EVor_n, k=1, .…., 7 

证 明 ,对 于 适当 选取 的 常数 Ce 下 述 结论 成 立 ; 
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(9.22) 如果 2m 一 n 不 是 一 个 之 0 的 偶 整 数 ， 则 百 。 一 Car2" 7 是 4 的 一 


个 基本 解 
(9.23) 如果 32m 一 n 是 一 个 之 0 的 偶 整 数 ， 则 已 ,= Cm.n7*”"log7 是 4 的 
一 个 基本 解 . 
9.3 从 (9.22) 推 导 , 如果? 是 奇数 (并 且 和 >0) ， 则 
(9.24) P= rn TY On MVE)” 


(9.25) = —72 a GED ee 3 Cun (VEr)™, 
其 中 p 一 mw/2《 读 者 必须 证 明 上 面 这 个 级 数 收敛 ). 

当 n=3 时 , 计算 (9.24) 中 的 系数 . 

9.4 当 2=3( 和 和 >0) 时 证 明 ， 


是 入 一 4 的 一 个 基本 解 ， 你 如 何 把 这 一 事实 与 习题 9.3 由 的 结 吉 果 一 致 起 来 ? 


9.5 今 入 是 一 个 大 于 零 的 数 . 用 Ga 表示 (E61? 十 A) 的 Fourier 道 变 


换 .、 证明, G 是 入 一 4 的 一 个 旋转 不 变 的 基本 人 解 . 

令 p=(p1,…， pn) 是 之 0 的 整数 的 一 个 任意 的 % 数 组 Gp 是 2?G， 
的 Fourier 变换 . 证明, 存在 一 个 常数 C0。>0, 使 得 
(9.26) [Gi, pCé) | SO |é)) ,VEéER,. 
从 (9.236) 推 导 ， 当 一 十 co 时 ， 函 数 G(x) 在 R"\{0} 中 赵 于 零 的 速度 快 于 
1/7 的 任何 寡 .， 

9.6 令 Gi 是 习题 9.5 中 所 表示 的 广义 函数 . 从 (9， 26) 推 导 , 如果 取 整 
数 足够 大 ， 则 7+”YG 是 足够 多 次 连续 可 微 的 .由 此 推导 ,G4 在 原点 的 余 
集中 是 0” 的 , 因此 , 和 一 4 是 次 椭圆 的 . 

9.7 令 G 是 习题 9.5 和 9.6 中 所 表示 的 广义 函数 .证 明 , 如 果 za>3 是 . 
奇数 ,或 者 ,如果 mn 之 4 是 偶数 , 则 当 ~0 时 , 我 们 有 渐 近 等 价 关 系 


nC—2 j 
(9.27) G(X) Ts 7 ， 
然而 , 当 %=2 时 ,我 们 有 
. 1 
(9.28) 、 GT): 有 logy 


(读者 必须 估计 在 原点 的 邻 城中 左右 两 端 之 间 的 差 的 大 小 来 明确 地 叙述 这 些 
等 价 关系 的 含义 ). 


! 
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9.8 令 思 表示 由 (9.19) 给 出 的 R* 中 4 的 基本 解 证 明 ，, wr Bxw 是 一 
个 连续 线性 映射 Ce CR") 一 01CR"). [提示 : 利用 下 述 事实 : 


(9.29) (7 ) Br) ls) =0, | yw) yl "dy.] 

9.9 ” 令 入 是 一 个 大 于 或 等 于 军 的 数 ， 证 明 , 当 了 是 R" 中 具 紧 支 集 的 连 
续 函 数 时 ,方程 / : 
(9.30) Muf 


的 每 个 广义 通 数 解 属于 C1CBR"). 、 

9.10 令 召 表示 由 《9.19) 给 出 的 4 的 基本 解 . 令 忆 是 任 一 大 于 零 的 数 ， 
y 是 Rn" 中 适合 yj}<B 的 任 一 点 证明 ,E(x 一 y) 在 球面 |z| = 五 上 的 平均 
值 竺 于 由 (9.18) 给 出 的 .F(R).[ 提 示 . 证 明 E(x 一 y) 在 球面 |x| ==R 上 的 平均 
值 是 以 y 为 变量 的 Laplace 方程 在 此 球 内 部 的 解 , 并 证 明 它 是 旋转 不 变 的 , 然 
后 再 应 用 注 9.1 中 的 论断 .] 


值 愿 理 。Poisson 公式 。 Harnack 不 等 式 


我 们 现在 要 为 Laplace 算 子 推导 一 个 公式 ， 类 似 于 Cauchy- 
Riemann 算 子 的 非 齐 次 Qauchy 公式 (5.12). 把 事情 放 进 适当 一 
般 的 框架 中 是 有 益 的 ， 我 们 将 与 带 有 一 个 正定 二 次 型 的 有 限 维 实 
向 量 空间 打交道 ; 所 要 研究 的 算 子 典 则 地 与 这 个 二 次 型 联系 着 ( 通 
过 Riesz 表示 定理 , 把 这 个 二 次 型 转移 到 其 对 个 的 二 次 型 , 并 通过 


”Fourier 变换 )， 空 间 是 及 *， 二 次 型 是 范 数 的 平方 jz|?， 算 子 是 


”Laplace 算 子 ， 换 一 个 稍微 不 同 的 说 法 , 我 们 不 妨 说 , 与 所 研究 算 
子 相 联 系 ， 在 BR" 上 给 出 了 一 个 Riemann 结构 ， 现 在 令 Q 是 BR" 
中 一 个 有 界 的 连通 开 集 ， 它 的 边界 2 是 一 个 光滑 的 ， 璧 如 说 是 
， 0 的 超 曲面 : 我 们 作假 设 ;, 2 位 于 它 的 边界 的 一 侧 .由 于 及" 上 的 
Riemann 结构 ， 我 们 就 可 以 谈论 这 个 超 曲面 的 法 线 ， 另 一 方面 ， 
82 把 及" 分 成 两 个 区 域 ， 一 个 内 部 区 域 2 和 一 个 外 部 区 域 ， 即 
Re\G 的 内 点 集 ， 前 者 是 相对 紧 的 ， 但 后 者 不 是 .29 在 某 点 处 的 
法 线 由 两 条 确定 的 半 直 线 组 成 : 外 法 线 和 内 法 线 ( 换 句 话说 , 9 的 
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法 线 是 自然 地 定向 的 ， 因此 39 的 超 切 平面 亦 然 )， 我 们 还 可 以 在 
00 上 定义 垂直 于 30 的 , 并 指向 及 "\4 内 部 的 单位 向 量 场 v. 
令 zo 是 68 的 一 个 任意 的 点 . 如 果 辽 是 xm 在 232 中 的 一 个 充 
分 小 的 开 邻 域 , 那么 可 以 找到 mn 一 1 个 在 U 中 定义 并 为 0? 的 函数 
和 po 1 使 得 在 U 的 每 个 点 处 , 向 量 grad (jf 一 4，…,n 一 1) 
在 80 的 超 切 平面 中 确定 了 一 个 有 “正确 ”定向 的 标 架 ， 此 时 ,U 就 


是 BR" 1 的 一 个 开 子 集 V 在 C2 微分 同 胚 外 = (名 Pw= 


vw(W) 下 的 像 ， 下面 的 做 法 是 标准 的 , 即 令 


Jr (BE, Br) LD hn), gly) = dot(gn(y)), 
其 中 ，< ,表示 B" 中 的 内 积 ， 我 们 可 以 把 U 中 的 面积 元 素 定义 
”为 户 中 的 (有 向 ) 测 度 V9Y7dy 到 的 转移 ， 容 易 验证 , 这 个 定 
义 不 依 赖 于 (有 正确 定向 的 ) 局 部 坐标 y 的 选取 ， 当 可 是 一 片 超 
平面 时 ， 这 与 通常 的 定义 是 一 致 的 ， 用 那样 的 举 标 块 覆盖 30， 


我 们 就 在 22 上 定义 了 一 个 正 ( 有 向 ) 测 度 ， 此 测度 典 则 地 联系 着 - 


38 的 Riemann 结构 与 32 的 定向 (两 者 分 别 由 及 " 的 结构 及 定向 
所 诱导 ), 我 们 用 do 表示 这 个 测度 . 

引 理 10.1 令 p…, 是 nw 个 在 全 的 一 个 开 邻 域 O 中 定义 并 
为 0! 的 函数 ,它们 取 值 于 6 中; 令 p(w) = (91(2),…, 9"(w)). 我 
们 有 z 

0D Jaiveda-|,y, wao. 


证 明 ”利用 单位 分 解 ,我 们 看 到 , 只 需 在 9 的 支 集 是 紧 的 , 并 包含 
在 90 的 一 个 任意 点 wo (在 及" 中) 的 一 个 小 的 开 邻 域 .4 中 的 情 
形 证 明 (10. 儿 即 可 .不 妨 假设 .NN8Q=U 即 为 上 一 小 段 中 考虑 
的 那 种 类 型 的 开 邻 域 , 并 假设 在 U 中 我 们 有 如 前 记述 的 一 组 坐标 
GP ,…,Yy"1); 在 这 组 坐标 中 ,我 们 添加 一 个 坐标 ,其 方向 沿 着 平 
行 于 292 在 wo 处 的 法 线 的 轴 . 存在 一 个 (7 中 的 )0? 函数 fy) ,使 
得 三 f(y ) 确定 着 Qn.f~ 因而 如 = f(y) 定义 着 . 广 中 的 UU. 
最 后 ， 我 们 可 以 并 且 将 假设 ， 对 于 BR? 的 Riemann 结构 ， 坐 标 系 
(好 , 4) 在 .4 中 是 正 交 的 , 在 这 样 的 情形 中 , 容易 验证 在 信 中 
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有 - . 
(10.2) gy) =1+ |gradyf (y') | 
嚼 一 方面 , 回 量 
Ov OY 
是 U 的 法 线 并 指向 BR"\Q 中 .因此 , (10.1) 的 右 端 变 为 
(10.8) | (~ B+) 


其 中 BG@) = [了 (VY)]，j 一 1，…, nm、 (10.1) 的 左 
端 是 

(10.4 | 23),.,, 2 dy. 

在 (10.44 中 , 令 =9 ( 当 j 了 <% 时 ); = 一 1(y)， D2) = 
VD 这 就 把 (10 .4) 变 为 

-0.5 号 | 总 ut+|, (-S 2 21 + - 2b ge, 


j=1 ds*<0 O2’ fi 0% Oy’ Oz” 
由 于 suppq 的 性 质 , (10.5) 等 于 (10.8). / 证 毕 . 
推论 10.1 令 wEO3(O), 则 我 们 有 
(10.6) fr =| ,0 
证 明 把 (10. 芒 应 用 于 9=gradv 即 可 . 证 毕 . 


我 们 已 经 用 Bu/6v 表示 在 22 的 外 法 线 方向 上 的 仿 微 商 : 


全 其 太 [uit+ hp) —u(w)]. 
推论 10.2 - 令 pEO1(O) ,YE C(O;0"), 则 我 们 有 
(10.7) | aiv (pv)az=| okv， 22QO 


推论 10.8 令 f, y€E02(O), 则 我 们 有 
(10.8) |,(f4y—g47) do -| (fg 


方程 (10.8) 是 Green 公 和 去. 
推论 10.3 的 证 明 在 G0 7) 中 选取 一 graqu， yeos(O)， 得 到 
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(10.9) | (pap + Cgrad p, grad 内)dz- |, p HW da 
在 这 个 恒等式 中 ， 先 取 9 一 六 由 =g, 再 取 wg 一 9, 由 一 f， 两 次 的 结 
果 相 减 ,就 得 到 (10.8) 证 毕 . 

现在 , 对 于 Laplace 方程 

A 一 上 (在 2 的 邻 域 @ 中 )， 

我 们 来 推导 与 非 齐 次 Cauchy 公式 [参阅 (5.10)，(5.12)] 类 似 的 . 
公式 . 假设 EOCO) 和 JEOo(O)， / 

令 xo 表示 (有 界 ) 开 集 4 的 特征 函数 ,由 Leibniz 公式 有 


A(xou) ~ xof 十 2 > -2 2 


因为 两 端 都 有 紧 支 集 , 所 以 对 它们 可 作用 x; 得 到 


(10.10) xm 一 机 xs(xo 旋 十 3 有 s 也 Su 29 + + Hxu(Axp), 


其 中 已 是 1aplace 算 子 的 任 一 基本 解 我 们 需要 知道 下 面 两 个 广 
义 函 数 


十 估 (dxo) . 


Ou .2 
A-D EY He, B=-u(dxo) 


是 什么 ， 令 op 是 BB* 中 一 个 任意 的 试验 函数 有 ( 紧 ) 支 集 在 0 中 . 
我 们 有 
《4, 22 一 一 全 > | 冯 


Om’ (p20) 


-一 | vo 他 do (由 推论 10.2). 


)oz- 一 -| div (9 grad wu) dw 


换 句 话说 ， 


(10.11) z A= ~ yo | 


即 具 有 密度 (关于 ac 的 ) 一 6w/9v 的 、 由 20 所 承载 的 测度 另 一 
方面 , 由 推论 10.1， 有 z 
(10.12) <B, p> =|, 4p de -|， D .2 do+| w -22 do. 


到 Dv 
这 样 , B= 一 4+Bi, 其 中 


(10.13) <B 内 =| uF do. 
2 总 Ov 


DR 
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“广义 函数 Bi 是 一 个 由 32 所 承载 的 广义 函数 , 但 它 不 是 一 个 由 3Q - 
所 承载 的 测度 ， 称 它 为 一 个 “ 双 层 ”(double layer). / 

在 (10.10) 中 我 们 顾及 (10.11) 和 (0.12)， 但 是 把 (10.10) 限 
制 于 8， 注 意 , 当 wEQ 时, (4 一 2 在 99 的 一 个 邻 域 中 是 ?的 
O- 函数 、 因 此 可 以 把 4 和 BB 看 作 变 量 ? 的 广义 函数 ， 而 求 它们 
在 函数 上 的 值 . 另 一 方面 , 刀 是 一 个 局 部 可 积 函 数 , 因而 通过 在 9 
”上 积分 可 以 计算 丽 *(xo 亡 ， 这 样 , 当 zEQ 时, 我们 有 


(10.14) w(wo) -| E(wo—o)f (eds 一 人 至 (co 一 中 Su (o)da 
+| uw) Hwo— ww)do. 

在 这 个 公式 中 , 我 们 究竟 选取 4 的 哪 一 个 基本 解 是 毫 无 关系 的 . 习 

”和 惯 上 ,人 们 吝 欢 用 由 (9.18) 定 义 的 基本 解 ， 在 是 以 任意 点 wo 为 

中 心 的 开 球 {zt € BRB"; jz 一 加 | 过 RB} 这 一 特殊 情形 , 并 且 要 求 w (wo) 

的 值 时 ， 用 这 个 基本 解 是 特别 方便 的 ， 自 然 ， 要 转换 到 wo 处 的 球 


. 面 坐 标 , 也 就 是 , 令 % 一 wo 二 7%, 其 中 是 单位 球面 8" 上 的 变 点 . 
用 (9.18) 的 记号 ， 因 为 在 现在 的 情形 中 do = R"1dx, 所 以 我 们 有 


(10.15) (wo) -| | P(r fvot ro) re tdrds 
一 BF (| oo 
+ R"-1F(R) 人 (wot Ro)d%. 
其 中 ,我 们 还 利用 了 (98/692) 吾 (wo 一 w) = (Qd/dr) 了 8(r) 这 一 事实 .如 


-” 果 青 用 一 次 (10.6) ,我 们 就 看 到 


Bf ot Ro d= | fotro) rdras, 
因此 由 (10.15), 有 / 
(10.16) uz0) -| {B(1s—gol) -FOR foot PR) vw do, 


其 中 假设 了 是 中 心 在 me 处 半径 为 且 的 开 球 ， 公 式 (10.16) 是 极 
其 重要 的 . 它 的 最 先 几 个 推论 之 一 是 调和 函数 的 下 述 引 人 注意 的 
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”性 质 , 即 所 谓 的 中 值 定理 ; 


定理 10.1 如 果 人 是 闭 球 ftzER"; zw- 一 zo| 志 BR} 的 一 个 开 邻 域 中 
的 一 个 调和 函数 , 那么 


(10.17) decoy 一 本 [本 | (wo Ro) dé. 
换 句 话说 ， 一 个 调和 函数 在 球 心 处 的 值 等 于 它 在 球面 上 的 平 
均值 . 


一 


证 明 ”如 果 在 球 2 vo 二 Rel(s>>0) 中 一 0, 那么 由 (10.16)， 
束 有 : 
uc) 一 到 (BR | oot Ro). 


自然 , 我 们 有 |S" +B" 17'(R) =1 [参阅 (9.16) 和 (9.18)]. 

z | 证 毕 . 
推论 10.4 在 定理 10.1 的 假设 下 , 我 们 有 
(10.18) |w (vo) | < jg Sp, lu(w) |. 


证 明 把 初等 的 中 信 定 理应 用 于 (10. 17)， 即 得 (10.18). 下 富 ， 
推论 10.4 蕴涵 着 著名 的 极 大 值 原理 . 

定理 10.2 令 Q 是 了 "的 一 个 连通 的 开 子 集 ， 4 是 2 中 的 一 个 调 

和 函数 ， 除了 以 在 Q 中 是 一 个 常数 这 一 情形 之 外 , 对 于 每 个 zoE 2， 

我 人 有 

(10.19) - |w(wo) | < sup [wz) |, 


证 明 ”假设 对 于 某 个 zoE 8, 有 |u(wo) | 一 supoju(2)|， 令 甩 是 
具有 下 述 性 质 的 任 一 大 于 零 的 数 , 它 使 得 球 fo; jz 一 zj 科 寻 包含 - 
在 2 中， 假设 v(zo) 关 0[ 否 则 ,用 w(zo)v 代替 .由 (10.17), 我 
们 必定 有 (zo) 一 Supyeen- [uvot Ry) |, 因此 

| { sup, [uwot Ry) | —Reu(vo+ Rrz)}dz—0. 
上 式 中 的 被 积 函 数 是 单位 球面 上 处 处 之 0 的 连续 函数 ， 因 而 它 必 
定 恒 等 于 零 .这 样 ,对 于 任何 适合 |% 一 xoj 二 忆 的 x, 及 《%) 一 u 《wo)， 


1) 译 者 注 : 这 里 说 的 初等 的 中 信 定 理 是 指 微 积分 中 连续 函数 的 积分 中 值 定理 


ye 
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”并 且 , 我 们 可 以 取 任 意 的 且 <d(zo, 92)、 这 就 证 明了 在 mo 在 2 中 
的 一 个 邻 域 中 Ww) 一 W(C2o)， 因而 ， 在 整个 2 中 VCo =wu(zo); 函数 
ulwo) 入 (w) 在 QQ 中 都 是 解析 的 , 或 者 , 如 果 人 们 愿意 的 话 , 可 以 
这 样 看 ;使 得 这 两 个 函数 在 其 中 相等 的 集 合 一 它 旺 然 是 闭 的 
一 一 刚才 已 证 明 它 是 开 的 . 证 毕 . 
下 面 , 我 们 推导 一 个 开 球 的 Poisson 公式 . 
- 首先 考虑 Br" 的 一 个 有 界 开 子 集 Q 的 情形 , 这 里 ，2 具有 光滑 
的 边界 68， 并 且 2 位 于 它 的 边界 的 一 侧 一 一 除 此 之 外 ， 其 它 都 
是 任意 的 ， 我们 再 次 应 用 恒等式 (10.10)， 并 顾及 到 (10.11) 和 
《0.12). 在 位 于 史 的 余 集 中 的 一 个 点 “处 , 计算 (10.10) 的 两 端 
的 值 .. 回忆 起 在 2 中 4 和 = 了 (我 们 不 妨 假 设 刀 是 已 中 一 个 二 次 连 
续 可 微 的 函数 ), 我 们 就 得 到 [参阅 (10.14)] 


(10.20) 上 E(wi—%)f (wv) ds 

: -| | 局 (or 一 -3 (2) -ulw) £2 Bler—%) Nao. 
特别 , 如 果 色 是 调和 的 ; 则 
(10 .21) 人 CE (O) da -|， uo) Bw1—%)do. 


现在 假设 2 是 开 球 jz| <R, 并 令 vo 是 日 中 不 是 2 的 中 心 的 
一 个 点 ， 即 wo 关 0， 我 们 把 (10.21) 应 用 于 由 (9.18) 定 义 的 4 的 基 
本 解 (zw) 以 及 点 to， 

mi = (BR/ gol) 

(wz 是 zo 通过 关于 球面 |z| BR 的 “反射 ”而 得 到 的 点 )， 我 们 有 
(10 .22) |z—%i| = (BRLeol)1z 一 oo，Yz， (2|—R. 
由 此 ,根据 (9.18) ,我 们 有 
(10.23) BE (v1 一 2) =(|zo|/BR)"™E (vo — 2), |z| = 玉 , 当 n 之 3 有 时; 
(10.24) BH(m—%)=E(wo—%)+oonst, |z|=R, 当 n=2 时 . 
如 果 把 它 代入 (10.23) 的 左 端 , 并 考虑 到 下 述 事实 : 当 vE 0( 辐 在 
2 中 是 调和 的 时 候 , war 在 32 上 的 曲面 积分 等 于 零 ( 避 题 10.6) ， 
我 们 就 看 到 , 对 于 任何 m>>2， 有 : 
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(10.25) | BW(vo -1s) odo 
0 一 如 Or 


= (R/izo|)"? | ,weB(v os)do. 
在 dQ0.14) (其 中 f 二 0) 中 考虑 到 这 个 事实 , 就 得 到 
(10.26) (go) = | ao) {0 人 
— (R/|vo')" ?E(w —%)}do. 
我 们 注意 , 如 果 z 关 2 (以 及 7= 1z|), 则 
. 0 n_1l_1 0 一 OU 
(10.27) 7 3 有 一切 一 | | 二 EE 
如 果 在 (10.26) 的 右 端 利用 (10.27) ,我 们 就 看 到 ,wao) 等 于 v( 由 
乘 以 


BR-1|S"1| -|o — ol"{(R? ~ wa0) 
_ (2 )”( = 一 mo ) (到 一 oo)} 


|zo| [2— or | 
在 6Q 上 的 积分 ， 如 果 回 到 zi 的 定义 以 及 (0.32), 立刻 就 得 到 


Posssonv 公式 z 
1 EE 
(10.28) w (to) 一 [Sw 育 J 本 Ww (w 中 了 -la Qo. 


应 该 注意 到 , 这 个 公式 它 是 在 mwz0 这 一 假设 下 被 证 明 的 一 一 

事实 上 当 zo 一 0 时 也 有 效 . 此 时 它 被 化 为 中 值 公 式 (10.17). 
假设 在 (10.28) 中 ww(w) 处 处 二 0， 并 记 76= |zol， 注意 到 当 

12| = 及 时 有 一 To 过 |w 一 zo| 过 有 BR 二 760, 并 应 用 中 值 定理 (定理 10.1)， 

我 们 立刻 得 到 Harnac8 不 等 式 < 


1—7ro/BR 1++7ro/B 
(10 .29) TFro/ BT w (0) < (0o) < 有 (0) ， 


Vro, |zo| =70<B. 
通过 解 习题 10.7 中 的 问题 ， 读者 可 以 验证 (10， ?9) 中 的 两 个 常数 
是 所 有 可 能 的 常数 中 最 好 的 ， 

从 (10.29) 我 们 推 得 一 个 经 典 的 结果 ， 它 也 称 为 Harnack 不 等 
式 . 


一 


和 1) 
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定理 10.85 令 Q 是 BB" 的 一 个 开 子 集 ,KK 是 9 的 任 一 紧 子 集 . 屠 
么 , 存在 一 个 常数 Cg 之 0, 使 得 Q 中 的 每 个 非 负 调和 胃 牙 wv 满足 不 

ny 

(10.29’”) Cxsup u(yYy) SUL) EOR ‘inf UYy), YrE E 


这 个 定理 的 证 明 是 (10.29) 的 一 个 简单 的 应 用 我 们 把 它 贸 给 


”_ 读 者. 


习 题 - 
(在 下 面 的 习题 中 , 9 表示 Rn 的 一 个 开 子 集 ) 
10.1 假设 口 是 有 界 的 , 令 是 五 中 的 一 个 连续 实 值 函 数 ,在 9 中 二 次 
连续 可 微 ,并 使 得 在 9 中 必 >0， 证 明 , 对 于 任意 的 me 台 和 7 <d(xo, 09)， 


有 | 
(10.30) UKZo) < 18" | | wm 十 ?8 和 )Q7。 

从 (10.30) 推 导 人 的 极 大 值 原理 : 

(10.31) VroEN, u(ro)<sup u(r). 


当 了 不 是 有 界 的 时 候 , (10.31) 的 正确 提 法 是 什么 ? 

10.2 令 wEO0?(0W), XoELD 是 任意 的 ， 利用 在 ze 处 的 二 阶 Taylor 展 
开 式 , 证 明 . 
(10.32)  — Au(zo) =limh a ua) ~ | 5 -TT i nt)as}. 


由 此 推导 ,如果 对 于 任意 的 xoE0Q,% 满 足 (10.30), 则 在 9 中 处 处 有 4 之 0. 
10.3 令 入 是 一 个 大 于 或 等 于 零 的 数 . 对 于 [元 调和 《metaharmonie)] 方 
(10.33) (一 4+7)vU=0 在 Q 中 
的 解 , 证明 极 大 值 原理 (10.31). 
10.4 找 出 方程 
.9 淮 一 wx 一 1 在 单位 区 间 lz| <1 中 
的 一 个 解 ， 它 不 服从 极 大 值 原理 
10.5 今 入 是 一 个 小 于 零 的 数 构造 方程 (10. 33) 的 一 个 不 满足 极 大 值 


1) 译 者 注 ， 原 文 将 (10,29') 误 为 一 个 平凡 的 不 等 式 : 
Cr inf u(y) UT) OF supu(y), vw&E RH, 


(10.34) 
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原理 的 解 的 例子 

10.6 假设 是 EB” 中 的 一 个 开 球 ， 并 假设 vEC3(98) 是 有 中 的 调和 了 
数 . 证 明 , 此 时 
(10.35) | 3 do =0. 
反之 ， 如 果 对 于 闭 包 包含 在 Q 中 的 任何 球 多 ， “E00) 满足 (10.35), 证明， 
w 竹中 是 调和 的 . 

10.7 假设 m 是 球面 8" 上 的 一 点 ,证 明 , 函数 


MX 一 ( 工 一 122)/ so 一 和 |" 

在 这 个 球面 的 内 部 |x| < 工 中 是 一 调和 函数 (>2)， 证明， 存在 一 些 点 zo， 
lzo|=yo<1， 使 得 (10.29) 中 的 两 个 不 等 式 中 的 一 个 事实 上 是 一 个 等 式 . 

10.8 令 《 是 及 "中 的 一 个 实 值 调和 函数 ， 证 明 , 或 者 % 是 常数 ,或 者 4 
把 BR" 映 到 R 上 . 

10.9 令 了 表示 球面 |%|==R (RB>0) 上 的 一 个 可 测 函 数 ， 它 的 值 或 者 是 
《有 限 的 ) 实 数 , 或 者 是 二 co. 人 28)] 
(10.36) DU) Tg ef do, 


(所谓 了 的 Poisson 积分 )， 假 设 , 了 在 球面 |x| 二 RR 上 是 下 站 连 续 的 , 这 意 昧 
着 ,给 定 任 一 yoC |yo| =R) 以 及 任 一 a<f(yo》, 在 此 球面 上 存在 y 的 一 个 开 
邻 域 U0。, 使 得 
f(y) >a, Vy EU,. 

证 明 ,给 定 任 一 yollyol 一 R), 当 z(|z| < 有 R) 趋 于 yo 时 , Lz) 的 下 板 限 大 于 
或 等 于 f(yo). 

由 此 推导 , 如果 了 在 球面 |z| 一 R 上 连续 , 则 二 在 闭 球 | < 了 上 连续 且 
在 这 闭 球 的 边界 上 等 于 了 . . 

10.10 今 呈 是 了 及 "的 一 个 开 子 集 . 从 Poisson 公式 《10.28) 推导 ， 如 
果 昌 中 的 一 个 调和 函数 序列 在 0 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收敛 ， 那 么 它们 也 在 ”六 
C-(9) 中 收敛 . 

10.11 令 8 是 Rr 的 一 个 开 子 集 .从 Poisson 公式 (10.,28) 推 导 , 如果 已 
中 的 一 个 调和 函数 序列 在 广义 函数 意义 下 收敛 那么 它们 也 在 C“"(9) 中 收敛 
(参阅 习题 2.10). 


f 
入 
7 
和 


第 H 章 
Cauchy 问题 


线性 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 

在 实 直线 的 一 开 区 间 一 了 <t<7(T>0) 中 考虑 一 阶 线性 微分 
(1D / Wa)u=). 

假设 系数 a(t) 和 右 端 f(t) 都 是 | 二 7) 的 连续 函数 . 我们 立刻 
， 得 到 (11 .的 一 个 解 z 

(11.2) w(t) est oot | es (t) at, 

其 中 wo 是 一 任意 常数 , 且 

A t=) od <T, | <7 

事实 上 , 可 用 下 述 方法 得 到 (11. 了 的 所 有 解 ;它们 是 形 如 (11.2) 的 

全 体 ， 显 然 , 通过 选取 wo, 就 完全 确定 w(t)， 注意 ， 

(11, 3) w (0) = wo. 

言 之 ， 问题 CH 1) 一 (41.8) 有 唯一 解 , 用 (11. 2) 给 出 . 注意 , 这 


2 个 解 在 ] 一 了 了, 了 T[ 中 是 一 次 连续 可 微 的 ， 
.， ”现在 考虑 一 阶 线性 常 微分 方程 组 ， 


FP 


du 
(11.4) MU, 
(1.5) u (0) —u. 


这 里 ，u, f, uo 取 值 于 0” 中， 而 W 人 的 是 以 连续 函数 为 元 素 的 mm 
xm 失 隆 ， 如 果 这 些 元 素 都 是 常数 函数 , 即 用 () 二 MM 是 一 复 
Xn 矩阵 ， 则 (11. 泡 一 (11.5) 的 理论 是 (11.1) 一 (11.8) 理 论 的 直 
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接 推广 ， (1 .为 一 CH .8 的 解 由 

(11.6) | u(t) -euo+| et-iOu f (#) dt 

给 出 但是, 当 My 人 不 是 常数 年 阵 时 情形 就 鹤 然 不 同 了 ， 在 常 系 


数 的 销 形 中 ， 令 
Ul(t,t)=exp((t—t) NM). 


公式 (11.6) 来 源 于 下 述 事实 . -人 


(11.7) 0 MU，Uliw~=T (I 为 mxm 单位 矩阵 ). 


”然而 , 一 般 地 , 当 M 不 是 常数 矩阵 时 , 情形 就 不 是 这 样 的 了 ， 为 

此 ， 我 们 避 开 指数 函数 而 集中 考虑 (11.7) 的 解 。 必须 注意 ， 问 题 

(11.7) 和 问题 (11. 一 (11.5) 是 同一 类 型 的 ， 它 也 是 一 阶 线性 常 . 

微分 方程 组 ， 此 时 ， 有 mm? 个 未 知 函 数 的 m? 个 方程 , 在 时 刻 i 一 t 

满足 m? 个 条 件 . 从 常 微分 方程 的 基本 定理 立刻 得 到 , (11.7) 有 唯 

一 解 , 并 且 , 这 个 解 是 嫉 在 | 直 <T, | < 了 T 了 中 的 001 函数， 
因此 , (11.2) 的 恰当 的 推广 是 


(G18) udG)=UG, Duo+| UG, far. 


有 时 ,把 函数 U (t,t) 称 为 间 题 (11. 和 9 一 (11. 辐 的 Riemarm 浮 数 ， 
命题 肛 .1 如 果 志 六 妨 是 区 间 ] 一 全 TL[ 中 的 三 个 点 , 则 有 
(11.9) UU, 6) =U(t, #"), 
(11.10) Ult, =, UC, UG, t) =I1. 
证 明 (11.10) 中 的 第 一 个 恒等式 是 U(t, 的 害 义 的 一 部 分 . 将 
此 恒等式 关于 t 求 导数 ,得 到 

aU | aU 


a 
将 此 式 与 ( 坟 .7) 结 台 起 来, 得 到 
(11.10a) 9 -一 MG) 当 t 二 时 . 


另 一 方面 ,如 果 将 (11.7) 的 第 一 个 方程 关于 乡 求 导数 , 就 得 到 
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了 /aU aU 
(11.10b) -人 7 ) -MO A 
可 以 直接 验证 , Cauchy 问题 (11.10a) 一 (11.10b) 的 解 由 
(1.100) r= UG, {MO) 


给 出 ， 现在 , 令 
VG,t)=UG, UGG’, Dt). 
由 (11. 7) 和 和 (141.106) ,我 们 有 
一 ,UG 人士 UTC 站 -57 人 £) 
——U(t, tt MG UE’, WtU, MEUY, 0- 一 0， 
因而 ， 矿 (已 0 Vt, t) = 了 


现在 , 今 W(t) =UCt, tOU, 1"). 
我 们 有 
SO oe GG, UE, 1) MOU WU, t) ~ MW, 
有 万 一 方面 ， 党 t= 二 时 斌 = 了， 由 ( 坟 .7) 的 解 的 唯一 性 , 我 们 得 到 
WUlt, 的 z 证 毕 
现在 考虑 一 个 m Wi 
(1.11) Lu= SY ad) Sw NO 


其 中 系数 w 和 右 映 了 都 是 ] 一 了 , TP[ 中 的 连续 函数 ， 由 已 述 的 标 
准 过 程 (参阅 第 26, 27 页 ), 可 以 把 (11.) 变 为 (11. 乡 型 的 方程 


、 在 这 里 , 这 就 意味 着 
TT 0 1. “0 。。。 0 
MO-| © " ”0 
一 a (ft) 一 ai 人 (有 —ana(t) … 一 ai(t) 
而 的 分 量 w 出 下 式 给 出 ， \ 
(11.12) wi 1<j<m. 


我 们 来 看 初始 条 件 (11.5) 在 这 里 的 食 义 ， 用 xzo,o vol oo 


84 第 开 章 Cauchy 问题 


表示 wo 的 分 量 . 则 , 在 这 里 条 件 (11 .四 ) 即 等 价 于 

(11 .18) Ww O00 =worx, 0O<E<m—1. 

这 样 , 条件 (1.13) 就 是 初始 条 件 (11.3) 对 于 高 阶 方程 的 推广 ， 按 
照 偏 微分 方程 的 术语 ， 我 们 将 把 问题 (11. 11) (1. 13) 叫做 微分 
算 子 虐 的 Cauchy 问题 . 

接 下 来 的 问题 是 ， 公 式 (11.2) 对 于 高 阶 方程 的 情形 的 推广 是 
什么 ? 这 个 问题 可 以 用 相应 于 等 价 的 方程 组 01. 仿 一 (11. 辐 的 公 。- 
式 (11.8) 来 回答 .我 们 必须 记 住 f()=f()em. 我 们 用 es 委 7 
<m) 表示 第 ) 个 分 量 等 于 1, 其 它 的 分 量 都 等 于 零 的 向 量 . 然后 

U(t, 0)u0= > by 1 V0, x (t, 0) x+1. 


it Ult, t)e@s, 的 第 一 个 分 量 为 Uj(t, 的 )， 由 于 (11 12)， 从 
(11.8) ,我 们 得 到 


G1.14) wD = Sot + Un OF 一 


”从 这 个 恒等式 ,我 们 得 到 ,Ux(t, 雹 是 Cauchy 问题 
G1.15) LV =0, 
ay zt 行 9 关 儿 


Rr 1 车 j- (SI 


(1.16) 当 记 辽 时 ， 


的 解 . 

. 一 般 说 来 ， 计算 画 数 UJ t) 是 不 容易 的 , 因而 ,给 出 (11 .14) 
的 一 个 等 价 的 表达 式 是 方便 的 ， 在 此 表达 式 中 ,除了 Uh。 ! 之 外 ,其 
余 所 有 的 Ui 都 已 被 消去 . 可 如 下 进行 ， 引 入 函数 z ~ 


(11. 17) wo(t) 一 一 p30 wf/ kl, 


显然 , to) 满足 初始 条 件 (11.18). 再 令 
: / vt) =u(t) — wo 0). 
我 们 有 
(41.18) : Lv=f— Li, 

(1.19) 000)=0, 0<k<m-1. 
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因而 ,用 ”代替 我 们 可 以 应 用 (11.14)， 
t . ~ 
oD = | Un t) (FE) = Liio le) ) de, 


因此 ， 
(11 .20) 


wt) h(t) | Um it, ty GO 十 | Ua, HF) dt. 


在 (11.20) 的 右 端 的 第 一 个 积分 中 ， 用 Lio 的 明显 表达 式 , 可 以 进 
行 分 部 积分 。 这 就 导致 () 的 一 个 更 明显 的 公式 ， 其 中 包含 
Un 纪 及 其 导数 .我 们 把 它 留 给 读者 去 计算 ， 如 果 读 者 愿意 
这 样 做 的 话 . 在 系数 w 是 常数 的 情形 ， 计 算 Fw 人 的 并 不 难 : 
它 是 
Et oa 

的 第 一 个 分 量 ， 我 们 有 
, LU tt) =Uni(t—t, 0)= -UG 一 雹 ， 

其 中 U(z) 是 第 38- 页 上 所 表示 的 函数 .用 $4 的 记号 ,我 人 有 吾 
“一 HU, 其 中 五 是 Heaviside 明 数 , 而 是 上 的 基本 解 ， 其 支 集 
在 非 负 半 直 线 中 ， 在 此 情形 , 公式 (11.20) 可 改写 为 
(41 .21) 

viot (CHU)s{H CF Ii)} (BU) {BH (Cf Liio)}, 
其 中 着 (2) 一 五 (一 作 ，(11.21) 的 右 端 第 一 个 卷 积 的 支 集 售 于 半 
直线 过 0 中 ,第 二 个 卷 积 的 支 集 含 于 半 直 线 1<0 中 . 

作为 最 后 的 注 记 , 我 们 回 到 变 系数 的 一 般 情形 . 关于 方程 组 
(11. 省 及 其 解 (11.8), 我 们 不 妨 指 出 , 如 果 系 数 戏 斧 和 右 端 节 人 
是 t 在 | 计 <T 中 的 六 次 连续 可 微 函 数 , 则 Riemann 函数 UG,1) 
是 志 才 在 同一 区 间 中 的 六 十 十 次 连续 可 微 函 数 ， 因 而 在 ] 一 7T, TT[ 
中 uC)ECN+1 现在， 经 过 等 价 的 一 阶 方程 组 (11. 儿 , 我们 回 
到 mm 阶 方程 ( 霸 .11)， 假设 ，w 和 J 是] 一 了 ,TI 中 的 0O* 函数 . 
由 于 关系 式 (11.192) ,我 们 得 到 结论 : ve- 在] 一 全 TE 中 是 0*+? 
函数 ， 可 叙述 为 
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命题 11.2 如果 方程 (1.11) 的 系数 @ (<j<m) 和 右 端 f 是 1 
在 |t| <T 中 的 CO* 函数 , 则 由 (11.14) 给 出 的 解 在 区 间 ] 一 7,7f 
中 是 Or+rm 函数 . z : 
推论 11.1 如 果 系 数 &; 和 右 端 f 在 区 间 ] 一 7, 7[ 中 是 0" 
数 , 则 解 % 亦 然 . | | 

在 这 个 推论 中 ,出 现 0” 之 处 都 串 用 解析 来 代替 ， 这 从 下 述 事 


实 立刻 可 以 得 到 ， 著 (11. 少 中 的 系数 收 (关于 + 是 解析 的 ， 则 ~ 一 - 


Riemann 函数 U(t, 1 关于 t,t 也 是 解析 的 (在 区 间 ] 一 7, 2 
中 ). : 


习 题 

11. 1 假设 对 于 区 间 ] 一 了 7， 7 中 的 任何 两 ; 点 记 纪 mmx 太 矩阵 1 区 和 

在 这 个 情形 , 给 出 问题 (11.4) 一 (11.5) 的 Riemann 函数 “ 
个 简单 的 表达 式 . 

11. 2 假设 , 在 (11. 4) 中 逢 阵 到 是 常数 短 隆 . 再 假设 路 是 负 定 的 ， 即 - 
对 所 有 VEC", v 半 0, 有 (MY, Y) <0[ 我 们 已 经 用 (, ) 表 示 Or 中 的 Hormite 
内 积 ]， 令 Ti) 表示 问题 (14.7) 的 解 ， 证 明 ， 存 在 一 常数 co> 0， 使 得 当 t>、 
十 ce 时 , 0( 四 的 矩阵 范 数 至 少 像 e ! 一 样 地 衰减 . 

11.3 利用 习题 4.10， 给 出 当政 是 任意 的 色 x 和 矩阵 时 间 题 (11 . 7) 的 
解 也 的 完全 的 描述 . 

“11.4 当 工 的 系数 % 都 是 常数 时 , 给 出 (11.14) 中 的 函数 U1(t， OE 
完全 的 描述 (参看 习题 4.10 和 1]1.3). 

11.5 令 荆 是 (11.11) 中 定义 的 微分 算 子 ， 假设 在 区 间 ] 一 7， 7[ 中 系 

数 g(t) 和 右 端 (让 是 Cr 函数 .再 假设 当 1<0 时 f(t)=0, 而 Ww 是 形 如 


- /a 2? 
wx 一 (- 全 9 

的 ] 一 7, ZT[ 中 的 广义 函数 ， 这 里 g 是 在 t<T 了 中 的 连续 函数 ， 当 1<0 时 
g(t)= 二 0. 用 Ju = 这 一 事实 证 明 , 在 ] 一 ZZ[ 中 是 0 函数 . 

11.6 假设 在 实 直 线 上 算 子 工 的 系数 @(j 二 1，…, m) 和 (11.11) 的 右 

端 f 是 ( 复 值 )0~ 函数 ， 从 公式 (11.14) 立 刻 得 到 , 问题 (11.11) 一 (11.13) 有 
在 了 ai 中 为 Cr 函数 的 唯一 解 w( 唯 一 性 从 常 微分 方程 的 基本 定理 即 得 )、 令 
4 让 是 当 t>0 时 等 于 u(t), 当 t<0 时 等 于 零 的 函数 ， 试 计算 广义 函数 Li 
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特别 , 当 & 一雄 人 0 时 ,一 0 mm 1, 计算 广义 函数 Li( 参 看 (11.14) 
对 (1 .16)). 
11.7 假设 (11.11) 中 的 微分 算 子 工 是 常 系数 的 , 并 令 弥 表示 习题 11.6 
中 定义 的 函数 。 证 明 ， 如 果 % 是 当 <0 时 等 于 零 的 实 直 线 上 的 任 一 广义 国 
数 , 即 vE 9 (参看 习题 4.11), 目 使 得 Iv=Lh, 则 必 有 v= 当 工 有 变 系 
数 (但 系数 是 0 的) 时 , 此 结论 是 否 仍 成 立 ? 
11.8 给 出 具有 解析 系数 (在 整个 实 直线 上 ?的 齐 次 一 阶 第 徽 儿 方程 的 
”一 个 例子 , 其 解 在 原点 无 穷 阶 为 零 ， : 
11.9 ”彻底 地 分 析 解 “初始 值 问 题 ”- 


(11.22) Xu" + a -十 aoCVU 一 0， 
《11.33) u(0) 一 wa 
的 可 能 性 ， 证 明 , 一 般 地 ( 它 的 含义 可 被 明确 地 叙述 ), 加 上 条 件 
ss (11.24) Ww (0) 一 好 
”多 ,后 得 到 的 Cauchy 问题 无 解 . 
区 当 此 Couohy 问题 有 解 时 , 其 解 是 唯一 的 吗 ? 
# 11.10 令 a, f 和 ww 是 闭 区 间 [0, 到 上 的 三 个 非 负 连续 函数 ，w 是 一 非 


人 负 常 数 将 9 与 (11.1) 的 解 进行 比较 , 证明 不 等 式 
| 11.25) "Dwt], fs)as+|， asyo(syds， O0<t<T 

; 蕴涵 Gromwall 不 等 式 
:411.26) od< (m+ Koas)exp(f a(s)as), 0<t<7 
x 假设 a(s) 是 单调 的 , 从 


3 (11.27) veut C3)as+ [als)oCs)ds, 0<t<7 


和 3 
了 ”将 得 到 关于 wv 的 什么 不 等 式 ? 


了 12， 线 性 偏 微分 方程 的 Cauchy 
问题 。 初步 的 探讨 


在 例 2.2 中 我 们 曾 指 出 (在 那里 我 们 用 了 稍微 不 同 的 记号 ,并 
在 关于 数据 wo, wz 的 光滑 性 的 适当 假设 下 ) ,问题 


B88 第 I 了 章 Cauchy 问题 


(12.1) (三 ) wu-(#) v=0, ER It|<T, 
(12.2) 当 t 0 时 ， 了 一 oko)， 2 
有 一 解 ,用 
(12.3) 


ult, 区 一 二 [wo (tt) wo (wt)]+ 5 [Ui(t+e) Te 一介] 


给 出 ， 其 中 Ca 是 ww 的 一 个 任 选 的 原 函 数 . 我 们 还 曾 指出 ， 这 是 
(12.1D) 一 (12.2) 的 唯一 解 ， 显 然 , 问题 (12.1) 一 (12.2) 是 Cauchy 
问题 (11.11) 一 (11.13) 当 其 右 端 f 恒 等 于 零 时 的 自然 推广 ， 除 了 

时 间 变 量 1 之 外 ,还 有 '“ 模 截 变量 或 空间 变量 x; 代替 乘法 因子 作 
用 的 (12.1) 的 系数 不 再 是 t 的 冰 数 , 而 是 关于 ww 的 微分 算 子 . 但 
是 ， 我 们 知道 如 何 把 它 回转 到 含有 乘法 因子 的 情形 ， 对 2 施行 
Fourier 变换 ,方程 (12.1) 变 为 
(12.4) (BD) + 1 一 0， 
它 具 有 (11.11) 的 形式 ; 事实 上 , 它 的 系数 是 依赖 于 参数 的 常数 . 

这 个 方法 还 能 用 于 非 齐 次 方程 

- D 3 0 曙 . 
(12.5) (5 ) “一 (元 ) uw=f(t, 2), ER, |t|<T, 
如 果 j 卫 关于 zx 的 Fourier 变换 j(t, 6) 有 意义 ， 即 也 台 是 组 增 
广义 函数 . 这 就 提供 了 一 个 研究 (12. 了 一 (1i2.5) 型 问题 的 一 般 方 
法 , 并 且 还 能 给 我 们 以 有 关 求解 它们 的 可 能 性 的 有 价值 信息 . 在 
我 们 处 理 的 数据 的 类 型 上 有 明显 的 限制 : 关于 ,它们 必须 是 缓 增 
的 . 这 已 经 是 相当 弱 的 限制 , 并且 当 这 些 限制 被 满足 时 一 旦 我 们 
知道 如 何 处 理 问题 , 我 们 还 可 以 希望 去 掉 这 些 限 制 . 问题 的 实质 
在 于 , 在 所 研究 的 偏 微 分 方程 中 , 对 % 施行 fourier 变换 后 所 得 的 
党 微分 方程 ,其 Riemann 函数 必须 是 关于 & 的 缓 增 广义 函数. 

我 们 不 妨 把 我 们 的 基本 实例 按 此 线索 加 以 检验 . 例如, 先 取 
齐 次 Cauchy-Riemanm 方程 ， 经 过 Fourier 变换 , 导致 Uauchy 问 
题 


世 
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(12.0) 2 这 -0， Hico ii(@). 
它 的 解 为 
GT 


什么 时 候 对 于 所 有 的 t,t| < 了 ,这 个 解 关于 是 绥 增 的 呢 ? 粗略 
的 回答 是 当 


“(12.8) 加 (的 er4 是 组 增 的 


< 


时 , 若 了 T 了 '<T, 则 (12.8) 比 涵 着 ; 当 || -> 上 co 时 各 (6)er0 是 速 降 
的 我 们 有 
wa) -= (2m) -| entii(€) dé, 


”显然 ,车 |y| < 也, 我 们 就 可 以 用 ?一 z 十 初代 替 2: 


ve 人 = (2m + [eosiio(é) dé 


”再 者 ,车 |y| < 了 ,我 们 就 能 在 积分 号 下 对 2 求 导 , 日 其 结果 显然 为 


雪 ; 在 带 域 |Imz| <T 中 ,wo(2) 是 z 的 全 纯 孙 数 .因而 ,Wo (2) 必须 


是 肥 中 的 解析 函数 . 这 就 作为 一 个 提示 出 现在 我 们 面前 , (12.6) 是 


(12.9) Sti 0, wu | 40 = Wo (2) 


的 变形 ， 由 于 (12.9) 的 第 一 个 条 件 ，u(t, z) 必 为 + 认 的 多 纯 画 
数 ， 因而 wo(%) =u(0, z) 必 为 解析 的 ， 经 过 这 一 探讨 ; 我 们 注意 
到 ,类 似 的 讨论 也 适用 于 所 有 解析 次 椭 辕 微分 算 子 ， 把 它 叙述 得 
更 具 一 般 性 , 砚 是 

命题 12.1 令 9 是 有 "的 一 开 子 集 , 已 是 在 乘积 集合 人 ER:; 四 
< 2? x2 中 定义 的 关于 变量 tz 的 线性 偏 微分 算 子 , 它 有 解析 系 
数 ， 阶 为 mm>0.， 若 卫 是 解析 次 椭圆 的 , 且 孙 数 f(t %) 在 上 述 乘 
积 集合 中 是 解析 的 , 则 问题 

(12.10) Pu=f, wEQ, |t|<T, 

(12.11) (S$ ) wwe), j=0,… mm 一 1， 当 t=0,wEQ 时 
没有 (六 义 阔 数 ) 解 ,除非 所 有 的 初始 数据 都 是 2 中 的 解析 函数 . 
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这 个 讨论 也 澄清 了 Fup1ece 算 子 的 情形 ， 当 已 =4 时 , 对 于 一 
般 的 数据 WE C" (2)， j 一 0, 1，Cauchy 问题 (我 们 这 样 称呼 它 ) 
(12.10) 一 (12.11) 将 无 解 . : 

我 们 再 来 考察 热 导 方程 ， 在 此 情形 , 变换 后 的 方程 为 


(12.12) Elm ), 
若 取 f=0, 则 (12.12) 的 所 有 解 具有 形式 
(12.18) ds, © 一 入 的 exzp( 一 直上 9 


当 一 全 <t<0 时 关于 寺 它 不 是 缓 增 的 ， 除 非 对 任何 TT<T， 
Wo(e)exp (2 | 9 是 缓 增 的 ， 这 就 要 求 vo(e) 是 解析 的 ， 事 实 上 ， 
wo (o) 可 延 拓 为 复 空间 Ce 上 的 一 整 函 数 ， 另 一 方面 ,对 于 >>0, 只 
要 是 缓 增 的 ， 则 (12.13) 关 于 二 也 是 缓 增 的 . 虽然 这 只 是 间接 
论据 ， 但 是 它 似乎 还 是 指出 ， 当 + 大 于 零 时 我 们 也 许 能 解 此 
Oauchy 问题 , 而 当 t 小 于 零 时 则 不 能 、 我 们 在 这 里 遇 到 的 是 某 种 _、 
典型 情形 ， 即 对 于 “ 单 侧 Oauchy 问题 ” 更 明确 些 ， 对 于 前 向 
Cauchy 问题 具有 可 解 性 ， 而 对 于 “ 双 侧 Cauchy 问题 ”不 具有 可 和解 
性 的 情形 ， 这 个 讨论 仅 适用 于 解 的 存在 性 ,并 且 , 通过 更 严格 的 分 
析 它 将 得 到 证 实 。 对 于 解 的 唯一 性 ,我 们 已 经 有 了 提示 , 它 将 不 再 
适用 .为 此 ,我 们 参阅 例 3.1: 取 2 为 原点 在 BR! 中 的 余 集 的 任 一 
开 子 集 ; 在 例 3.1 中 用 了 了 (%, 四 表示 的 函数 在 QXxR! 中 是 (%, 引 的 
0O” 函数 , 当 上 +<0 时 它 恒 等 于 零 ,因而 它 满足 


(12.14) F- -和 -0 当 t-0, wEQ 时 ， 
目 为 齐 次 热 导 方程 z 

(12.15) AF 在 Qx 及 1 中 
的 解 . 


如 果 替 代 热 导 方程 , 我们 考察 Schr6dinger 方程 , 则 将 面临 不 
同 的 情形 .此 时 , 变换 后 的 方程 为 
1 Bu 


(12.16) FP +lél -70, &). 
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(12.16) 的 Riemann 函数 是 . 
(12.17) exp(—2%(t—t) |¢|?), 
对 于 所 有 的 实数 1 t, 它 是 缓 增 的 ， 这 暗示 了 对 于 双 侧 Qauchy 问 
题 , 解 总 是 存在 的 一 一 无 论 如 何 , 当 t=0 时 的 Cawchy 数据 Uo(%) 
是 绥 增 的 时 候 ， 解 总 是 存在 的 ， 没有 另外 的 限制 ， 唯 一 性 不 成 立 
(习题 12.8). 与 比 有 关 , 我 们 注意 到 , 热 导 方程 和 Schr6dinger 方 
” 程 有 一 个 共同 的 重要 特征 ， 即 ， 它 们 关于 t 的 导数 的 阶 都 等 于 1 
而 它们 的 总 体 阶 为 3. 正如 有 关 唯 一 性 的 主要 定理 一 一 Holmgren 
定理 21) 将 要 指出 的 那样 (也 参阅 习题 12.1 到 12.3), 这 是 事情 
的 本 质 . 

最 后 , 但 不 是 最 不 重要 的 , 是 波动 方程 变换 后 的 方程 


2 上 | 7 ©) 


的 Riemann 函数 是 因数 
sin(|€| (t—#’)) 

Ié| ” 
对 于 任何 t#E€ 了， 它 是 缓 增 的 .再 者 , 波动 方程 关于 上 十 的 导数 的 
阶 为 2， 与 其 总 体 阶 相同 ， 在 这 里 ,我们 可 以 期 望 Qauchy 问题 的 
解 的 存在 性 和 唯一 性 . 在 一 个 空间 变量 的 情形 , 这 已 被 我 们 所 熟 
悉 的 分 析 证 实 了 , 而 通过 基于 已 收集 于 $87 和 8 中 的 信息 的 严格 
的 分 析 , 它 (对 于 任意 数目 的 空间 变量 ) 也 将 得 到 证 实 ， 


(12 .18) 


(12 .19) 


习题 


12 .1 9 为 一 位 于 地 <0<1 中 的 数 ， 证 明 . 


(12.20) F(t, 2) =- 全 explirt in)1/2g — (1T)” lav 
确定 了 一 个 BR 中 的 0” 函数 , 它 是 齐 次 热 导 方程 
(12.21) 人 一 与 六 (在 及 ? 中 ) 


的 解 . [注意 ， 我 们 总 是 用 “自然 的 方式 ”来 选取 分 数 寡 o 的 分 枝 ; 在 正 半 实 
轴 上 取 正 值 .] : 
12.2 利用 Cauehy 积分 定理 , 证 明 在 (12.20) 中 定义 的 函数 也 等 于 
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(12 .22) -i exp(—st— g/m ds 


一 他 一 Yo 


( 复 积 分 是 在 垂直 的 直线 Res= 一 上 进行 的 , 这 里 a 是 一 任意 正 数 ). 由 此 
得 到 ,存在 一 个 不 依赖 于 a>0 的 常数 0>>0, 使 得 
(12.23) [F(t, x)| <Cexplat +Ca’) 
(人 允许 C 依赖 于 x, 但 是 当 4 有 界 时 CO 也 有 界 ). 从 (2. 23) 得 到 , 当 i<0 时 
F(t, T)=0. 

.12.3 修改 习题 12.1 和 12.2 中 的 论证 , 构造 Schr6dinger 方程 


的 一 个 解 F(t, x), 它 在 全 平面 中 是 (t,x) 的 0” 函数 ,而 在 半 平 面 1<0 中 它 


但 等 于 零 ， 


12.4 在 (12.20) 中 国定 1>0，、 当 zx“ 趋 于 + 上 + ee 或 趋 于 一 oo 时 (1, zx) 的 


性 状 如 何 ? 

12.5 令 PLé&, 7) 是 两 个 变量 的 m 次 复 系数 多 项 式 ， 假 设 0, 7) 的 次 
数 专 m 一 1[ 但 是 PCE, 5) 的 m 阶 偏 导数 中 至 少 有 一 个 非 零 ]。 利用 Puiseux 
定理 , 并 推广 习题 122.1 和 12.2 中 的 论证 , 证 明 : 存在 了 中 心 2) 的 一 个 0” 
函数 (t,x), 当 t<0 时 它 恒 等 于 零 , 且 在 整个 平面 中 它 满足 齐 次 方程 


2 3 
(12.25) - P( 总 ， 二 ) 一 0. 
12.6 今 4 是 一 复 mxm 答 阵 , 考虑 RR? 中 的 Cauchy 问题 
(12.26) =4 型 ， ah-o=ao(o， 
[HH 


其 中 黑体 字 表示 复 m 向 量 ， 证 明 , 若 4 是 自 伴 的 , 即 4=4*= 坝 , 则 对 每 个 
uo 饶 多 (O")[ 这 里 YCC") 为 关于 zz 的、 取 值 于 C” 中 的 缓 增 广义 函数 空间 
( 即 复 必 向 量 的 空间 , 向 量 的 分 量 是 关于 x 的 缓 增 广义 函数 )], 问题 (12.26) 
有 唯一 解 , 它 是 坟 在 Ri 中) 的 0” 函数 , 取 值 于 空间 C6") 中 . 

12.7 假设 习题 12.6 中 的 和 矩阵 4 有 互 不 相同 的 特征 值 . 证 明 : 若 这 些 
特征 值 无 一 为 实 的 , 则 仅 当 muoCz) 是 了 的 解析 函数 时 , Cauchy 问题 (13.26) 才 
有 解 . ~ 

12.8 如同 在 习题 12.7 中 一 样 ,假设 矩阵 4 的 特征 值 互 不 相同 . 证明， 

车 这 些 特征 值 皆 为 实 的 ， 则 对 于 Ri 中 任意 的 连续 话 数 Wo, Cauchy 问题 
(12.26) 总 是 有 解 。 给 出 此 解 的 一 个 明显 的 表达 式 ， 并 用 此 表达 式 求 出 它 的 
支 集 , 假设 当 |z| <1 时 ae(z)>0 而 当 jz|>1 工 时 uCz)=0. 


一 
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12. 9 考虑 Cauchy 问题 


“(19.27)。 代 =Mdww 在 RH 中， wlio~tobw) 在 Br 中 ， 
其 中 wow) EL2(B")( 同 样 地 ， 我 们 也 可 取 wu 为 缓 增 广义 函数 )， 证 明 ， 产 
1> 0, 则 问题 (12.27) 有 解 , 它 是 "+! 中 的 广义 函数 ,事实 上 , 当 !##0 时 它 是 

解析 函数 . | 


13. 波动 方程 的 整体 Cauchy 问题 ， 
解 的 存在 性 和 唯一 性 


在 这 一 节 中 ,我 们 研究 下 述 Cawuchy 问题 : 


Ow 十 


(18.2) 当 t-0 时 ，w= 8) 和 Bu wo) 在 及" 中 


“对 于 一 类 非常 一 般 的 数据 / 和 wo， 我 们 将 证 明 解 zt， z) 的 存 

在 性 和 唯一 性 .暂时 , 对 数据 先 作 一 较 强 限制 的 假定 : 

(G3.83) 。 f(t, 2) 是 BB"++ 中 (tz) 的 0” 函数 ,其 支 集 

包含 在 某 个 圆柱 {(%, 作 ; |z| <B} 中 

(13.4) wo U4 是 BR" 中 vz 的 0O” 函数 ,有 紧 支 集 . 

在 这 样 的 情形 ， 我 们 可 在 (13.D 和 (13. 轨 中 关于 “施行 了 ourier 
变换 ， 得 到 

(13.5) unt [€|2w=f0, é) 在 及 1x 了 及, 中， 

(18.6) (0 自 = Hl0, © = 在 BR, 中 ， 

其 中 下 标 表 示 微 商 . z 

”为 了 用 f 和 wo, ww 表示 ww, 应 用 公式 (11.14)， 在 $7 中 我 们 . 

已 经 计算 了 Uzi(t, 纺 ， 即 


(03.7) Uk, -E00 纪 ; 
因为 [参阅 (11.15)，(G11.16)]UoG 0) 是 
(13 .8) Vaut|élV = 0, V is o=1, Vils=0=0 


的 解 ,我 们 就 立刻 得 到 
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(18.9) Uolt, 0) ~cos(]€1). 

由 (11.14) ,我 们 有 

(18.10) 多 (, 2) 二 力作)eos(| 有 四 十 太后 人 


sin (|&1 (4—t)) 
+ HOPE de. 


首先 取 t>0. 则 我 们 可 写 
(13.11) . 


Ht, © = h(E HD in (EID 4 0 CD 


Fe OAH- EA Le at. 
注意 , (13.11) 的 右 端的 第 一 项 等 于 
{Oe} 
由 此 ,对 于 1>0，(13， 史 可 必 为。 
(13.129) f(t, 站 一 各 的 S$ Bl, E+ (été 
+{HOF, OH} «FB,, ), 
其 中 * 意味 着 卷 积 只 关于 + 计算 ， 对 于 1<0, 我 们 有 


(13.18) fl iO) Dt, 
+{H(-D7G, OF* BG, 
在 这 些 公式 中 , 娘 ; (或 者 ,万 ) 是 波动 方程 的 支 集 在 前 向 (或 者 ,后 ~ 
向 ) 光 锥 中 的 基本 解 ， 马 ; (或 者 ， 信 -) 是 其 关于 % 的 Fourier 变换 
[ 记 住 育 , 一 育 -sin(|E| 引 /ls|]. 关于 vw 施行 Fourier 逆 变 搞 ， 
得 到 
(18.14) wlé, %) ~ vol®) 一 ) ti (8) * ( 盏 :一 盏 ) 
+{HOf, 0)} > B, 
+{H(-DfG, 2)} # B. 
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一 旦 写 下 这 个 公式 ,下 述 事实 就 成 为 显然 的 了 : 加 在 数据 上 的 限制 
条 件 (13.3) 一 (13. 和 有 很 多 可 解除 ， 事实 上 ， 当 wo(%), wi(%) 是 
RB* 中 的 任意 广义 函数 , 且 当 f(t zz) 是 的 连续 函数 取 值 于 关于 zx 
的 广义 函数 空间 多 ’ (BD) 中 时 ，(13.14) 中 的 卷 积 就 有 意义 。， 这 是 
因为 对 每 个 1 作为 2 的 广义 函数 的 召 ; 和 卫 ,它们 的 支 集 包含 在 
球 |z|<| 计 中， 至 于 关于 上 的 卷 积 ， 它 们 有 意义 ， 因 为 至; 和 
五 (Dj %) 的 支 集 都 包含 在 半空 间 t 汪 0 中 ,而 如 -和 HH( 一 人 了/， 
2) 的 支 集 都 包含 在 半空 间 1<0 中 (回忆 一 下 ， 在 实 直线 上 支 集合 
于 半 直线 t 之 0 中 的 广义 函数 形成 一 个 卷 积 代数 ). 
这 样 ， 公 式 (13.14) 就 拓 广 到 相当 一 般 的 数据 [唯一 的 限制 是 
f(t, 0) 为 1 的 连续 函数 ， 取 值 于 Bs 中,]. 但 我 们 可 以 间 ， 由 
(13.14) 给 出 的 w(t 2) 是 否 满 足 (13.1) 和 (13 .2) . 它 满足 (13 .1 
是 显然 的 ， 我们 来 验证 (13.2). 令 Q 表 示 BR?* 的 一 有 界 开 子 集 . 
- 著 | 引 < 了 , 则 视 作 ” 的 广义 函数 的 


B,, B., (号 )@， 本 


它们 的 支 集 包含 于 开 球 |z| < 中 .用 Or 表示 到 9 的 距离 不 超 
过 了 的 点 2ER" 的 集合 。 令 aE€05(B”), 在 lr 中 =1 而 在 
Qrre(8 放 0) 外 a 二 0， 由 卷 积 的 康 知 性 质 ,我 们 看 到 
(13 .15) 若 | 计 一 ,zcEQG 则 
ut 办 = fw 人 # {5 BB) 

+ {a(w)u(w)} * ( 奋 , 一 至 ) 

十 { 瑟 芒 a(Go)F v)} B+ 

t+{H(-Oa() ft, ot)} * BH-. 
此 公式 的 右 端 有 点 类 似 于 在 假设 8.8) 和 (18. 和 4 下 的 公式 (13 .14) 
的 右 端 ， 在 这 里 , ew)wo(%) ,alw)wz(wm) , alw)f(t, wp) 末 必 是 光滑 
函数 .但 是 它们 关于 “的 支 集 都 包含 在 一 固定 的 紧 集 中 . 因而， 
由 Paley— Wiener 定理 ， 它 们 关于 mw 的 Fourier 变 焕 是 8 的 解析 
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函数 .在 这 里 , (13.10) 型 的 公式 也 成 立 ， 自 然 ,我 们 必须 用 v;(2) 
一 a(2)w(w) 人 代替 ww(w) (j=0, 1)， 用 g(t, zw) =a(z)f(t, z) 代 壹 
f(t 2), 并 且 用 等 于 (13.15) 右 端的 v2G, 2z) 代 替 w(t, xz)，、 假 设 f 
是 取 值 于 2; 中 的 1 的 连续 函数 ， 虽 g 是 取 值 于 w 的 缓 增 广 义 函 
数 空间 .”“ 中 的 十 的 连续 函数 ,而 9 人 (4 名 是 取 值 于 .9 中 的 二 的 
连续 函数 . a 10) 我 们 看 到 ， 当 刀 >0 时 在 .74 中 心 络 名 收敛 
于 v0 (€), / : 
(13 .16) a 6) = —v0(é) |€|sin(|él) + 各 (Eycos(|E| 有 D 


+ | GG, €)o08( El GG—t)) a 


收敛 于 21(6) ,这 就 蕴涵 着 , 当 i->0 时 ,在 9 中 的 广义 函数 的 意义 
下 ， w(t, vw) 收 全 于 wo (2) ， w(t, 2) 收敛 于 wi (2). 因为 2 是 及 ” 的 
任意 的 有 界 开 子 集 , 所 以 这 个 收敛 性 在 及 * 中 也 是 成 立 的 ， 此 外 ， 
(13.16) 指出 ，w(t, 2) 是 取 值 于 2'(B") 中 的 t 的 0! 函数 ， 因 而 
(参阅 命题 芽 .2), w(t, sv) 是 取 值 于 '(B") 中 的 t 的 0 函数. 

读者 将 注意 到 ， 我 们 在 这 里 处 理 的 是 取 值 于 (无 限 维 ) 局 部 凸 “ 
空间 , 例如 多 ’(B") 中 的 可 微 函数 ， 关 于 到 值 于 Banach 空间 中 的 
可 微 函数 , 参看 $ 89. 若 召 是 一 局 部 凸 Hausdorff 空间 ， 特 别 地 ， 
它 也 是 一 拓扑 空间 , 这 时 我 们 就 知道 定义 于 另 一 拓扑 空间 下 中 且 
取 值 于 吾 中 的 一 连续 函数 了 的 含义 . 车 王 是 实 直 线 或 Enaclid 空 4 
闻 及” 的 一 开 子 集 ， 则 可 以 定义 在 互 的 点 处 的 导数 ， 或 了 的 梯 
度 . 例如 考虑 了 一 Bi 的 情形 , 用 t 表示 及 + 中 的 变量 ， 则 当 有 #0 
趋 于 零 时 ,天 (to) =limh4ff (to 十 及 一 f(to)]， 与 经 典 的 情形 相 比 
较 ,唯一 的 不 同 是 ,收敛 性 是 在 召 中 考虑 的 ,而 在 召 中 用 自然 的 方 
式 赋 予 其 各 种 拓扑 ， 例 如 ， 强 (或 原始 ) 拓 扑 或 弱 拓 扑 ac( 百 ， 到) 
在 本 书 中 我 们 大 多 用 强 拓扑 一 一 在 Banach 空间 中 这 意味 着 由 范 
数 确定 的 拓扑 、 在 空间 多 ' 或 .97'( 缓 增 广义 函 数 空间 ) 中 ， 它 没有 
任何 差别 : 对 序列 或 具有 可 数 基 的 滤 子 (fiter) ( 它 是 被 包含 在 导数 
的 定义 之 中 的 ) 来 说 , 它 等 价 于 多 ' 或 9 中 的 弱 拓 扑 、 这 样 , 说 依 
赖 于 实 变量 i 例如, 在 某 个 区 间 ]to, 刀 [ 中 ) 的 广义 函数 全 的 是 连 
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续 可 微 的 ,或 者 , 是 Cx(0<4< +co) 的 , 和 说 对 于 任何 给 定 的 试验 
函数 WE O7， 纯 量 函 数 (了 (从 ， 只 是 连续 可 微 的 或 者 是 0* 的 ， 这 
两 件 事 是 一 样 的 ， 当 了 人 是 缓 增 的 并 被 视 作 取 值 于 .9Y' 中 时 ,这 
也 是 有 效 的 .以 后 将 要 用 到 而 现在 必须 回忆 的 一 个 事实 是 ,在 BR” 
的 一 开 子 集 有 中 定义 上 且 为 CO” 的 函数 户 它 取 值 于 另 一 空间 及 * 的 


开 子 集中 的 C” 图 区 空间 中 就 和 乘积 XX XY 了 中 的 Cr 函数 是 . 


~ 一 一 回 事 . 
现在 考虑 Rer 中 的 广义 函数 h(t, z)， 它 取 值 于 9' (BR) 中 ， 
是 的 Oa 函数 , 且 满 足 : z 


(13 .17) ha 一 4sh 一 0 在 BR"*? 中， 

(13 .18) h= 有 一 0 在 BR’ 中 , 当 t=0 时 . 

令 hi(t, 2) == 耳 (h(t, 2)， 从 Leibniz 公式 和 初始 条 件 (13.18) 
立刻 得 到 ， 

四 (Br) m= Hh - 
因而 

(13 .19) (三 ) hi 一 Lohr 一 0 在 了 及 "ft 中. 


因为 h 的 支 集 包含 在 半空 间 >0 中 , 因而 先前 在 公式 (13.14) 中 
关于 卷 积 的 讨论 在 这 里 也 适用 ， 现 在 可 以 写 
O0= Brix*(Dh) = (DBE)*h;, =h1, 
其 中 口 表示 波动 算 子 ， 这 就 证 明了 解 v(t, 2z) 的 唯一 性 , 而 前 面 已 
“、 证 明了 它 的 存在 性 ， 总 括 起 来 ,有 | z 
” 定理 18.1 令 wo, wi 是 BB" 中 任何 两 个 广义 函数 ，f(t, z) 是 1€ 
Ri 的 任 一 连续 函数 , 取 值 于 2'(BR2) 中 . 则 Cauchy 问题 (13.1) 一 
(13.2) 有 了 唯一 解 w(t, zw), 它 取 值 于 B'(BR?) 中 ,是 的 02 函数 . 它 
由 公式 (13. 14) 给 出 . 
公式 (18.5) 和 (13.16) 还 证 明了 ， 当 数据 是 Cr 函数 时 ， 解 的 
O” 性 亦 真 : 
定理 18.2 令 wo, wz 是 Rr 中 任 两 个 0” 函数 ，/ 是 了 ?it 中 任 一 
CO- 函数 ， 则 由 公式 (13.14) 给 出 的 问题 (13. 了 D 一 (18.2) 的 解 也 


到 一 
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是 及 "中 的 Cr” 函数 . 

应 该 这 样 来 理解 定理 13.2, 它 绝 非 是 一 个 次 椭圆 性 的 结 果 ， 
它 不 是 关于 (13 .1) 的 每 个 解 的 正规 性 的 命题 而 仅仅 是 关于 
(13.1) 的 唯一 解 的 命题 , 它 也 满足 (18 .2). 

与 其 对 于 有 具有 C0” 数据 的 Qauchy 问题 去 求 0C” 解 ， 倒 不 如 用 
具有 某 种 类 型 限制 的 正规 性 的 数据 去 求 具有 尽 可 能 好 的 正规 性 的 
解 ， 及" 中 所 谓 的 Sobolev 空间 提供 了 关于 wz 度量 正规 性 的 一 个 好 
方法 .用 平方 可 积 性 作为 零 级 正规 性 来 度量 ， 则 正规 性 的 级 可 为 
任何 实数 s; 若 s 是 一 正 整 数 , 则 说 久 是 :级 正规 的 , 即 久 的 所 有 阶 
数 <<s 的 导数 都 是 7 函数; 若 s 是 一 负 整 数 ， 则 说 % 是 s 级 正规 
的 , 即 包 是 一 个 [函数 的 阶 数 <s 的 广义 导数 之 和 ， 这 个 途径 的 
最 大 的 好 处 是 , 在 空间 LC(R") 中 Fourier 变换 很 和 有效， 我 们 可 以 
充分 利用 Plancherel 定理 . 这 聊 使 我 们 在 s 不 是 整数 的 时 修 能 
够 定义 正规 性 的 级 . s 阶 的 Sobolev 空间 HS(BR”) 的 形式 定义 如 
下 : 
“定义 18.1 BR" 中 的 缓 增 广义 函数 入 称 为 属于 及 : (BR"), 车 关于 测 
度 G 二 El w 的 Fourier 变换 4 是 平方 可 积 函 数 . 

或 们 再 说 一 遍 , 这 里 s 可 以 是 任何 实数 ， 在 HH*(BR") 中 令 范 数 
为 


CE 


我 们 可 以 把 玉 = HH'(R") 变 成 一 Hilbert 空间 . 用 .多 表示 及 "中 
的 Fourier 变换 ,并 用 .多 一 表示 其 道 变换 ， 我 们 可 以 引进 算 子 
(13 .21) Tw 一. 多- RN 

我 们 看 到 ,到 是 从 HH’ 到 有 ?= 上 的 一 个 等 距 算 子 ; 通过 

是 也 的 一 个 复 本 . 令 Se 了 "中 的 Or 函数 2 的 空间 ， 和 
” 何 多 重 指数 a 和 整数 ,在 无 穷 远 处 |Drg| 下 降 快 于 |w|*. Fourier 
变换 是 从 .9 (赋予 其 自然 的 拓扑 ) 到 .9 上 的 同 构 ， 另 一 方面 , 有情 
以 人 -HiEl9w2 的 运算 显然 是 从 .9 到 其 自身 上 的 一 个 同 构 ， 这 
样 , 我 们 就 得 到 7* 是 从 .9 到 其 自身 上 的 一 个 同 构 ， 事实 上 , 当 。 


\ 
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变化 时 , 算 子 TI 形成 9 的 一 个 单 参数 的 自 同 构 群 ， 特 别 地 , 7 
把 CI 有 映 到 ICH 上， 因为 7 是 一 等 距 算 于 , 且 乡 在 严 
中 稠 , 我们 就 得 到 下 面 要 用 的 结论 : 
命题 13.1 R" 中 在 无 穷 远 处 速 降 的 0” 少数 空间 在 每 个 HH 
空间 (5 为 实数 ) 中 笛 . 
因为 试验 函数 空间 Oz 在 .7 中 称 ， 因而 它 也 在 每 个 五 * 中 秽 
(关于 Sobolev 空间 的 更 多 的 研究 , 参看 88 24 和 25) . | 
我 们 现在 回 到 公式 (13.10). 用 (+ iEl)2 冬 (13.10) 的 两 - 
GE supl, 1) 
因而 ,由 (138.20)， : 
G3.22) ult, < hlst2snpl, It)) hale 


+2| Go hessupll, li—# Dae. 


因为 0 在 琅 中 秽 , 这 就 指出 了 , 当 wwE H', WwE H", 是 1 的 
连续 函数 , 取 值 于 五 * 开 时 , 公式 (3.10) 仍 有 效 ， 然 而 , 因此 而 说 
wu 是 + 的 0 函数 , 取 值 于 妃 *, 那 是 不 对 的 : 例如 ,车 将 (13.10) 对 1 
微 商 一 次 , 如 同 (13 .16) 一 样 , 出 现 了 一 个 新 因子 |5| .这 样 , 若 上 
面 提 到 的 假设 成 立 , 则 w 是 i 的 连续 函数 , 取 值 于 H*? 中 ， 我 们 
有 
(13 .23) 


CAI SL A 


我 们 可 以 把 这 个 论证 推进 一 步 ,因而 可 以 证 明 
定理 18.8 假设 wwEH, wu€EH”?， 且 f 是 t€ Ri 的 连续 隐 数 ， 
取 值 于 H 中, 则 (13.1) 一 (18.2) 的 解 是 雪 的 0* 函数 ， 取 值 于 
H:*(k=0, 1, 2) 中 . 

更 一 般 地 , 有 
定理 18.4 假设 wEH', wu€EH'", 且 J 是 1 的 0” 函数 , 取信 于 
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J 中， 则 (13.1)-- 03.2) 的 解 双 是 二 的 OF 函数 ， 取 值 于 Hs* 
(k 一 0, 1，…,，m 十 2) 中 . 

在 此 ， 讨论 解 必 对 于 数据 的 依赖 性 是 惯例 ， 而 解 的 存在 性 和 
唯一 性 已 由 上 面 几 个 定理 所 断言 ， 这 用 闭 图 像 定理 就 能 容易 地 办 
到 ,只 要 注意 到 公式 (13.14) 有 下 述 显然 的 推论 : 
定理 18.5 觅 射 
(3 .24) (xzo， uw, Pu 
是 从 三 重 积 ”2'(B”) x 2'(R") x O°(R!, 2' (BR’)) 

到 C (RN 9'(B2)) 中 的 一 个 连续 线性 映射 ， 其 中 尺 由 (13.19) 给 
证 明 ”只 需 应 用 公式 (13.15) 即 可 ， 它 将 证 明 归 为 Wo， 岂 有 紧 支 
集 ， 同 时 supp f 在 2 变量 的 空间 了 及" 上 的 投影 是 紧 集 的 情形 ， 然 
后 关于 2 施行 Fourier 变换 并 验证 公式 (13.10), 一 一 那 是 显然 
的 ，. | 证 毕 ， 
因此 我 们 立刻 得 到 下 述 结果 ，. 

.定理 .13.6 映射 (13.24) 是 从 

Cr=( 了 及” xO”(R*) x O~(R"'!) 
到 C0~(R"+!) 中 的 一 个 连续 线性 映射 。 

事实 上 ， 容易 看 到 这 个 映射 的 图 像 是 闭 的 (参阅 注 15.1)， 因 
而 , 由 闭 图 像 定 理 , 此 映射 是 连续 的 ， 类 似 地 , 我 们 证 明定 理 13.3 
的 下 述 推广 ; 
定理 18.7 映射 (13.24) 是 从 

Hs(R") x Hs IR") xO (Rl; H* 1(B’)) 
到 z MN ,0B HAH YR")) : 


， 中 的 一 个 连续 线性 映射 

”回忆 一 下 , 车 Q 是 BR" 的 一 开 子 集 , 而 站 是 一 Banach 空间 ， 
则 空间 0*(Q; 下 ) 被 赋予 在 2 的 每 个 紧 子 集 上 ,函数 及 其 阶 数 < 
的 所 有 导数 的 一 致 收敛 折 扑 ， 我 们 再 回忆 一 下 , 交 4 站 B 的 拓扑 
是 如 下 定义 的 : 一 集合 为 4NnB 中 某 点 的 邻 域 ,车 对 于 4 在 ANnB 


~ 
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上 诱 寻 的 拓扑 ,或 对 二 BB 在 4 5B 上 诱导 的 拓扑， 此 集合 为 该 点 
的 邻 域 . 

习 是 
13.1 在 公式 (12.3) 中 ， 假 设 由 和 刀 都 有 紧 支 集 ， 证 明 ，(12.3) 竺 


价 于 C13.10), 其 中 %=1 和 f=0. 


13.2 令 0 表示 单位 贺 周 荆 上 的 角 变 量 ( 这 样 , 9 即 从 0 变 到 2x)， 用 
Fouri ier 级 数 展 开 式 , 解 Cauchy 回 题 


O22 _ 2% 
13.2 -一 二 一 下 1，0< 和 6< 和 2 
(13.25) Fa: ER, 0<0<2n 


4. 


2 一 wu(9)， 当 1-0, 0<9<2n 时 ， 


其 中 如 和 是 0( 在 荆 上 ) 的 两 个 0” 防 数 . 当 ww 和 妇 是 上 任何 两 个 广 
义 肖 数 时 ,用 同样 的 方法 求解 。 比 较 (12.3) 和 (13.10). 

13.3 用 与 习题 13.2 相同 的 记号 ， 对 于 Cauchy 问题 (13.25) 一 -(13.26) 
提出 与 定理 13.4 类似 的 定理 (特别 地 ， 读 者 必须 定义 在 单位 圆周 荆 上 的 
Soboley 空间 吾 *), | 

13.4 用 与 习题 13.2 相同 的 记号 , 显 式 地 解 问题 (13.25) 一 (13.26), 其 
中 zx=0, oa 一 8(0)，6(6) 为 单位 圆 届 和 上 的 Dirae 广义 函数 ( 即 在 9=0 处 
的 质量 +1)， 再 考虑 实 直 线 上 的 周期 广义 函数 5， 它 等 于 区 间 一 2r<t<2r 
中 的 Dae 测度 ， 应 用 公式 (13， 3) 和 (13.10) 解 当 w=0, 届 =6 时 的 Cauchy 


-问题 (12.1) 一 (12.2). 


13.5 考虑 1 之 2 时 的 Cauchy 问题 (13.1) 一 (13.2). 假设 数据 f, wo， 
ui 是 xER? 的 旋转 不 变 函 数 , 即 它们 只 是 1z| 的 函数 ， 证明, 此 时 解 双 也 只 是 
1z1 的 函数 (对 于 固定 的 时 刻 分 ， 还 证 明 , 可 以 简化 公式 (13.14), 使 它 包含 积 
分 , 更 一 般 地 , 包含 一 表达 式 , 其 中 只 出 现 变量 t 和 |x|， 应 用 在 § 8 的 附录 中 
计算 的 召 ; 的 表达 式 ,在 n=2, 3 的 情形 , 把 上 述 简化 显 式 地 写 出 来 . 

13.6 考虑 Klein-Gordom 算 子 


《13.27) Kn, = — det ne. 


当 m 号 实数 ，m 半 0 时 , 给 出 类 似 于 (13.7) 和 (C13.9) 的 公式 验证 定理 13.1 
的 证 明确 实 可 推广 到 这 个 情形 , 从 而 把 定理 13.1 推广 到 这 个 情形 ， 当 和 是 
任何 复数 时 , 定理 13.1 仍然 成 立 吗 ? : . 
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Cuuchy 问题 13.0 一 (413 .的 解 双 的 存在 性 和 唯一 性 已 在 
定理 13.1 中 全 述 , 这 个 解 么 是 问题 
(14.1) 02 _ jw-0 在 了 ri 中， 


(14.2) 3 t=0 时 , %=wo(%), 一 只 (zx) 在 了 及 "中 


O22 n+1 
(14.8) 3 A ft z)， 在 及 中， 


(14.4)1 当 t=0 时， w=0， 


OWw 


=0 在 及 "中 


”的 解密 的 和 w+w， 稍 加 思索 即 易 指 出 这 两 问题 的 每 一 个 的 意义 ，_ 


在 第 一 个 问题 中 , 具有 某 个 初始 强度 和 某 个 初始 传播 速度 , 在 零 时 
刻 生 成 了 一 个 振动 现象 ， 然 后 它 就 通过 一 个 没有 其 它 扰 动产 生 的 


介质 向 着 将 来 和 过 去 两 方面 传播 . 在 空间 和 时 间 的 任何 给 定 的 


点 , 函数 2 度量 着 振动 的 振幅 和 相 。 在 问题 (14.3) 一 (14. 分 中 , 没 
有 “初始 脉冲 ”: 但 是 在 介质 中 , 在 某 个 区 域 中 (那里 有 “ 源 "? 和 “ 字 ”) 
产生 一 个 “ 场 ”?， 在 某 种 程度 上 区 域 随时 间 而 变 ，w 度量 最 终 的 振 
动 . : 

分 开 来 研究 这 两 个 问题 较为 方便 ， 我 们 将 主要 考察 前 者 ， 
“(14. 了 D 一 (14.2)， 它 的 解 由 (13.14) 给 出 ; 


(14.5) bt, 0) =uo(0) (BB) tua(e) * (EB, —B), 


例如 , 我 们 在 半空 间 1>0 中 考察 2. 在 那里 我 们 有 


2 


(14.6) v(t, %) 一 Vo lV) * * 十 1 (2) 2 * EB.. 


t 在 这 一 节 中 , 除非 另 有 声明 ,否则 如 和 tn 总 表示 R" 中 两 个 广义 函数 ,了 《$2) 
表示 Ri 中 的 t 的 连续 函数 , 取 值 于 (Rn) 中 ， 


- 一 
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定理 14.1 邻 Q 是 Br 的 任 一 开 子 集 ，t 是 大 于 零 的 任 一 数 。 则 
v(t, wp) 在 中 的 值 具 依 赖 于 vo 《zw) 和 wi(w) 在 集合 

Q;:= {rE R';, dist (w, Q) 一 颁 
中 的 值 . 
证 明 ”只 和 需 证 明 , 若 w 和 名 在 0Q; 中 都 为 零 , 则 w(t, ww) 在 8 中 为 
” 零 即 可 ， 在 这 样 的 情形 ,我们 有 z 


Supp 。 (ww * 2 + ) Csuppz Wot suUpPps EB, COQ+supps Bi, 


其 中 sup Ps 表示 广义 函数 关于 wv 变量 的 支 集 (t 是 固定 的 ); 4+B 
表示 及 " 的 子 集 4 和 B 的 向 量 加 法 ， 记 住 ， 作 为 2 的 广义 函数 的 
万 ; (w, ) ,其 支 集 包 含 在 球 |z| 志 t 中 ,我 们 有 : 
SUpp: (wu * 2 )c 02. 
对 于 由 x 本 ,类 似 的 包含 关系 也 成 立 ， 证 毕 ， 
上 面 的 叙述 通常 称 为 关于 影响 域 的 定理 ， 可 以 用 下 述 方式 来 
构 作 开 集 2;: 把 Q 视 作 Re+i 的 一 子 集 ,包含 在 对 应 于 t 时 刻 的 超 
平面 中 ， 即 , 把 2 等 同 于 ={(%w, 引 ;%E0}， 令 Qr 表 示 顶 点 在 
6 中 移动 所 产生 的 所 有 后 向 光 锥 的 并 集 . 则 0: 即 为 Qr 与 相应 于 
时 刻 零 的 超 平面 的 交集 (看 图 14.1). 


14.1 | . 
折 且 假设 ww 入 是 BR"* 中 的 0” 函数 ， 那 么 上 面 关于 影响 域 


的 考察 可 做 得 更 在 确 : 对 于 固定 的 如 v(t, 办 在 各 处 的 值 (现在 “ 
是 卫 "+ 中 的 Or 函数) 只 依赖 于 we 和 也 在 球 jz 一 co| < 中 的 值 . 
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这 可 以 从 (14.6) 中 的 卷 积 直接 加 以 验证 ， 不 然 也 可 以 应 用 定理 
14.1, 并 令 人 收敛 于 点 wo， 其 实 ,对 于 这 个 要 作 的 论证 ,wo 入 不 
需要 是 0” 的 : 它们 必须 有 使 2 为 (tz) 的 连续 函数 的 足够 的 正规 
性 . 

在 适当 的 时 候 上 面 的 讨论 可 以 倒 过 来 ; 与 其 问 ; 在 空间 的 某 个 
区 域 中 在 一 给 定 的 时 刻 观 察 到 的 现象 产生 于 何 处 , 不 如 问 ; 在 某 个 
集合 中 在 零 时 刻 发 生 的 现象 将 影响 什么 区 域 ， 更 严格 地 , 这 就 是 
问 ， 知 道 了 w 和 冯 的 支 集 包含 于 下 中 ,那么 v(t, ww) 的 支 集 是 什 
么 ?自然 ,在 半空 间 i>0 中 ， 
(14.7) snppo CK +supp BB,, 


其 中 KK 已 被 等 同 于 点 (w，0) (zwE KK) 的 集合 。 由 于 Huyghens 原 


理 ， 在 ?> 二 2 为 奇数 的 情形 与 其 它 的 情形 之 间 有 着 重大 的 差别 . 
取 五 为 一 个 点 可 以 很 清楚 地 看 出 此 差别 , 例如 取 玉 = {0} [这样 ， 


不 妨 取 24% 一 6(2), Ww 一 0; 更 一 般 地 , 不妨 取 wo wz 为 Dirac 测度 及 . 


其 关于 wz 的 导数 的 任意 的 线性 组 合 ]|， 这 相应 于 在 时 刻 1=0, 具 有 
“无 限 的 ”强度 在 空间 的 某 点 闪 了 一 下 光 , 并 在 时 刻 t>>0 时 即 中 止 
发 光 的 现象 ， 若 %=3, 或 更 一 般 地 , 若 "3 并 且 为 奇数 , 则 在 任 
意 时 刻 o>0， 由 2(%, 为 度量 的 振动 集中 在 球面 |z 一 zo| 一 to 上 . 
我 们 可 以 重新 叙述 这 个 现象 如 下 ， 假 定 观 察 者 位 于 空间 中 离 原 点 
的 距离 为 7>>0 的 某 一 点 : 当 t 从 零 增 大 到 7 时 , 振动 向 他 而 来 ,在 
时 刻 #= 7， 振 动 到 达观 察 者 处 ， 而 当 >?7 增 大 时 振动 离 他 而 去 . 
振动 在 怡 好 等 于 7 的 时 刻 寺 达到 观察 者 处 这 一 事实 仅仅 是 由 于 我 
们 度量 时 间 和 空间 的 选择 的 一 致 性 ， 因 为 我 们 处 处 假定 了 传播 速 
度 等 于 1， 在 速度 是 任意 数 信 >0 的 一 般 情形 , 答案 是 显然 的 ;在 
时 刻 /六 ,振动 到 达观 察 者 处 . 

当 n= 或 者 当 w 是 偶数 时 , 波 也 是 在 时 刻 ! = .7 时 到 达 ， 但 与 
n 一 38, 5, 7, … 的 情形 不 同 的 是 ， 即 使 在 时 刻 {>+， 观 察 者 仍 将 继 
续 感 觉 到 振动 (如 果 他 手头 有 足够 灵敏 的 仪器 ). 

与 第 二 个 问题 (14.8) 一 (14.4) 的 比较 也 是 有 益 的 ，(14.3) 一 
(14.4) 的 解 为 
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(14.8) w(t, 2)= {HOOFE, DB +{H(-Dft, 2)}*B,, 
这 里 * 意味 着 关于 所 有 变量 + 和 zz 的 卷 积 ， 在 半空 间 {二 0 中 , 我 
们 有 
(14.9) w= {HU fx*B. 
值得 注意 的 是 ， 表 示 介 质 ( 它 随时 间 而 变化 ) 中 的 源 和 和 蜜 的 效果 的 
右 端 数据 中 ， 只 有 那些 位 于 现在 或 将 来 本 身 的 右 端 数 据 才 影响 将 
-一 来 ， 这 与 因果 律 (Gausality principle) 一 致 ， 自然 ， 
(14.10) . suppw Csupp A (4) f+supp Er. 
这 与 (14.7) 类 似 ， 但 是 在 (4.7) 中 天 是 超 平面 1=0 的 一 个 紧 子 
集 , 而 在 这 里 sapp( 五 (信访 可 以 是 闭 半空 间 1>0 的 任 一 子 集 . 考 
察 点 源 可 以 很 好 地 看 出 其 差别 例如， 假设 jd， oz)] = 工人 办 SGo). 
则 互 的 .8 2w) = 及 (6(z) 将 描述 在 空间 的 给 定点 ( 取 为 空间 的 
"原点 ) 开 灯 并 且 此 后 永远 亮 着 这 样 的 现象 ， 态 (起 f(t, wv) 的 支 集 是 
六 直线 10, z= 0， (14.10) 的 右 端 等 于 前 向 光 锥 矿 ;:， 无 论 空间 
的 维 数 公 的 奇偶 性 如 何 ， 这 与 通常 的 经 验 是 一 致 的 ， 即 若 源 继续 
喷 流 , 则 位 于 空间 任何 一 处 的 观察 者 将 继续 接收 到 其 流 . 除了 源 
(光源 , 声 源 , 无线 电波 源 , 等 等 ), 我 们 还 可 以 考虑 密 或 障碍 物 , 或 
源 和 蜜 [ 这 相应 于 右 端 f(t, 四 的 符号 , 我们 假定 了 是 实 值 函 数 ,或 
更 一 般 地 , 是 实 值 测度 ] 的 任何 组 合 ， 至 于 障碍 物 , 自然 我 们 应 该 
遇 到 它 的 影子 及 光 的 吸收 ,等 等 . 
现在 来 研究 所 谓 的 奇 性 的 传播 假设 在 及 " 的 某 个 闭 子 集 S 
外 vo 各 ww 是 O07 函数 ， 换 可 话说 ， 假定 wo 各 wz 的 夺 异 支 集 包 含 在 
8S 中 , 我们 试图 确定 (14. 了 一 (14.2) 的 解 的 奇 性 所 在 . 关于 问 
题 (14.3) 一 (14.4) ,我 们 也 能 提出 类 似 的 问题 ， 在 这 两 个 情形 中 ， 
考察 卷 积 
. (14.11) | 9 = Exh 
可 以 得 到 管 案 , 这 里 加 , g, hb 是 及 中 的 广义 函数 ， 召 的 支 集 包 
含 在 T+ 中 ,而 g 和 及 的 支 集 包 售 在 半空 间 t>>0 中 ， 注 意 , ”的 表 
达 式 (14.6) 中 的 两 项 事实 上 具有 这 种 形式 ， 例如 ， 令 五 = 五 ; 和 
h(t 2) 一 6(t)wu(w) 就 得 到 其 第 二 项 . 
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引 理 14.1 在 上 面 的 假设 下 , 有 
(14.12) sing supp gCsing supp B +sing supph. 
证 明 令 a( 相 应 地 ，B) 是 Rt! 中 的 0” 函数 ， 其 支 集 在 4= 
sing supp 加 (相应 地 , 了 一 sing supp 有 的 一 个 8 邻 域 中 ,并 和 且 ,在 4 
的 (相应 地 , B 的 )8/2 邻 域 中 (相应 地 , B) 等 于 i， 我 们 有 , 如 = 
aB+ (1—oB,h=Bht (i~—B)h A F, (1— Bh 是 OF 范 
数 ; 因而 : 
9 — (aB)* (Bh) 

是 Cr 两 数 .但 是 supp[ (aB)*x (BD]Csuppa+suppB 包含 在 A 
十 B 的 28 邻 域 中 ， 令 s 一 0， 我 们 得 到 在 4 十 B 的 余 集 中 g 是 0” 
浮 数 这 一 结论 . 证 毕 . 

在 把 此 引 理 应 用 于 我 们 的 情形 时 ， 有 B= Bi 或 B=0E:/0t, 
/一 OO) (I 一 0, 或 及 = 如 ( 引 f (ti, zz)， 因 而 能 够 提出 
定理 14.2 假设 在 RN\S 中 ww 和光 是 0 函数 (这 里 S 是 民 * 的 


一 个 闭 子 集 )， 任 给 过 0 则 (14.1) 一 (14.2) 的 解 、 关 于 zz 的 广义 


函数 v(t， z) 在 集合 
Sn= {ZE BR AYyEN, |z—yl -3 

关于 BR" 的 余 集 中 是 0” 函数 . 

关于 (14.8) 一 (14.4) 的 解 w, 有 类 似 的 命题 ， 我 们 把 它 留 给 读 
者 . 
不 难 作出 定理 14.2 的 物理 解释 ， 既 然 当 n 一 8, 5, 7,… 时 
H+ 的 文集 与 其 奇异 文集 是 一 致 的 ， 故 当 n%=1 或 及 是 偶数 时 也 容 
易 得 到 这 事实 ， 例 如 , 取 n=2: 用 形象 的 语言 说 , 它 相 应 于 一 个 二 
维 的 传播 介质 , 譬如 湖面 或 海面 ， 在 湖 的 中 心 ,在 零 时 刻 发 生 了 一 
个 非常 短 但 是 非常 强 的 风暴 似 的 事件 (“非常 "自然 意味 着 “无 限 
地 ”); 从 那里 开始 , 一 个 象 大浪 一 样 的 波 传播 着 ， 对 于 湖上 = 个 中 
离 湖 中 心 ” 的 不 动 的 观察 者 来 说 , 直到 波 在 时 刻 1 一 7 时 到 达 他 这 
里 以 前 什么 也 没 发 生 过 . 在 那个 时 刻 , 他 发 现 自 己 处 于 一 个 非常 
出 天 的 次 赤 中 ， 初 始 “ 爆 炸 ” 或 风暴 的 所 有 能 量 似 乎 都 被 集中 于 波 

.如 果 我 们 的 观 察 者 还 活着 , 一旦 波 前 通过 他 这 里 后 ， 他 将 发 现 


no 


本 
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他 自己 平稳 地 “ 涨 高 "了 ， 他 到 静止 的 湖面 的 高 度 随时 间 趋 于 十 oo 
而 减少 到 零 . z / 

必须 注意 ， 集合 Sty 有 某 一 宽度 ， 由 包含 ww 各 的 奇 性 的 集 
合 S 的 宽度 确定 。 如 果 S 是 紧 集 , 则 Sw 的 宽度 将 是 有 限 的 ; 在 
这 里 ， 我 们 可 以 想象 一 个 爆发 着 的 并 且 位 于 燃烧 体 扩 散 壳 中心 的 
恒星 : So 是 其 过 (在 时 刻 1 的 )， 我 们 可 以 考虑 Se 的 外 边界 ; 它 


- ”是 集合 


“ So = {rE Rr", dist(c，S) = 让 . 
So 构成 一 单 参数 超 曲 面 族 ;车厂 <1o, 则 Su 包含 在 So 的 内 部 . 
如 果 假 定 这 些 超 曲 面 是 充分 光滑 的 , 壁 如 它们 是 01 的 , 则 可 以 引 - 
入 它们 的 正 交 轨 道 ， 它 们 通常 称 为 光线 ， 没 有 必要 去 推荐 它们 的 、 
光学 解释 . 当 把 光线 的 概念 适当 地 推广 时 , 在 偏 微 分 方程 的 一 般 
理论 中 它 将 起 重要 的 作用 . 
再 一 次 回 到 问题 (14.1) 一 (14.2) ,引入 下 述 量 ; 


万 四 加 | 2 
称 为 该 系统 的 总 能 量 ， 此 积分 施行 于 全 空间 了 "上 人 被 视 作 人 参 
数 )， 当 wv 和 grad wv 关于 2 是 平方 可 积 医 数 时 ， 此 积分 有 意义 . 
注意 到 这 里 f 三 0, 并 取 s=1, 就 可 以 应 用 定理 13.3. 我 们 得 到， 
车 ww EH1BR”), wu€E HL2(BR"”), 则 wv 是 tt 的 0° 函数， 取 值 于 
中 (因而 grad ww 是 t 的 09 函数 取 值 于 到 中 ) ,而 必 是 + 的 C9 
函数 , 政 值 于 I? 中 ， 在 这 个 情形 , 如 (t) 有 意义 . | 
定理 14.3 令 w 属于 五 !(BR"), ww 属于 H?= 一 到 CR )， 则 总 能 量 
召 是 常数 , 即 , 对 所 有 的 1€ BR1,， 有 


十 grad oj | de, 


44.18) E(t) -|flw (w) | 2 十 grad wo (2) | 全 Ce。 


证 明 首先 假设 mw 和 三 是 及" 中 具有 紧 文 集 的 07 函数. 则 ?是 
BR" 中 的 Or 函数 ,并 上 且 , 对 每 个 1 2F>2 (人 z) 的 支 集 是 紧 的 . 我 
们 有 


BB’=2Re | (24 人 十 《grad 20，grad 01>) dy. 
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在 第 二 项 中 , 我 们 可 以 关于 2 分 部 积分 : 
及-2 Re | (os _Jw vdv=0 由 (14.1). 


这 就 证 明了 wo, wu EO 时 的 (14.18). 
当 wE HH! 和 WE HH 时， 对 每 个 固定 的 w 和 gradz2 属于 
万 " 并 且 , 由 定理 18.7, 从 瑟 !x H? 到 (3)? 中 的 映射 
(Vo, UH > (vs, Erad ow) 
是 线性 的 连续 的 . 另 一 方面 ， 在 召 ( 的 变量 的 范围 中 如 ( 必 显然 
是 一 连续 (二 次 ) 泛 函 ， 因而 , 作为 (wo, 吕 ) 的 一 个 沦 图 ， 它 是 二 次 
的 且 为 连续 的 ， 所 以 是 (14.13) 的 右 端 如果 当 (xio，*) 属于 笛 线 
”性 子 空间 O2 x CF? 时 后 者 与 瑟 从 一 致 ， 正 如 上 面 已 证 的 那样 ， 则 


对 所 有 的 Co， ， 后 者 亦 必 须 与 如 (及 一 致 . 证 毕 . 
习题 


14.1 如 果 用 开 lein-Gordon 算 子 (13.27) 代 替 波 动 算 和子， 定理 14.1 还- 


有 效 吗 ? 
14.2 如果 用 区 lein-Gordon 算 子 (13.27) 代 替 波 动 算 子 , 定理 14.2 还 
有 效 吗 ? 


14.3 令 刀 是 Cauehy 问题 


14.14) SE 一 4thM-0 在 Rer1 中 ， 
(14.15) ww 一 zz， 3 一 az) 在 :一 0 时 


的 解 , 其 中 加 和 人 妇 是 R" 中 其 有 紧 支 集 的 两 个 光滑 函数 . 阁 定 理 14.3 被 推 

广 到 和 的 所 有 实 值 , 问 ( 在 时 刻 芒 该 系统 的 总 能 量 鼠 ( 办 的 定义 应 是 什么 ? 
14.4 邻 玉 是 BR" 的 一 个 紧 子 集 , ?是 (14.1) 一 (I4.3) 的 解 ， 其 中 

Caucehy 数据 wo, wi 被 假定 为 具有 紧 文集 的 C0” 函数 .引入 五 的 (在 时 刻 

的 ) 能 量 

(14.16) Ec = | {llr lgradov ld 


在 空间 变量 个 数 ” 等 于 1 的 假设 下 证 明 , 存在 一 数 了 >0， 便 得 对 所 有 的 t> 
27, 有 Er(t)=0., : 
14.5 用 与 习题 14.4 相同 的 记号 .现在 假设 空间 变量 个 数 % 是 一 奇 整 
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数 > 3. 证 明 对 所 有 的 i> 了 7T 这 里 7 了 >0 充分 大 ，Ez(t)[ 定 义 如 (14.16)] 等 
于 0. 

14.6 ”我们 用 与 习题 14.4 相 同 的 记号 ， 并 引入 R"t1I 中 的 广义 函数 
U(t, xX), 它 使 得 
(14.17) D0 一 JsU=0 在 Rr+1 中 ， 

(14.18) Ulo0==0, Ui|io 一 6(X)， 及 "中 的 Dirac 测度 . 
”由 定理 13.4 我 们 知道 ,存在 唯一 的 及 ! 中 上 上 的 0” 函数 , 取 值 于 2《R") 中 ， 
满足 (1 和 4.17) 一 (14.18). .UV 的 Fourier 变换 是 什么 ? 

证 明 , 在 域 |z|? 二 如 中 能 量 密 度 eCx, 区 一 | 以 1? 十 |grad Url2 是 (zw, 的 
光滑 (事实 上 , 是 解析 ) 函数 . 

14.7 用 与 习题 14.6 相同 的 记号 , 并 假设 n=2， 对 于 时 刻 1 及, 计算 
在 (14.16) 中 定义 的 .相应 于 v= VCD 在 习题 14.6 中 被 定义 ) 和 

K={xER". |z|<R}, R>0 
的 能 量 Bk(t). 

从 这 个 计算 结果 得 到 , 当 ov 是 具有 紧 支 集 的 初始 数据 的 (14.1) 一 (14.2) 
的 任 一 解 (并 当 "一 32) 时 ,对 于 大 的 上 值 Bx(t) 不 恒 等 于 零 ， 这 与 为 奇数 时 
的 结论 相反 (习题 14.4 和 14.5). 

14.8 我 们 引入 下 述 
定义 14.1 邻 4 是 了 的 一 开 子 集 器 由 的 任 一 广义 函数 . 则 9 的 最 小 闭 子 
集 ， 在 其 余 集 中 是 解析 函数 ， 称 这 样 的 闭 子 集 为 的 解析 奇异 支 集 ， 并 用 
sing supputt 表示 . | 

处 处 用 sing supp。s 代替 sing supp( 参 看 定义 3.2), 证明 与 引 理 J4.1 类 
似 的 命题 
”14.9 用 在 习题 14.8 中 叙述 的 结果 《 即 与 引 理 14.1 类 似 的 关于 解析 奇 
异 支 集 的 命题 ), 证 明 下 述 与 定理 14.2 类 似 的 定理 : : 
定理 姓 .4 令 5 是 Rr 的 一 闭 子 集 ， Ww， wt 是 Br 中 两 个 广义 函数 ， 它 们 在 
R"\S 中 是 解析 函数 ， 

任 给 {>0” 则 (34.1) 一 (14.2) 的 解 v(z; 9 在 Sw={yER";, 3y' ES， 
ly 一 y' | 二 机 的 余 集 中 是 红 的 解析 函数 . 


15. 常 系数 一 阶 双 曲 组 
在 8 13 和 14 中 ,我 们 研究 了 波动 方程 的 Oauchy 问题 (大 范 
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围 的 ， 即 在 整个 空间 变量 -时 间 变 量 的 了 el 中)， 并 且 遇 到 了 值得 
注意 的 性 质 ， 我 们 可 以 说 , 对 于 这 样 的 问题 , 波动 方程 以 及 与 其 密 
切 有 关 的 方程 , 如 Klein-Gordon 方程 , 是 最 合适 的 方程 ， 即 ， 在 
关于 Cauchy 数据 的 最 弱 的 假定 下 , 其 Cauchy 问题 的 解 总 是 存在 
的 , 是 唯一 的 , 并 且 是 数据 的 连续 线性 泛 函 .。 按 习惯 , 把 这 些 性 质 ， 
综述 为 ; 对 于 波动 方程 ，Cauchs 问题 是 运 定 的 (看 定义 16.1). 在 
$ 12 中 我 们 看 到 ， 对 于 我 们 的 其 它 基本 例 (Cauchy-Riemann 方 - 
程 ，Laplace 方程 ， 热 导 方程 , Schr6dinger 方程 )， 事情 并 非 如 此 . 
然而 , 有 广泛 的 一 类 偏 微分 方程 , 其 Cauchy 问题 是 适 定 的 ， 双 曲 

型 方程 (波动 方程 是 双 曲 的 )、 这 一 节 中 我 们 研究 具有 常 系数 的 一 
阶 双 曲 组 ， 它 们 是 形 如 


_0 4 0 
1 -> 


的 线性 仿 微 分 算 子 ， 其 中 4 ,(0<j< 习 是 具有 复 系数 的 mxm 条 
阵 . 关于 2 施行 Fourier 变换 显然 是 方便 的 ， 这 导致 党 微分 算 子 
组 


(15.2) FS iA() —ho, 
其 中 A(€) = 
我 们 要 研究 Cauchy 问题 ， 

(15.8) uu=f 在 BR"ti 中 ， 
(5 .4) 、 Wi-0™ Uo (x) 在 BR" 中 ， 


”其 中 wo 和 J 是 复 m 癌 量 . 
定义 15.1 我 们 说 0auchy 问题 (15.3) 一 (15.4) 是 适 定 的 ， 若 任 
给 数据 wE Ds(B"”),fE COND (BR")), 它 有 唯一 解 VE CH (BR”)), 
并 且 , 当 数 据 是 Cr 函数 时 这 个 解 也 是 Cr 函数 . 

注 15:1 如 果 我 们 将 此 术语 推广 到 高 阶 方 程 和 高 阶 组 (此 时 
要 把 解 所 需要 的 可 微 性 提高 到 适当 的 程度 )， 则 我 们 看 到 ， 定 理 
13.1 和 13.2 指出 ,对 于 波动 方程 , Cauchy 问题 是 适 定 的 . 

注 15.2 现在 我 们 已 经 用 整体 的 术语 提出 了 Cauchy 问题 : 


> . 
15， 常 系数 一 阶 双 曲 组 111 


方程 (15.8) 必须 在 RB"! 中 被 满足 ， 而 条 件 (15.4) 必须 在 及 * 中 被 
满足 自然 , 我 们 还 可 以 用 局 部 的 术语 来 叙述 Qauchy 问题 ， 一 
般 地 , 当 系 数 是 变数 时 , 我 们 不 能 避免 用 局 部 的 术语 ， 用 局 部 的 叙 
述 法 ,我 们 给 出 一 开 集 QCR* 和 一 数 了 > 0; f 是 一 取 值 于 多;(0) 
中 的 1 的 连续 函数 ，|t| < 了 ， 同 时 woE 99)， 解 人 要 求 为 寺 的 


C 孙 数 , |t| <7, 且 取 值 了 于 多, 09) 中， 


注 15.8 ”当然 ,我 们 可 以 稍微 收 动 一 下 定义 15.1 中 关于 的 
正规 性 条 件 ， 但 是 必须 指出 , 对 于 (15.4)， 必 须 说 清楚 当 t=0 时 
u(t, 2) 的 取 值 这 名 话 指 的 是 什么 . 例如 , 当 w(, 2) 关 于 只 是 荆 
的 时 候 , 这 句 话 指 的 什么 是 不 清楚 的 ， 另 一 方面 ,如 果 公 和 上 关于 
部 是 连续 的 (取信 于 ,中 ), 那么 方程 (15.8) 重 写 为 


uf + 疡 La 十 ou 


就 表明 ww 关 于 # 也 应 该 是 连续 的 . 

注 15.4 在 适 定 的 Cauchy 问题 的 定义 中 我 们 没有 把 解 对 数 
据 的 连续 依赖 性 包含 进去 ， 这 是 因为 由 闭 图 像 定 理 , 从 解 的 存在 : 
性 和 唯一 性 自然 地 得 到 连续 依赖 性 ,正如 在 8 13 的 末尾 处 提 到 的 
那样 ， 事实 上 ， 闭 图 像 定理 适用 于 如 多 ; 和 07 (这样 的 空间 
现 假设 在 2 中 败 >t， 在 C8(2 人 中 户 -> 三 和 在 OIC2 人 0 中心 > 
uw， 因 为 工 在 空间 OH(9 人 上 为 一 连续 线性 算 子 ， 故 若 对 每 个 > 有 
Ti = 户 , 则 我 们 也 必 有 Iu 一 f. 另 一 方面 , 若 对 每 个 > 有 必 (0 %) 


一 四， 则 显然 有 (0， 72) 一 uo (42). 


车 我 们 用 OF 代替 多 ;, 用 O07。 代替 OC: (;), 那么 这 里 的 注 亦 
适用 .此 注 导 致 一 有 意义 的 发 展 , 正如 我 们 现在 将 要 看 到 的 那样 . 
如 果 我 们 回忆 一 下 0” 拓扑 的 定义 , 则 我 们 看 到 , 可 以 如 下 地 
表达 映射 @w, 亡 F>v 的 连续 性 : 
(15.5) ”对 于 BR"+! 的 每 个 紧 子 集 天 ， 对 于 每 个 整数 以 
之 0, 存在 另 一 紧 集 玉 'CR?，R" 的 一 紧 子 集 
及。 两 个 常数 1 ，HWo>>0 和 一 常数 GO>0, 使 得 
对 所 有 vE 0” (RD ， 有 
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suP > DrDault, 2)] 


(tw eR Ft om < | 
<O{sup > |Dau(d0, v)| 
ERo :< 
+ sup > IDrDs(hault, 2))1|}. 
(tIER’ kt oeM’ 1 


我 们 试图 从 这 个 不 等 式 中 得 到 一 些 信息 ， 取 /一 /= 0, 稍微 
简化 一 下 这 里 的 情形 。 首先 注意 ， 若 wo(%) ==%(0, 切 在 长 o 的 一 


个 邻 域 中 恒 等 于 零 ， 则 w(t, 办 在 到 中 恒 等 于 零 ， 我 们 可 以 重新 一 


叙述 这 个 事实 ， 即 w(t, 四 在 慌 的 邻 域 中 的 值 只 依赖 于 wo(z) 在 
及 的 邻 域 中 的 值 ， 这 就 是 在 研究 波动 方程 时 已 遇 到 过 的 影响 域 
现象 , 然而 , 在 那里 非常 明确 地 建立 了 下。 入 之 间 的 关系 (定理 
14.1). 

最 后 , 仍 令 I 二 0, 我 们 将 取 一 特殊 的 ve。 取 


Uo (2) 和 6 ?vo » 


其 中 vo 是 一 固定 的 非 零 复 力 向 量 , 是 Br? 中 的 任意 向 量 ， 若 写 


u(t, 0) 一 e 0 0) 则 我 们 看 到 , 2 是 问题 


5.6) 名 一 4 3 AE) + 4}o=0, oo 一 mm 
的 解 ， 我 们 不 妨 取 * 与 z 无 关 , 因而 , 由 (15.2)， 
(15 .7) Tw=0, 6 一 oo 


的 唯一 解 是 v(t, 6) =exp[i{i4 (€) 十 4oj]oo 

选取 开 为 一 个 区 间 {(%, 引 ; 2 一 0，| 引 <T}, 了 >0， 我 们 来 应 用 
5.5). 取 型 =0, 得 到 : 
(15.8) sup lexp[itéA(é)+ Ao}lvol <O(+ ||) ™ lvl. 


任 选 一 单位 向 量 6 并 令 4 一 4(E)， 用 f(z, 5) 表示 4 一 be4o 的 特 
征 多 项 式 : 

fs, 8) 一 det(2 了 一 4 十 4o). 

若 把 s 视 作 实 变量 ， 则 不 难看 到 ， 存 在 mw 个 8 的 复 值 连续 函数 
(8) ,j=1，…, m, .在 每 个 点 & 处 ， 它 们 表示 f(z, 8) 的 m 个 根 
(此 论断 的 证 明 留 给 读者 ). : 

”” 青 假设 4 有 具有 非 雷 虚 部 的 一 个 特征 值 %o。。 则 存在 so>0， 


lw 


入 
下 


“Hh 
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使 得 对 所 有 满足 |l8|<so 的 s, 4 一 iseh4o。 有 一 个 特征 值 % 满 足 
[Im Xe| >o>0， 从 上 面 的 讨论 得 到 ， 可 以 选取 入 为 8 的 连续 函 
数 . 以 后 ,我 们 把 s 的 变化 限制 在 开 区 闻 ]0，sof 中 .对 于 每 一 这 
样 的 &, 可 以 选取 相应 于 特征 值 入 的 4 一 如 4o 的 特征 向 量 vs。， 取 
| 1， 在 (15.8) 中 用 w 代替 wo 并 选取 二 一 s - 芭 ， 我 们 有 
exp[itf{24(6) 十 4ows 一 exzp[ite 开 (4 一 284o)]2s 
| =—exp (ite Ns) v,, 

由 此 及 (15.8), 得 到 
(15.9) So 了 {exp[ 一 上 Im Xes < 十 8 


由 于 和 关于 s 的 连续 性 ， 当 s<so 时 ImX 有 相同 的 符号 ， 在 
(5.9) 中 取 
. t=—T (sign LmAN,). 

我 们 得 到 exp(cTs-!) <O(1+s ”而 当 s 趋 于 零 时 这 是 不 对 
的 . 

这 样 ,我 们 证 明了 
命题 15.1 若 Cauchy 问题 (15.3) 一 (15.4) 是 适 定 的 ， 则 矩阵 
4(6) 的 特征 值 都 是 实 的 . 

注 15.5 取 %=1 41 一 1/i, 4o=0: 工 =-8/8t+io/ax， 用 不 
同 于 $12 中 所 用 的 方法 我 们 看 到 ，Oauchy-Riemann 算 子 的 
Cauchy 问题 不 是 适 定 的 . 

注 15.6 假设 取 天 是 区 间 {o, 引 ; %=0, 0<t<T}( 不 再 是 
引 委 中， 那么 从 (15.9) 得 到 的 是 下 述 条 件 : z 
(15 .10) 4 (é) 的 特征 值 的 虚 部 都 之 0. 

这 个 注 可 以 作为 研究 前 向 Cauchy 问题 的 出 发 点 来 对 待 . 
z 比 命题 15.1 更 精确 的 结论 也 能 被 证 明 , 即 
定理 15.1 若 Qauchy 问题 (15.3) 一 (15.4) 是 适 定 的 ， 则 下 面 的 
结论 正确 : : 
(15.11) ”存在 一 常数 0>0, 使 得 对 任 给 的 ER。 和 
A(E) 一 sho 的 任 一 特征 值 和 ,有 |Im 和 |<0. 
此 定理 的 证 明 不 是 初等 的 ， 它 基于 Seidenberg-Tarski 定理 


4 
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在 这 里 我 们 就 不 证 明了 . 然而， 其 基本 思想 是 不 难 掌握 的 ， 事实 
上 ， 从 (15.8) 得 到 ，4(6) -id4o 的 特征 值 虚 部 的 绝对 值 界 于 
Colog (1 二 jl) ,其 中 Co>0 不 依赖 于 &, 然而 , 这 些 特征 值 是 > 的 
多 项 式 det GT 一 4(6 一 ;4o) 的 根 ， 这 多 项 式 的 系数 是 二 的 多 项 
式 ， 若 这 些 根 或 它们 的 虚 部 当 |15j 一 十 co 时 亦 增 大 并 趋 于 无 限 ， 
则 它们 不 应 该 是 对 数 地 增长 ， 它 们 的 增长 如 同 |&| 的 分 数 舌 一 样 . 


容易 用 简单 的 例子 验证 此 事实 ;而 在 一 般 情形 , Seidenberg-Tarski ”局 


定理 为 我 们 提供 了 一 个 证 明 的 工具 ， 因而, 若 特征 值 虚 部 的 绝对 
值 都 被 Culog (1+1E|) 所 界 ， 这 就 意味 着 它们 是 与 无 关 地 有 界 
的 . : 
定理 15.2 一 一 这 一 节 的 主要 结果 一 一 指出 ，(15.11) 著 涵 着 
Oauchy 问题 (15.3) 一 (15.4) 是 适 定 的 ， 这 样 ，(16.11) 芭 为 使 
(15.8) 一 (15.4) 是 适 定 的 一 个 既 必 要 又 充分 的 条 件 ， 这 就 构成 著 
名 的 Gérding 定理 ， 它 导致 了 下 述 术语 的 引入 
定义 15.2 若 (15.11) 成 立 , 则 组 (15. 了 ) 称 为 双 曲 的 
在 证 明定 理 15.1 之 道 之 前 ， 我 们 给 出 两 个 准则 ， 它们 在 验证 
所 给 方程 组 是 否 为 双 曲 的 时 是 有 用 的 
命题 15.2 当下 述 两 个 条 件 之 一 被 满足 时 ， 组 (15.1) 即 为 双 则 
及]. 
(15.12) ”对 任何 &€ BR, 矩阵 4(6) 是 自 伴 的 ; 
(15.18) ”对 任何 EE€ Ra, £0，4(&) 的 特征 值 实 而 互 
异 . . 
证 明 ”假设 下 述 事实 成 立 , 
(15.14) 任 给 点 EB, 18?| 一 1, 存 在 如 的 一 邻 域 UV 
: 和 一 可 逆 m xxm 矩阵 六 (E)， 其 元 素 是 Uo 中 
的 连续 函数 ， 使 得 对 Uo 中 的 任何 &，S(é) = 
T(E) -4 (6)T(E) 是 自 伴 的 . 
我 们 断言 , (15.14) 昔 涵 着 方程 组 (15.1) 是 双 曲 的 ， 令 
Bol€) =T(E) TATE), EEU,, |€|=1, 
并 取 &=pé， 我 们 注意 , 车 入 是 4 (6) 一 i4o 的 一 个 特征 值 , 则 它 也 


是 pS 人 GO -Bo 的 一 个 特征 值 ， 因 而 , 在 0" 中 存在 一 单位 向 量 
v, 使 得 : 
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pS(Ev, v) —i(Bo(é) 人 一 Co 一 和， 

这 里 , 我 们 用 了 (, ) 表 示 C” 中 的 Hermite 积 ， 由 假设 ,SG) 是 自 
伴 的 , 因而 

ImA\= — Re(Bo(E)v, v), 

“ 它 蕴涵 着 |Im Xi <1BoCE) (| 1 表示 矩阵 范 数 ), 因而 

(15.15) JImNs <IT CONT EAol. : 
但 | 工 (和 1 和 1) 是 Ze 中 的 连续 盘 数 ， 所 以 我 们 能 够 找到 总 
的 一 个 邻 域 ICUo, 在 Us 中 这 两 个 函数 是 有 界 的 ， 这 样 , 我 们 就 
能 用 这 样 的 邻 域 05 的 有 限 并 来 履 盖 单位 球面 S,_1CBR。， 并 不 难 
得 到 , 数 |Im 入 | 是 与 无 关 地 有 界 的 . 

在 情形 (15.12), 条 件 (45.14) 的 满足 是 平凡 的 . 我 们 来 证 明 
在 情形 (15.18), 条 件 (15.14) 也 被 满足 ， 令 入 (<…<hm(6) 表 
示 4 (6) 的 特征 值 并 令 4 一 inf (yy41(8) 一 为 (6)), 其 中 inf 是 对 j= 
1,…, m 一 1 和 &€S,1 取 的 ， 令 0 是 复 平面 上 的 圆周 ， 其 中 心 
在 入 (6)， 半径 为 4d/2. 加 0 随 E 连续 地 变动 ， 令 


P(E) = in) CI A) ds, jl, em 


下 述 性 质 是 直接 的 并 都 是 易于 蛤 证 的 
PE) PO), A PE -HO PE), 
、 T= P(é)+*…+ Pn(é). 

对 于 每 个 j 一 1, ,Mm, 信 四 是 4(E) 的 相应 于 入 (8) 的 具有 单 
位 长 度 的 一 个 特征 向 量 ， 疝 量 V9, …, V9 是 线性 无 关 的 ， 因而 构 
成 0" 的 一 个 基 我 们 令 Vj( 一 Pi (6)v9、 若 二 充分 接近 于 名， 
则 vi，…，vn 人 GE) 也 构成 Or 的 一 个 基 ， 令 ex 表示 除了 第 上 个 
分 量 等 于 1 以 外 , 其 余 分 量 都 是 零 的 向 量 . 令 


VO = SO. 
正如 读者 容易 型 清楚 的 那样 ,矩阵 了 (6 - (9(6))icss<w 有 在 
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(15:14) 中 所 要 求 的 性 质 / / 证 毕 ， 
下 述 术语 经 常 被 用 到 : 

定义 15.8 称 方程 组 (15.1) 为 强 ( 或 严格 ) 双 曲 的 ， 若 条 件 (15， 13) 

被 满足 . 


现在 我 们 来 证 明 这 一 节 的 主要 结果 . 
定理 15.2 车 方 程 组 工 是 双 曲 的 ， 则 Cauchy 问 题 (15.3) 一 
(15.4) 是 适 定 的 一 
证 明 ”从 和 矩阵 值 广义 函数 U(t, 2) 的 研究 即 得 此 定理 ， 这 里 UG 
%) 是 广义 函数 z 
: UC, €) =exp {it[A(E) —iAo0l} 
关于 的 Fourier 逆 变 换 ， 我 们 回忆 一 下 , 4(6) 关 于 § 是 线性 的 ， 
我 们 不 妨 立 刻 把 DG, 各 的 上 延 拓 到 复 值 , 用 《 表示 , 并 且 直 接 得 
到 
(15.16) 存在 两 个 常数 B, CO> 0， 使 得 对 所 有 实数 t oe 
和 所 有 复 向 量 LE C,, 有 : 
IDG, 1 入 Ces 
这 样 ，0 Gt, 就 是 的 一 个 指数 型 的 可 函数 (| | 表示 矩阵 范 
数 ). : : / 证 毕 . 
最 后 , 我 们 来 证 明 下 述 论断 ; 
(15.17) ”存在 两 个 常数 Bo,， Co> 0， 使 得 对 所 有 实数 
和 所 有 实 向量 6E 及 .有 
IDG, 旬 1 入 CoG 二 |1E|l)"exp(CBoitl). 
这 样 ， 六 (人 所 就 是 BR 中 的 在 无 穷 远 处 “ 缓 增 的 ”函数 . 从 矩阵 
的 某 些 性 质 可 以 得 到 性 质 (15.17) ,我 们 现在 就 来 描述 这 些 性 质 ， 
引 理 15.1 今 必 是 任 一 mxm 和 矩阵， 则 存在 一 个 只 依 束 于 阶 数 
m 的 常数 Cn>0, 使 得 对 所 有 的 复数 2 2 到 用 的 庄 ( 即 M 的 特征 
值 集合 ) 的 距离 至 少 等 于 圭 有 
(15.18) (27 一 1 - 吉 委 CC 十 2 用 7 一 
证 明 : 记 入 =2I 一 .用 1,…, cn 表示 六 的 特征 多 项 i 式 的 系 
数 , 则 由 Hamilton-Cayley 的 定理 ,我 们 有 


一 
办 


从 它 , 由 引 理 15.1 得 
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NI(NoTTarNn 十 十 Co 十 ao 一 0， 
所 以 
[Nl<lenl TINI® + or/onl NI® ?+ .+ | m1/Qm|. 
但 是 js 12 十 12 并 且 , 对 称 函 数 的 比 @;/wm 被 一 个 共同 的 常 
数 所 界 , 而 此 常数 是 cr 事实 上 , 它们 是 六 一 的 特征 值 的 对 称 函 
数 , 而 其 绝对 值 所 1. | 证 毕 ， 


. 引 理 大.2 令 M 是 任 一 双 X 驳 怎 阵 ， 则 存在 一 个 只 依赖 于 字 
的 常数 Cu>>0, 使 得 


《15 .19) 1earl <O% 1+|MI) er, 


其 中 (WD 是 MM 的 特征 值 虚 部 的 绝对 值 之 最 大 者 . 


证 明 令 7 表示 在 图 15.1 中 所 示 的 积分 围 道 ， 因 为 ML 的 所 有 特 
征 值 的 绝对 值 都 和 | |, 所 以 从 7 到 M 的 谱 的 距离 至 少 是 工事 
实 上 等 于 雹 ， 另 一 方面 ,车 +EY, 则 |?|<2G+ |， 我 们 有 


= (Qi) 中 ， gr (2 — M) -dz, 


|< on et alt MAD" lel 


<8"-10% (1 十 上 MI)"1ely 的 长 度 )e'%2， 
因为 7 的 长 度 <4( 二 12 ,我 们 就 得 到 (15.19). 
(15.17) 的 证 明 ， 只 需 在 (15.19) 中 取 用 一 t(4(é&) 一 i4o), 并 用 下 
述 事实 , 即 , 由 双 曲 性 假设 ，4(6) 一 ?4o 的 特征 值 的 虚 部 是 与 二 无 
关 地 有 界 的 ， 还 需 记 住 4 人 6) 关于 上 是 线性 的 . 证 毕 . 


Tm 2 
到 汪汪 
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应 用 Paley-Wiener(-Schwartz) 定理 ， 若 LCE BR, 的 一 个 函数 
能 被 延 拓 到 复 空间 0 中 而 成 为 一 指数 型 的 整 函数 ， 且 若 在 RB, 上 
它 象 一 多 项 式 似 地 增长 ， 则 它 是 BR 中 具 紧 文集 的 一 广义 函数 的 
Fourier 变换 ， 我 们 就 可 以 利用 性 质 (15.16) 和 (15.17). 由 上 上述， 
已 经 知道 广义 函数 支 集 的 凸 包 和 Fourier 变换 的 “指数 型 有关， 
我 们 有 了 更 多 的 信息 ， 事 实 上 , 我 们 从 (15 .16) 可 推 得 
(15.20) 看 作 z 的 广义 范 数 的 过 2) (固定 切 , 其 支 集 

包含 在 球 {z€E BR"; 12| 入 如 | 引 } 中 . 

现在 , 在 Cauchy 问题 (15.3) 一 (15.4) 中 , 车 数据 了 和 wo 是 有 
紧 支 集 的 C” 函数 , 则 可 以 对 sw 施行 Fourier 变换 来 变化 我 们 的 问 
题 , 变化 后 的 问题 


(15.21) 70=7G,t) 在 Rix 了 及 ,中 ， 

(15.33) 0 外 -为 的 在 Re 中 

有 唯一 解 加 - 
(15.28) Hlt, © =DG, (+| DC- 六 站 7 OH, 
它 是 z | 

(15 .24) 


ult, 2) =U(, v) * 2o(2) + (t=—&, £) * f(t’, 2) At 
网 人 - 
(15 .25) 
ult, 0) 一 7 人 2 x ‘Uo (2) tH YE, 2)} B+ (t, £) 


+H DF, ®)} * Blt, 2) 


的 Fourier 变换 , 其 中 

Blt, 2) = HOOUG, ow), Blt, w=—H(-OUG, w). 
不 需要 强调 公式 (15.25) 和 (13.14) 之 闻 的 类 似 性 ， 这 里 的 论证 与 
$ 18 中 的 论证 以 相同 的 方式 进行 ， 对 于 任何 广义 函数 wo, f, 公式 
(15.24) [或 (15.25)] 都 有 意义 ， 因 为 对 每 个 固定 的 U(t, 人 四 的 
支 集 是 紧 的 [由 (15.20)]， 进 一 步 得 到 , v 是 一 0” 函数 . 


他- 


1 


mT 


重生 
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例 15.1 假设 mw=3, 并 考虑 下 述 的 4x4 和 矩阵 : 


脆 =- ， A;= ， j=1, 2, 3, 
0 一 了 oy 0 


. 其 中 oj; 是 下 述 的 2x2 矩阵， 在 物理 学 中 称 为 Pauls 短 人 阵 (在 太 


中 , 了 表示 2X2 单位 矩阵 ); 


1 | 0 , . 人 1 
O15 ) Uo 二 % ， O 3 一 。 
1 0 一 0 0 一 二 
我 们 考虑 4x4 方程 组 (其 中 m 是 某 个 至 少 为 零 的 数 )， 

3 ， 


(15.26) [=- 计 -部 ,4 2 —_mik. 
. a 0 “| 
这 时 我 们 有 A(é) [ee 0 

J _ 6&3 | 
-ae La) 


用 以 前 的 记号 , 我 们 有 4o= mi 玉 ，4(6) 一 44o 的 特征 行列 式 是 
(15.27) det(rI— AC) —mR) = (rz 一 13 一 mn2)2. 

A(E) 一 sho 的 特征 值 是 二 重 的 ; 它们 是 

土 (|E|?+m) A. 

这 样 ， 方程 组 工 是 双 曲 的 .然而 , 它 不 是 强 双 曲 的 .方程 组 人 = . 
f 是 Dirac 方程 组 的 标准 形式 之 一 ,Dirac 方程 组 是 为 了 在 相对 论 
中 描述 电子 的 性 状 而 引入 的 (注意 ， 作 为 以 3z,，&1， Eo， Es 为 坐标 的 
及 上 的 函数 , 其 特征 多 项 式 是 Lorentz 不 变 的 )， 有 兴趣 于 Dirac 
算 子 的 不 变性 的 读者 可 参阅 习题 15.4; 所 述 的 与 Lorentg 群 和 
Pauli 矩阵 uy 有 关系 的 方程 在 习题 5.5 到 15.9 中 论 及 . 


习 题 


15.1 考虑 算 子 工 =18/6i 一 49/68z( 这 样 ; n= 二 1), 其 中 1 是 mxm 单位 
矩阵 , 4 是 元 素 为 复 的 另 一 mxm 算 了 泗 ， 我 们 作假 设 : 
(15.28) 4 的 特征 值 互 异 (但 不 必 是 实 的 )， 
令 h(s) 是 @ 中 的 -- 个 整 函数 , 取 值 于 Cm 中， 考虑 算 子 
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， ON 妈 共 ， 
(15.29) exp (14 元 ) h— A hg). 
证 明 , 存在 一 个 可 道 矩 阵 了 (mx ,元素 为 复 的 ), 使 得 , 若 我 们 令 


(15.30) Sw (x) = I"-1exp ( iA 交 ) I'w, 


则 向 量 S,w 的 分 量 与 W 的 分 量 之 间 有 关系 
(15.31) (OWI LT) = WEFAN j=1,:., %, 
其 中 入 是 4 的 特征 信 ， 由 此 得 到 , 车 4 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 , 则 5; 能 被 ~ 一、 
延 拓 为 一 个 作用 在 Ri 中 x 的 连续 函数 上 的 连续 线性 算 子 ,因而 工 的 Cauehy 
问题 是 适 定 的 (定义 15 .1). 

15.2 令 工 表示 习题 15,1 中 的 那个 算 子 .假设 (15.28) 成 立 ， 但 4 的 
基 一 特征 值 不 是 实数 . 利用 在 习题 15.1 中 引进 的 矩阵 荆 证 明 , 工 的 Cauchy 
问题 不 是 适 定 的 (定义 15.1). 

15.3 在 及 ?上 考虑 算 子 二 =712/5 一 43/2x, 其 中 了 是 名 X 玉 单位 符 阵 ，“ 

4 是 任 一 名 X 人 复 矩 阵 ， 把 4 写成 它 的 Jordax 标 准 型 , 证 明 , 工 的 Cauchy 

问题 是 适 定 的 ， 当 且 仅 当 4 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 ， 此 时 ， 用 w(0, z) E 
C” (RH 给 出 在 了 及: 中 满足 Lu=0 的 函数 vt x) EO”(BR?) 的 表达 式 ， 

15.4 令 A 一 1, 2, 3) 是 在 例 15.1 中 表示 的 矩阵 , 4 是 由 4X4 人 矩阵 


(15.32) 7 MO- A ER 
构成 的 实 线性 空间 ， 

考虑 Bs 的 一 线性 变换 兄 它 使 得 存在 一 个 4x4 和 矩阵 Sz, 满足 
(15.33) MOTE SoM(E), VEER,. 
记 8 人 = 如 一 (9+ 级 十 3), 证 明 ,对 菜 个 数 %, 我 们 有 
(15.34) QTE) HOE VEER,. 


在 x 和 Sw 之 间 的 关系 是 什么 ? 证明 ,使 得 对 x=1， (15.34) 有 效 的 矩阵 的 
集合 构成 具有 实 元 素 的 4x4 可 逆 矩 阵 群 , 即 第 四 线性 群 LG (4, 了 且 ) 的 一 个 子 
群 G， 从 G 到 ZG(4, 有) 中 的 映射 Zi> Sr 是 内 射 映射 吗 ? 其 像 是 什么 ? 

给 出 了 Rs 上 的 线性 变换 了 的 一 个 例子 ， 使 得 对 所 有 <ERs 有 @CE) = 
一 和 (GE). 

15.5 用 Mn。(K) 表 示 元 素 在 域 信 = 及 或 0 中 的 办 x 和 ma 和 矩阵 的 代数 ， 用 

LG (lm, 忆 ) 表 示 这 些 和 矩阵 中 的 可 逆 矩 阵 所 成 的 群 ， 用 SL(m, 于) 表示 由 那些 

行列 式 等 于 十 1 的 矩阵 构成 的 子 群 . 若 耻 是 一 复 和 矩阵 , 则 用 M* 表示 其 伴随 

和 矩阵 ， 即 ML 的 复 共 轿 的 转 斜 ， 再 用 eo 表示 2 x2 单位 和 矩阵， 用 e 表示 在 例 
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15.1 中 用 记号 cy 引进 的 Pauli 矩阵 (= 1 2, 3)， 

证 明 ， : 
(15.35) [一 (050hP MC = > Le) 


是 从 到 开 x(C) 上 的 一 个 线性 同 构 ,， 它 把 复 共 斩 变 为 伴随 矩阵 , 即 1(Z) = 
M(E)”, 因而 , 它 映 实 空间 及 4 到 所 有 自 伴 的 2x2 和 矩阵 的 空间 3。 上. 
建立 下 述 公式 ; 


(15.36) daetM CO 一 号 -到 ,全 
(15.37) 3 Tr M(C)=¢o 


(Tr MM 是 了 ML 的 迹 (trace), 换 句 话说, 就 是 矩阵 收 的 对 角 线 元 素 的 和 )， 给 出 
通过 (15.35) 与 及 4 中 超 平面 名 =0 上 的 点 相对 应 的 一 般 的 矩阵 的 表达 式 ， 
注 二,? 读者 马上 能 验证 8,(j 一 0, 1, 2, 3) 的 乘法 表 如 表 15.1 所 示 . 


表 15.1 
| | 
el 6o. 8s 
C1 @0 i 一 他; i@a 
-| 
ea t3 : 6 — 1@1 


es — ie ie1 eu 
15.6 用 习题 15.5 中 相同 的 记号 ， 任 给 矩阵 4E M2(0), 用 公式 
(15.38) AM(E) A*—M(Ts), tER,, 
_ 确定 RB 中 的 一 变换 24. 用 (15.36) 证 明 ，4}> ?4 是 从 特殊 线性 群 SL(2, 0) 
到 (Rs 上)Lorentz 群 Y 中 的 一 个 群 同 太 .此 同 态 的 核 是 什么 ? 
15.7 令 U(2) 表 示 2x2 的 酉 群 [VUEUV(C3), 车 VU =1), 并 对 于 UC2) 
中 的 , 邻 
(15.38 ) UM(E)U i= M(TE), ccR， 
证 明 , VMU-1 保持 行列 式 和 迹 。 然 后 用 公式 (15.36) 一 (15.37) 证 明 , 若 UE 
7(2), 则 Zo 保持 BB 中 的 每 个 超 平面 to 一 常数 , 并 诱导 了 等 同 于 超 平面 to= 
0 的 Ry 上 的 一 个 正 交 变换 . : 
证 明 ，UP> Tv 是 从 0(2) 到 3x3 正 交 和 矩阵 群 0(3) 中 的 一 个 群 同 楚 , 其 
核 是 we7(0<o<2m) 型 对 角 和 矩阵 所 成 的 子 群 . 
15.8 用 上 面 习 题 中 相同 的 记号 ， 令 V+ (2) 表示 IC3) 的 子 群 , 它 由 行 、 
列 式 恰好 等 于 二 1 的 西 矩 阵 组成;，U+ (2) 也 是 SL(2, 0) 的 子 群 ， 显然 ， 2 的 
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定义 《15.38) 和 《15.38 ) 是 相同 的 ， 在 习题 15.7 中 我 们 已 看 到 ，Zr>7c 
是 从 本 (3) 到 0(3) 中 (不 是 映 上 1 ) 的 一 个 群 同 态 ， 它 的 核 是 什么 ? 


er 0 cos@ sing 
全 0 wo) RO-(_gng oo0)- 
证 明 , 每 个 矩阵 UE 太 (3) 可 被 写成 
(15.39) U=V(O/2) RO/ VY/2), . 


其 中 内 山 , 9 是 角度 ( 即 , 在 环 面 T+ 上 变动 )、 由 此 推 得 ,U1+(2) 是 一 连通 的 
三 维 紧 致 ( 实 解析 ) 流 形 ,因而 得 到 ，Zh To 是 从 Ut+(2) 到 Rs 中 的 旋转 群 
Of+(3) 上 的 一 个 群 同 态 1HO(〈8) 是 03) 中 含 有 单位 元 素 的 连 于 分 支 ， 也 是 0(3) 
与 SL(3, BR) 的 交集 j]. 

在 下 述 每 个 情形 中 计算 To U=V(9/2),， UU=R(9/2), 并 由 此 及 从 
(15.39) 得 到 2 的 一 般 公式 . 

15.9 用 习题 15.6 中 相同 的 记号 ,证 明 ， 每 个 秆 阵 AESLC2, 加 必须 具 
有 形式 


t/9 0 
(15.40) 4~+(" )， 1 有， 


0 ei? 
这 里 , 4 使 得 ZT 在 平面 6 一 名 一 0 的 限制 是 恒 等 变换 . 通过 结合 这 个 事实 
与 习题 15 .8 中 的 主要 结果 [ 即 UVP To 把 V+ (2) 映 到 0+(3) 上 ] 得 到 , 4F> 了 7 
是 从 SL(2, 0) 到 Lorentz 群 中 含有 单位 元 素 的 连通 分 支 纪 上 的 一 个 群 同 
态 , 这 样 ， SL(2, 0) 就 是 9; 的 2 阶 复 盖 群 . 


一 个 空间 维度 的 强 一 阶 双 曲 组 


上 一 节 中 的 某 些 结果 ， 特 别 是 与 0auchy 问题 的 解 的 存在 性 
和 唯一 性 有 关 的 那些 结果 ， 可 以 推广 到 具有 变 系数 的 其 些 偏 微 分 
方程 和 方程 组 , 它们 一 般 地 被 称 为 是 戏曲 的 ， 这 里 , 我 们 限于 研究 
变 系数 的 一 阶 组 , 空间 变量 的 个 数 等 于 1， 这 些 方程 组 具有 形式 

二 一 一 Alw, D) -Ble, ti). 

这 里 ,4(w, 和 B(w, 人 是 mxm 矩阵 , 它们 的 元 素 是 光滑 函数 ， 
璧 如 说 是 Qx] 一 T, T[(QcBR* 是 开 集 ，T>0) 中 (w, 介 的 0 孜 
数 ; 自然 ,9/81 表示 78/84 其 中 了 是 mxm 单位 矩阵 ， 我 们 将 候 


= 
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定 方 程 组 上 是 强 双 曲 的 (参阅 定义 15.8). 
“(446.1) ”对 每 个 EQ, jiE] 一 人 TLE, A(wo, jo) 的 特征 
值 是 实 的 积 互 异 的 . 
引 理 16.1 车 (16. 儿 成立, 则 在 2xj 一 7, TZ[ 下 存在 人 好 的 9 
个 Of 函数 入, …, Xm, 在 每 个 点 Cw, 办 处 它们 表示 4(w, 旭 的 m 个 
特征 值 . 
证 明 因为 4(%, 刀 的 特征 值 是 实 而 互 异 的 , 我 们 不 妨 选 取 它 们 的 
指标 ， 使 得 在 2 x1 一 卫 , TL 中 到 处 都 有 入 二 和 As 一 … 一 Am， 令 (wo， 
to) 是 集合 2Xxj 一 了, T[ 中 的 任意 一 点 ， 对 是 4Go to) 的 第 7 个 
特征 值 ， 用 Ai %, 四 表示 4(%, 力 的 特征 多 项 式 : EA 0 £) = 
det (hI 一 4(w, 办 ) 我 们 有 
f O04; Wo, to} =0, fiN; vo, to) #0. 
因而 我 们 可 以 应 用 隐 范 数 定理 ， 并 得 到 ， 在 (wo, to) 的 一 邻 域 中 存 
在 一 个 C- 函数 入 (w, t), 它 在 此 邻 域 中 满足 f Ww, 力 i ww 坟 =0， 
且 当 ww 一 wo, 1 一 如 时 它 等 于 入， 当然 我 们 必定 有 和 Cv, 引 一 入 (w， 
2). z 证 毕 . 
注 16.1 如 果 特征 值 不 再 是 实 的 但 仍 为 互 异 的 ， 此 引 理 仍 
然 成 立 。 一般 地 , 如 果 人 允许 有 重 特征 值 , 则 此 引 理 不 成 立 . 


Alg, 5-(1 本 


1 0 
提供 了 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 令 
P(g, 为- (2xi) + 中 CT 一 4(o dz 


其 中 yi 是 复 平面 中 的 一 圆周 , 在 它 上 面 没有 4 (%, 芒 的 特征 值 , 而 
在 它 的 内 部 包含 4(z, 办 的 一 个 且 只 包含 一 个 特征 值 一 一 第 了 个 
特征 值 jx(z, 候 ， 显 然 ，Py(z, 四 是 (w, 候 的 一 个 01 函数 ， 它 是 
A(w, 纹 的 第 了 个 谱 投 影 工 子 。 作用 在 0" 上 的 矩阵 Py(w, 芒 的 值 
域 2 (o, 为 是 一 维 的 ; 它 是 4(z, 信 的 第 了 个 特征 空间 ( 它 是 一 维 
的 )。 我 们 有 

7= Pt + PD,, 
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这 维 涵 者 ， 对 每 个 (w, 4), Co， 2 ; on 力 张 成 整个 Cr 空 
闻 ， 自 然 , 对 每 个 了 我们 有 了 了 i= 

引 理 16.2 BC@X] 一 全 2 人 如 ) 有 一 个 开 邻 域 员 o 包 
含 在 Qx] 一 人 二, TL 中， 在 部 中 确定 了 一 个 矩阵 值 函数 三 2 4)， 
有 下 述 性 质 : 

(16.2) 在 80 中 荆 (w, 驴 是 0 的 , 且 在 Bo 的 每 个 点 处 


它 是 可 道 的 ; 
(16.8) ”对 每 个 (wm, 力 E&%o， 我 们 有 : 
MH,t) 0 … 0 
T-i(w, t) A(z, Ts,t)=| 0 i 0 
0 0 2- Xn 2, t) 


证 明 对 每 个 j, 我 们 在 几 1(wo, to) 中 任 取 一 非 零 向 量 Vy， 法 
Vi(s, t) =P,(%, t) VY. 

当 w=wo, 1 二 to 时 我 们 有 Vi==VI, 因而 此 时 Vj 形成 C” 的 一 个 基 ， 

并 且 在 (co，t 如 ) 的 一 个 小 邻 域 中 这 事实 仍然 成 立 ， 我 们 就 取 此 小 邻 

域 为 光 o， 我 们 记 


Vy (%, t) 一 之 ?7 (0， t) x, 


其 中 (e1,…, em) 是 0” 的 典 则 基 ， 即 ,对 每 个 上 , 除了 第 上 个 分 量 

等 于 1 以 外 ，e; 的 所 有 分 量 都 等 于 零 ， 矩阵 (yj(%, 从 )1<yram 就 

是 我 们 要 求 的 矩阵 Tl%, 为 ， 我 们 把 验证 留 给 读者 ， 即 它 具 有 性 质 

(16.2) 和 (16.8)， 证 毕 . 
现在 能 够 研究 下 述 局 部 的 Qauchy 问题 ， 在 下 面 的 叙述 中 , 

是 8 的 一 个 小 的 开 子 集 ，8 是 使 得 0<5<T 的 一 个 小 的 数 . 如 下 

地 提出 Oauchy 问题 . 

(16 .4) Lu = =f(%, ti), wEU, it <， 

(16 .5) uw, 0) =uo(2), WEU, 

关于 这 些 数据 ， 我 们 假设 ,在 人 x] 一 T, TE 中 fw, 候 是 (w, 引 的 

0 函数 ,同时 w(w) 是 中 的 0 函数, 


令 


1/ 


中 . 我 们 有 
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(16.6) wy, t=, vy, 1t), fw, t) =1(%, tg(y, t), 
uo (2) 一 人 (0，0)0o(2) ， 
来 变化 此 问题 ， 这 里 入 (o, 作 是 引 理 16.2 中 的 矩阵 ， 把 引 理 16.2 
应 用 于 (wo, to), 这 里 vo 是 U 中 的 一 点 , 如 一 0， 此 后 ,除了 有 相反 
的 说 明 , 总 是 假设 U 和 是 充分 小 , 使 得 Ux] 一 5, 8[ 包含 在 3。 


Lu= TotTIw— ATv,— ATw— BI 
= vw +ATv,— Bav), 
其 中 我 们 已 经 令 
(16 .7) Bs=IT 1BT T1741AT,. 
这 样 , 问题 (16.4) 一 (16.5) 变 为 : : 
(16.8) wi—I -tATvs—Barv=gy, t), wvEU, lt|<5, 
(16 .9) vx, 0) =v0%), ZEU. 
这 个 新 的 方程 组 的 方便 之 处 在 于 -4 六 是 对 角 型 的 [参阅 
(16.8)] .这 个 便利 在 解 此 Oauchy 问题 时 将 充分 利用 , 首先 考虑 
m 一 的 情形 , 即 二 是 一 个 一 阶 纯 量 线性 偏 微分 算 子 的 情形 ， 是 有 
益 的 . 


纯 量 的 情形 四 


在 这 个 情形 ，4 和 B 是 复 值 函数 .我 们 用 和 (x, 为 来 代替 
4(w, t) .假设 (16.1) 要 求 入 是 实 的 . 我 们 注意 全 ， 通过 变量 变换 ， 


能 容易 地 把 工 的 主 部 


变 为 8/6f 然而 ,必须 强调 ， 这 个 变 效 仅仅 是 局部 的 , 即 在 一 个 小 
的 开 集 中 这 个 变换 是 有 效 的 (不 妨 把 此 小 开 集 等 同 于 上 面 说 到 的 
集合 &o) .事实 上 , 我 们 解 非 线性 常 微分 方程 


(16.10) -No s), 


ds | 
带 有 初始 条 件 
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(16 .11) ts-0—=Y, 
其 中 yy 是 充分 接近 z 的 一 点 。 对 于 小 的 s, (16.10) 一 (16.11) 有 
唯一 解 ,用 “一 2(y， 引 表示 ， 然 后 考虑 变量 变换 
(16 .12) v=w(y, §), t=s. 
由 于 (16.11), 当 s 接近 于 零 时 ，z 关于 4 的 导数 不 等 于 零 ( 对 于 
3 一 0， 此 导数 等 于 1). 因而 ，(16.12) 是 一 名 副 其 实 的 0? 变量 变 
痪 我们 有 
9 0 9 

Bar 和, Wa bo. 
算 子 上 被 变 为 

/ I* -Bely, s), 8) 
(说 得 更 确切 一 些 , 应 该 说 这 是 工 在 新 坐标 y,s 中 的 表达 式 ) 因 
为 线 s 一 0 和 线 t= 0 一致， 且 有 (16.11) ,所 以 问题 (16. 9—06. 5) 


变 为 人 
(16.18) Zu 一 jz 人》， wly, SEU, |sj 一 3， 
(16.14) uly, 0) =uo(y), YEU. 


由 于 L* 的 表达 式 ， 这 后 一 问题 可 看 作 一 阶 线性 常 微分 方程 的 
。0aucby 问题 (依赖 于 参数 ,我们 知道 如 何 求解 它 ， 这 只 需 回忆 
一 下 & 11 开头 处 的 讨论 ， 我 们 有 / 
(16.15) 

~ WY, §) —uo (Y) es 

+| oxp[Bly, s) ~ By, #)If (wly, s), s)ds’, 

其 中 我 们 已 令 z 
(616) BQ, -| Be 人 oo 的 gr 
可 以 用 有 趣 的 几何 方式 来 解释 公式 (16.15)， 首先 注意 , g 8 
是 点 (z, 四 的 新 坐标 ， 特 别 ,s 一 t， 另 一 方面 , 当 # 从 零 改变 到 s 一 


1 时, 点 (2(Yy, 3), 8) 在 连接 (y, 0) 到 (w, 马 的 曲线 的 弧 上 变动 ,在 
. 问题 中 此 曲线 是 (16.10) 一 (16. 二 ) 的 积分 曲线 ， 如 果 它 通过 点 
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(zc, 六 ,我 们 就 用 C(o, 芭 表 示 它 .在 点 (z, 引 处 , Lo 是 党 着 C(w, 用 
的 切线 方 回 的 偏 导数 . 这 就 决定 了 OCw, 上 的 方向 此 方向 与 
我 们 取 时 间作 为 参数 所 确定 的 方向 相同 (当时 间 增 加 时 我 们 亦 向 
前 )。 将 常 微分 方程 的 基本 定理 应 用 于 (16.10) 一 (16.11) ,我 们 得 
到 , 通过 每 个 点 引 , 存在 (16.10) 一 (16.11) 的 积分 曲线 的 一 段 
且 仅 存在 一 段 弧 . 自然 ,Cz, 从 一 0(wz, 纪 ) 意 际 着 (%, 信和 (21, 村) 


“位 于 一 条 且 位 于 同一 条 这 样 的 积分 曲线 上 ， 如 果品 和 6 充分 地 


小 , 则 芝 x] 一 5，8[ 将 被 这 些 曲 线 Olw, 们 一 一 事实 上 , 当 w 跑 遍 
U 时 ,被 曲线 O(w, 0) 一 一 “纤维 化 ”。 这 意味 着 (16.12) 的 效能 是 
“ 拉 直 ”曲线 Ce, 0) 并 把 它们 变 成 铅 垂 直线 段 y- 常数 ， 现在， 
在 这 个 图 像 中 ，y 由 下 述 事实 完全 确定 ， (y, 0) 是 0O(z, 与 直线 
-= 0 的 交点 。 至 于 B(y, s) , 它 等 于 B 关 于 测度 Qt 沿 着 Ov, 引 从 
(y,，0) 到 (z, 力 的 积分 ， 我 们 将 记 Bi(z, 妃 以 代 蔡 B86(y,s)， 我们 
有 | z 
Bi(s, 朋 -| Be Cl 

记 住 ， 积 分 的 限 是 0 和 二 (2 坎 是 Clw, 直上 的 变动 点 ， 至 于 
(16 .15) , 它 为 
(16 .17) 

uw, t) =uo(Yy) exp[LB1i (ls, t)] 


+| exXPD LB; (%, t) — Bi (2 ， tt) ]f Cw, t’") at’, 


记 住 , (y, 0) 是 Clw, 驴 与 轴 t 一 0 的 交点 , 这 一 事实 确定 了 yy; 这 里 
的 积分 是 从 =0 到 娘 -t 施行 的 , 即使 1<0. 

注 16.2 假设 f=0， 则 久 在 (w, 为 处 的 值 仅 仅 依赖 于 在 
y 处 的 值 ， 在 某 种 意义 上 , 我 们 不 妨 说 , 初始 数据 的 “影响 " 沿 着 曲 
线 O(w, 四 传播 


一 般 的 情形 
现在 转 到 一 般 的 (但 是 “对 角 化 的 ”问题 (16.8) 一 (16.9)， 为 
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此 将 纯 量 情形 的 考察 与 Picard 和 迭代 法 组 合 起 来 . 但 是 首先 用 
v(w, 四 一 oo(o) 代 替 (co, 引 来 简化 (16.8) 一 (16.9).， 这 相当 于 假 
设 ws0( 注 意 , 此 时 必须 用 g 十 -4 了 vos 二 B#vo 代替 9g)， 

接着 , 定义 函数 序列 wm (= 0, 1 2 …) 如 下 : 
(16.18) vw®—TATv® = Bev td Hg, OO to 一 0， 
， 我们 约定 v2“? 寺 0， 我 们 将 证 明 , 车 UV 和 6 充分 小 , 则 函数 2 中 在 


Ux] 一 6, 5[ 中 一 致 收 伍 于 一 0 函数 2v(z, 坊 ， 它 是 (16.8) 一 -一 


(16.9) 的 解 ; grad vo% 一 致 收敛 于 grad v， 令 
z 2000 = 000 vy- k==0, 1, …. 
然后 定义 0 Dm, 
我 们 将 证 明 序 列 {w "站 是 可 和 的 ， 通 过 减法 , 从 (16. 18) 我 们 得 到 
(16 .19) ww —I ATw =g, Ww (%, 0) =0, 
， (16.20) w®—THATw® = Ba ed) wow, 0)=0, £>0. 


方程 (16.19) 和 (16.20) 是 容易 解 的 ， 本 质 上 它们 是 m 个 纯 量 方 . 


程 的 联合 ， 事 实 上 , 若 记 w ”为 w” 的 第 7 个 分 量 ，{Bsao 上 为 
Byw 的 第 j 个 分 量 , 9: 为 9g 的 第 7 个 分 量 , 则 方程 (16.19) 即 为 
下 述 mm 个 方程 的 联合 ( 当 j= …， 吧 时) 

(16.21)) La =g, ww, 0)=0, z 

其 中 [=2/[2 一 My 臣 9/6%m, 而 (16.20) 是 下 述 方程 的 联合 ; 
(16.22) Lao®i= {Baw Di, wi(g, 0) =0, £>0. 
我 们 用 0;(%, 四 记 向 量 场 Li 的 积分 曲线 的 一 段 , 它 连接 轴 t 一 0 和 
所 (2 荡 ， 应 用 公式 (16.17). 

(16.28) wi (w, 的 -=| {Ba iw, 的， k>0, 

z 

(16 .24) 0 (wt) -| re 的 @ 


现在 我 们 引入 下 述 记号 ， 
记号 16.1 用 乡 (ww 表示 包含 点 Cw， 并 有 下 述 性 质 的 最 
小 系 集 : 车 (vw, 1) EE 儿 (vw, , 则 每 个 曲线 段 Or 的 G= 二 


办 


pr 
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m) 也 包含 在 多 (zw, 刀 中 ， 
然后 , 对 任意 回 量 值 连续 函数 p(w, t), 令 
lp (xz， 切 下 一 sup lp(w’, #t) | 
从 (16.28) 立刻 得 到 z 
Hw dw, NMSEONt ov, DN, £>0, 


因而 , 通过 迭代 ， 


lo DN (OND) we, HN >0. 
另 一 方面 , 因为 (16.24) 蕴涵 着 
ws, NEO tlig Cw, HN, 
因此 最 后 我 们 得 到 : z 
(16.25) look, DR< ON) +g Cs, DN, k=0, 1, 2, 


. 因而, 当 | 引 <C 二 时 ,级 数 Zoo 一 致 收敛 ， 也 能 得 到 用 grad tw 


代替 w” 的 类 似 于 (16 .25) 的 不 等 式 ( 这 时 要 相应 地 改变 g). 为 
此 , 首先 用 公式 (16.28) 估 计 292. 这 也 许 不 是 困难 的 , 车 我 们 先 


”于 直 曲线 0;, 如 在 纯 量 情形 中 所 指出 的 那样 ， 为 了 估计 w 多 ,我 们 


用 w 和 wz” 的 估计 并 结合 (16.21) 和 (16.22) (用 其 它 量 表示 
各) 在 作 这 些 估计 时 , 必须 利用 特征 值 入 (zw, 为 是 (2, 伸 的 O07 函 
数 [此 时 , 对 于 曲线 Oy(%, 纹 , 这 是 对 的 ] 这 一 事实 和 初始 数据 f(%， 
t)，uwo (2) 也 是 一 次 连续 可 微 的 这 一 假设 .我 们 把 细节 和 留 给 读者 . 
最 后 , 我 们 得 到 了 。 的 一 个 形 如 
v= (1T—T) yg 


+- 的 表达 式 , 其 中 下 是 一 个 积分 算 子 ， 如 公式 (16.25) 所 指出 , 这 个 


积分 算 子 7 使 得 2 在 点 (%, 的 值 仅 依赖 于 g 在 集合 多 (zw, 为 中 
的 值 (在 这 里 假设 着 2%。=0)， 我 们 再 一 次 遇 到 了 “影响 域 ” 现 象 ( 参 
阅 定 理 14.1):; 在 目前 这 个 情形 , 此 影响 沿 着 曲线 C;(%, 引 传 播 

例 16.1 考虑 一 个 空间 变量 的 波动 方程 的 Qauchy 问题 : 

(16.26) wi—Wzs=f, WO0, 鸭 一 MO) ， 人 00， 一 人 (2)， 

令 巡 一刀 介 一 ww 一 ww, 并 把 看 作 具 有 分 量 忆 , ww 的 向 量 , f 为 具 
有 分 量 0, f 的 向 量 , WW 为 具有 分 量 uo, 一 wos 的 向 量 ， 这 时 , 问 
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题 (16.26) 变 为 下 述 Cauchy 问题 . 


1 0 0 I 
(16 .27) LI 一 0 _ Us 十 0 0 ut+f, |1-0= Uo. 


这 里 1 一 0/8t 一 8/6w， Ls 一 8/6t+6/9%; Oi(w, 站 是 曲线 = 一 
十 (十 四，Ca (2 四 是 曲线 2 一 上 十 (一切 ， 例 如 假设 二 大 于 零 , 则 
集合 多 (%, 四 为 顶点 在 Cz, :人 处 的 ( 闭 ) 后 向 光 锥 在 半 平 面 1>0 中 


”的 那 一 部 分 ， ~ 
| 习 是 
16.1 这 里 ZX 一 (01， 2 n 之 1 县 
_0 < 0 
(16.28) L= De, DB 


“其 中 系数 四 是 Reit 的 一 开 子 集 2 中 的 实 值 0” 函数 ， 
证 明 ， P| 的 每 一 个 点 (0, io) 有 一 个 开 邻 域 BoC 2, 在 Vo 中 常 微 分 方程 


组 了 
A’ = 1 是 二 

(16 .29) = Q(T, 3), I ; 7, 

有 一 个 唯一 解 z=z(y, s), 使 得 

(16.30) Ti | ot, = Ys 了 一 二， "1, 

其 中 y 是 Br 的 一 个 接近 xzo 的 点 .再 证 明 ， 

(16.31) T=TX(Yy, 5), t=s 


确定 了 (zos to) 邻 近 的 一 个 0~ 变量 变换 . 

应 用 这 些 事实 解 Cauchy 问题 
(16.32) Lu=0, w|i 一 wo《z) [在 (zo to) 邻 近 ]， 
其 中 避 是 vo 在 Br 的 一 邻 域 中 的 x 的 一 个 充分 正规 的 函数 .对 于 =f 
《代替 Lwu==0) 解 相同 的 问题 ，f 是 《vo 如 ) 在 R"*1 的 一 开 邻 域 中 的 一 个 光滑 
函数 ， 特别 , 令 妈 是 当 wo(z) =x! 时 的 (16.32) 的 解 。 叙述 x= 《wi …, ww) 
”和 变换 (16.31) 的 关系 . 

16.2 用 习题 16.1 的 记号 . 现在 我 们 假设 ww(z,，s) 一 @y(7?) 不 依赖 于 3s 
(j=1,…, 1n)， 用 yl%, 妨 表示 (16.31) 中 的 函数 Xx 一 XYy, 四 关于 y 求 逆 所 得 
到 的 函数 . 令 
(16.33) yr, t) = Tx. 
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证 明 , 对 于 充分 小 的 | 外，| 寻 和 在 zo 的 一 个 适当 小 的 邻 域 中 的 2, 我 们 有 
(16.34) Fo 一 了 恒 等 映 射 ; 五 一 Ts 
在 下 述 各 情形 计算 2 
(16.35) 所 有 o 都 是 常数 ; 


(16. 36) LI- 二 -元 n=1); 
16.37) 一 (aa 3 一 (n=2). 


16.3 用 与 习题 16.2 中 相同 的 记号 与 假设 , 在 %=1 的 情形 给 出 一 个 例 
子 ,使 对 于 所 有 的 实 值 t, 在 (16.33) 中 定义 的 算 子 ZT, 都 不 存在 . 

16.4 ”用 习题 16.1 中 的 记号 , 但 QR"+1， 这 里 我 们 假设 , 存在 一 个 党 
数 五 >0, 使 得 
(16.38) |grad oy| < 玉 在 整个 Rrt1 中 ,j=1,…， 


证 明 , 对 所 有 YER" 和 所 有 tER, (16.29) 一 (16.30) 的 解 存 在 ， 
16.5 考虑 L=I19/3i 一 4, 其 中 1 是 mxm 单位 矩阵 ,而 


‘(16.39) = 4) 
j=1 OX 


这 里 4,(x) 是 mxm 矩阵 ， 其 元 素 是 及" 中 原点 的 某 个 开 邻 域 中 zx 的 解析 图 
数 ， 令 h 是 Rr 中 的 任意 函数 , 取 值 于 Cm 中， 它 可 被 延 扫 到 ， C* 上 成 为 一 整 


函数 . 证明, 当 |z| 和 | 村 充分 小 时 ， 


和 
大 


(16. 40) (eh) x) = SS 二 (4*h) (2) 


的 右 端的 级 数 收敛 , 并 且 在 原点 的 一 个 适 天 当 小 的 开 邻 域 中 确定 zx 的 一 个 解析 
函数 . ~ 
16.6 用 与 习题 16.5 中 相同 的 记号 号 ， 但 是 现在 假设 办 = 长 这 样 ， 系 数 
4, 就 是 纯 量 函数 ). 在 (16.35), 《16.36), (16.37) 的 每 一 情形 和 在 情形 
3 加 
ot er | 

计算 C16.40) 中 定义 的 算 子 e*. 与 (46.33) 中 定义 的 算 子 2; 比较 . 
16.7 考虑 =6/9i 一 和 A(x)9/9x( 这 是 一 个 空间 变量 x 的 情形 ， 即 n= 


(16. 41) L= (n=1), 


”1)， 并 假设 入 在 零 的 一 邻 域 中 是 z 的 解析 函数 .在 这 个 情形 , 给 出 算 子 


(16.40) 的 一 种 解释 , 把 它 作 为 复 平面 中 的 (在 原点 附近 的 ) 一 个 “运动 ”, 并 由 


”此 得 到 , 工 的 Cauchy 问题 是 适 定 的 , 当 且 仅 当 入 是 实 值 的 ， 
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17 Cauchy-Kovalevska 定理 ,经 典 的 
和 抽象 的 叙述 z 


我 们 已 经 看 到 , 对 于 双 几 方程 和 双 间 方程 组 , 并且 ,仅仅 对 于 
” 双 曲 方程 和 双 上 曲 组 , 0auchy 间 题 才 是 适 定 的 , 所 谓 适 定 的 -0auchy 
问题 , 我 们 的 定义 包含 着 数据 一 一 Cauchy 数据 和 方程 的 右 端 一 一 一 
都 是 任意 的 广义 函数 (或 任意 的 0” 函数 ) 这 一 假设 .在 实际 中 ， 
我 们 宁愿 希望 要 求 得 少 一 点 ， 并 且 满 足 于 有 限制 的 数 
从 光滑 性 的 观点 的 限制 ， 或 是 从 在 无 穷 远 处 增长 的 阶 的 观点 的 限 
制 ， 在 这 个 情形 , 使 Oauchy 问题 的 解 存在 和 唯一 (在 所 选取 的 杠 
架 中 ) 的 方程 类 可 以 大 大 超过 双 曲 方程 类 .这 个 现象 的 大 多 数 经 
典 例子 由 0auchy-Kovalevska 定理 所 提供 ， 在 它 的 最 一 般 的 形 
式 中 , 它 适用 下 局 部 的 Cauchy 由 基数 据 要 求 是 解析 西数 我 


方程 闫 本质 上 包括 了 有 解析 系数 的 计 有 方程 (我 们 将要 看 到 | 有 一 

个 与 时 间 变 量 t 的 选择 有 关 的 限制 条 件 ).， 
迄今 ,我 们 是 通过 关于 空间 变量 的 Fourier 变换 , 把 所 论 的 偏 

微分 方程 化 归 为 常 微 分 方程 来 处 理 的 ， 这 个 方法 可 以 修改 一 下 以 
包括 更 多 的 情形 ， 假 如 我 们 把 常 微分 方程 类 推广 到 我 们 乐于 研究 
的 类 的 话 ， 我 们 不 仅 必须 允许 常 微分 方程 的 系数 是 复 值 的 或 矩阵 
值 的 函数 , 如 以 前 所 作 的 那样 , 而 且 还 必须 允许 它们 是 作用 在 某 些 
函数 空间 上 的 线性 算 子 ， 例 如, 我们 不 妨 把 热 导 算 子 2/2t 一 少 祝 - 
” 作 一 常 微 分 算 子 (关于 时 间 t 的 ); 这 时 一 消 是 其 零 阶 项 的 系数 ， 
我 们 知道 它 是 作用 在 以 x 为 变 元 的 函数 和 广义 函数 上 的 线性 算 
子 ， 对 于 在 8$ 15, 16 和 许多 别 的 情形 中 所 考虑 的 所 有 的 一 阶 方 
程 组 , 类 似 的 解释 也 适用 ， 一 般 地 讲 , 它们 具有 形式 


(17 .1) 了 一 Br Alt), 


其 中 4C) 是 1 的 算 子 值 函数 ， 注 意 , 这 也 包含 我 们 经 常用 表示 
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的 算 子 的 情形 ,这 是 从 关于 wv 的 fourier 变换 而 得 到 的 . 在 算 子 忆 
中 ， 其 系数 是 作用 在 变量 EE RB, 的 函数 的 空间 上 的 线性 算 子 ， 它 
是 作为 乘 子 出 现 的 ， 乘 以 上 的 光滑 函数 ， 其 好 处 在 于 乘 子 特别 易 
于 处 理 ， 现 在 转向 着 腿 于 Qauchy-Kovalevska 定理 的 另外 一 个 
方向 , 考虑 形 如 


(17.2) S 4i(o t) + Aolzy, ) 
一 和 OZX 


的 算 子 4(D) ， 它 作用 在 ”的 解析 函数 的 空间 上 ; 系数 4y(%, 汶 是 
mx m 矩阵 ， 它 的 元 素 是 2 的 解析 函 数 ， 关 于 +t 连续 (我 们 将 较 此 
更 明确 地 叙述 ). 这 里 ,2 在 BR? 的 一 个 开 集 Q 中 变动 ,而 了 在 一 开 
区 间 ] 一 了 了，TL(T>0) 中 变动 ， 我 们 给 出 两 个 在 8 中 关于 wv 是 解 
析 的 函数 f(%w, 四 , volz); 此 外 , 假设 关于 纪 | 让 <T, jc, 发 是 连 
续 的 ， 现 在 来 考察 Cauchy 问题 四 


Bu < Ou 
| .3 re 、 -让 or ， 
{17 .8) 全 本人， t) 3 二 AoCw, Dutf (er, t), 
(17.4) ui-0= uo (%). 


我 们 的 Cauchy-Kovalevska 定理 的 叙述 提出 (粗略 地 讲 ), 若 2 是 
2 的 任 -- 相 对 紧 的 开 子 集 , 且 若 了 , 0<T'<T, 充分 小 (依赖 于 台 / 
的 选择 ), 则 存在 唯一 的 函数 wo, 从, 关于 2 解析, 关于 tt 一 次 连 
续 可 微 , 当 zE0 和 | 计 <T' 时 它 满足 (7.8)， 当 4wE 0 时 它 满足 
(17 .4). / 


必须 指出 , 在 CQauchy-Kovalevska 定理 通常 的 叙述 中 ,系数 


”4i(o 月 和 右 端 fc, 为 都 假定 关于 所 有 变量 ， 包 括 t， 是 解析 的 ; 
此 时 , 解 尺 被 证 明 是 关于 w 和 1 的 解析 函数 .这 个 叙述 , 虽然 弱 于 
我 们 所 强调 的 那个 叙述 ， 但 是 它 有 把 所 有 变量 以 几乎 同等 地 位 处 
理 的 好 处 , 这样, 保持 了 问题 的 某 种 不 变性 ， 这 个 不 变性 在 应 用 于 
微分 几何 时 是 有 意义 的 ， 总而言之 , 我 们 还 将 得 到 解析 的 叙述 . 

我 们 必须 用 明确 的 和 严格 的 术语 来 叙述 这 些 不 同 的 结论 ， 为 
此 ， 必 须 更 专门 一 些 ， 把 变量 2= (z+, …, 2 站) 延 拓 到 复 域 中 是 方 
便 的 一 一 在 复 域 中 我 们 用 z= (21,…, 2 表示 变量 一 一 并 且 , 处 处 


Me 
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用 “全 纯 的 ” 代 赫 “解析 的 "， QcCBR” 中 的 一 个 解析 函数 是 这 样 一 个 
函数 , 它 能 全 纯 地 延 拓 到 Q 在 O" 中 的 某 个 开 邻 域 (依赖 于 此 函 
数 ) 中 ， 就 我 们 的 目的 而 言 , 考虑 下 述 那些 函数 是 方便 的 ， 它 们 能 
全 纯 地 延 拓 到 2 在 C* 中 的 一 个 国定 的 开 邻 域 Z 中 ， 并 且 ， 实 际 
上 ， 它 们 能 延 拓 为 (假定 它 是 有 界 的 ) 的 闭 包 忆 上 的 连续 函数 . 
下 面 , 我 们 可 以 忘掉 2 原来 是 作为 2 的 一 个 开 邻 域 ， 而 只 是 简单 
地 把 它 看 作 是 0” 的 一 个 任意 的 有 界 开 子 集 / ~ 
定义 了 7.1 令 O 是 C0" 的 一 个 有 界 开 子 集 ， 用 万 (0) 表示 名 中 
的 连续 函数 的 空间 ， 这 些 函 数 在 集合 2 中 全 纯 、 赋 予 有 万 (6) 最 大 
模范 数 : 
(17 .5) fr> |flo=suplf (1, 


我 们 把 五 (OQ) 做 成 一 赋 范 空间 . 
命题 17.1 赋 范 空间 及 (0) 是 完备 的 , 即 , 及 (CO) 是 一 Banach 空 
间 ， z z -— 
证 明 五 (QF) 中 的 一 Cauchy 列 fj (I 一 1, 2,…) 在 ZF 上 一 致 收 
敛 于 中 的 一 连续 函数 w 在 CO 中 ， 我们 有 (2/62*)wy=0, 上 一 1， 
…, n, 对 每 个 j 一 1，2,…; 因而 (6/82*)w0, 因 为 w 在 广义 函数 
意义 下 收 化 于 w， 这 样 在 CO 中 是 全 纯 的 . 证 毕 . 

我 们 还 可 以 考察 取 值 于 CG" 中 的 .在 CO 中 全 纯 的 .6 中 的 连续 
函数 .我 们 用 五 (O; 0") 表示 这 样 的 函数 的 空间 ， 并 且 也 赋予 最 
大 模范 数 (这 就 把 及 (6B; 0") 变 成 一 Banach 空间 ). 

现在 来 研究 (17.2) 型 的 算 子 (用 代替 四 在 刀 ( 态 0m 的 元 
素 上 的 作用 .显然 , 假如 我 们 考察 这 个 作用 在 2 的 边界 处 的 效果 
而 不 去 考察 在 非 边界 处 的 效果 的 话 ， 我 们 就 会 遇 到 朵 难 . 我 们 较 
细致 地 来 看 一 看 这 个 事实 . 

令 7 是 C0 的 另 一 个 有 界 开 子 集 ,使 得 

CC 


令 Q 表示 从 0 到 人 扩 i 的 边界 的 距离 . 此 时 注意 ， 偏 导数 0/6x! 是 从 
五 (Oi; 0 中 到 瑟 (B 0") 中 的 一 个 线性 算 子 ， 


i 
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命题 17.2% 偏 导数 9/6x(1<j<n) 确 定 了 一 个 有 界线 性 算 子 
吾 (C 0")>H(O; 0”)， 它 的 范 数 <a 3 
证 明 今 加 是 俏 的 任意 一 点 , 了 是 H(@1; 0m) 的 任 一 元 素 ， 我 们 
有 (Cauchy 不 等 式 ) 


< Sup If | 
| 2 了 一 2 :<< 


这 昔 池 着 | <e-ljle 
从 它 我 们 就 得 到 命题 17.2. | 证 毕 


令 M,(O) 表 示 赋 予 矩阵 范 数 | | 的 具有 复元 素 的 mxm 矩阵 
的 Banach 空间 . 

命题 17.3 令 MG) 属 于 HD M0)). 则 映射 方 > 到 是 从 
HD 0") 到 其 自身 中 的 一 个 有 界线 性 算 子 , 它 有 范 数 
G7.6) MIo=suplM D1. 


命题 17.3 的 证 明 是 非常 容易 的 , 我 们 把 它 留 给 读者 . 
现在 来 考察 一 个 矩阵 值 函数 凡人 z, 为 , 它 满足 下 述 条 件 ; 
(17.7) tH> M(w, 妨 是 tt 的 连续 函数 (|t|<T, T>0)， 
取 值 于 五 (5; Mm (0)) 中 . 
这 意味 着 , 对 每 个 如 | 这 T 了 ,T(z 四 属于 五 (CB; M, (0))[ 即 , 它 
的 元 素 属于 五 (2B)], 而 且 
(17.8) 对 每 个 se>0， 存 在 一 不 人 0， 使 得 对 每 个 
(|t | 过 TT)，|t 一 | <n 效 涵 着 
xy —MC., tlo<a. 
(自然 , 一般 地 ”依赖 于 纺 ， 
命题 17.4 若 (17.7) 成 立 , 则 i>(fi>MM(*, 驴 有 是 i(|t|<T) 的 
连续 函数 ， 取 值 于 从 五 (DO; 0") 到 其 自身 中 的 有 界线 性 算 子 的 
Banach 空间 中 . 对 于 每 个 上 过 TfPML., 纺 f 的 算 子 范 数 
< Do 
从 命题 地 .8，(17.7) 和 (17.8) 立刻 得 到 此 命题 
现在 来 考察 已 经 用 z 代 蔡 了 ww 的 算 子 (17.2)， 结合 命题 
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17,2 和 17.4, 导致 
命题 17.5 邻 4;(z, 1) (j=0,1, 二 是 共 由 < 的 m+1 个 过 
续 函 数 ， 取 值 了 于 H (O; MC) 由. 
A(t) = Dhl ) ae 由 
则 4 信 是 并 | 寺 去 四) 的 连续 函数 ， 取 值 于 从 H(@i; 0") 到 HH(O; 
C”) 中 的 有 界线 性 算 子 的 空 问 中 ， 对 于 每 个 | 十 <7T,， 4 的 的 范 一 、 
数 不 大 于 
a, Plotl ho, Do. 
这 样 , 当 d->0 时 ，4 (4) 的 范 数 的 这 个 上 界 就 象 1/4 那样 增 
长 ， 存 Oauchy-Kovalevska 定理 的 证 明 中 ，, 这 个 注意 是 决定 性 


的 ， 在 这 个 重要 的 定理 的 叙述 中 ,我们 将 论 及 下 述 对 象 . 
(17.9) ” 取 值 于 五 (O1; Mm (0)) 中 的 .t《| 计 之 7) 的 -+ 


1 个 连续 函数 4 及 GO D; + 
(47.10)” 取 值 于 五 (@3; 0") 中 的 、t( 直 < 了 TD) 的 连续 函 
数 f(z， t); 


”7.11) 五 (1; 0") 中 的 一 个 任意 元 素 wo(z). 
现在 我 们 将 研究 下 述 Cauchy 问题 : 
(17 .19) -Dh 1) + dol Dutf(, t), 


(17 .18) / A 
我 们 不 能 要 求 对 所 有 的 zE C1 和 | 计 < 了 了，G7 .12) 都 被 满足 ,以 及 
对 所 有 的 2E C1，(17 .18) 成 立 ， 说 得 更 确切 一 些 , 有 
定理 地 .1(Oauchy-Kovalevska) 令 0 是 0 的 一 个 非 空 过 通 开 
子 集 , 它 的 闭 包 包含 在 Ca 中. 则 在 在 一 数 60o, 0 一 Do< 思 ,使 得 下 
面 的 结论 是 正确 的 

存在 t(| 引 过 60) 的 唯一 的 0! 函数 (2 旭 , 取 值 于 H (Oo; 0”) 
中 ， 对 于 所 有 的 2E Co t，|t| 60, 它 满 足 (17.12)， 对 于 所 有 的 
ZE Oo, 它 满足 (17.18). 

令 do 是 0 与 人 i 的 边界 之 间 的 距离 ， 不 失 一 般 性 一 一 车 我 


一般 地 ,我 们 记 
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本 
— {z€E 0"; dist (%, Oo) <do}. 

我 们 引入 介 上 和 守则 记 一 个 昌 允 玫 开 级 才 它们 都 是 连通 
的 ; 


们 缩小 COL 


(= {2 EO", dist(z, C0) <sdo}, . O81,™ 
注意 ， 
“(I7.14) dist(@Oy, CO"\O)=(8—s)do, Os<sel. 
我 们 将 把 C7.14) 应 用 于 命题 17.5， 把 Cauchy 问题 (17.12) 一 
0 
(17 .15) = A(Dut+f 0), 
(17. 16) le -0 = Wo. 
我 们 将 rw 视 作 Banach 空间 Eh,~— H(O,; 0") 的 一 元 素 , 视 了 为 
(| <7) 的 连续 函数 , 取 值 于 如 中 一 一 ww 和 了 (都 在 胸中 .更 ， 


(17 .17) ~ ES=H(O,.; 0"), 0<s<1, 
显然 , 我 们 有 
(17.18) 车 s<s, 则 恕 CBs, 并 且 , 及 中 的 范 数 不 小 于 

由 By 在 召 , 上 所 诱导 的 范 数 . 
自然 , 通过 取 属 于 吾 (C; 0”") 的 函数 , 并 把 它们 限制 于 CD 上 ， 我 
们 得 到 自然 内 射 映 射 百 G 了 3. 我们 还 可 以 用 下 述 方式 重新 叙述 
命题 17.5[ 用 C. 代替 0O1, 用 Cs 代替 C, 并 且 用 到 (17 .14)]: 
(17.19) ”车 s <s, 则 4 的 是 取 值 于 有 界线 性 算 子 上, 一 
加 ,的 Banach 空间 中 的 、# 好 | 红 天 2 的 连续 郴 

数 . 
对 于 每 个 六 | 二 到 三 A(2): 万 -> 可 的 算 子 范 数 不 大 于 C(t)/ (8— 
s)， 这 里 


O(t) -地 -ShsC, t) jo 十 ie t) |6,. 


1) 译 者 注 ， 当 s=0 时 的 开 集 效 {0O,} 中 的 元 素 O94 应 理解 为 原来 的 开 集 0%， 而 不 
能 由 当 s 一 0 时 的 O; 的 定义 来 理解 ， . 
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关于 0 人) ,重要 的 是 它 在 ] 一 7, TLE 的 任 一 闭 子 区 间 上 是 有 界 的 . 
这 样 , 如 果 稍 微缩 小 下 > 0, 我 们 就 可 以 假设 C(2) 界 于 一 常数 0> ， 
0, 因而 可 以 假设 
《17.20) ”对 每 个 t, 上 | 到 人 AWD.: EE,0<s <s<1) 
的 算 子 范 数 不 大 于 0/ (8 一 9)， 这 里 正常 数 0 
不 依赖 于 s, 8, 也 不 依赖 于 t. 
还 注意 , 当 我 们 一 旦 缩小 T( 然 而 是 稍微 缩小 ) 时 , 我 们 就 能 假设 六 一 
是 取 值 于 包 中 的 、 闭 区 间 [ 一 TP, 7 中 的 连续 函数 ,我 们 还 注意 ， 
当 我 们 增 大 O 时 , 不 用 修改 (17.20) ， 由 于 技术 的 原因 , 假设 
(7 .21) (Ce) eT 
是 方便 的 . 
- 现在 我 们 能 够 致力 于 下 述 结 果 , 它 可 以 看 作 Qauchy-Kovale- 
vska 和 定理 的 抽象 的 叙述 . 
定理 7.2 在 上 述 这 些 假设 下 , 给 定 任何 veE 如 和 取 值 于 如 中 
的 、 ti(|t| <T) 的 任何 连续 函数 ,下 述 结论 成 立 ; 
(I) 存在 区 间 | 引 < (Ooe) -中 一 个 函数 w， 取 值 于 中 ,对 
”于 任何 s, 0<s<1, 它 是 t(| 近 (Ce) 怀 (1 一 9)) 的 O01 机 
数 , 取 值 于 豆 中 , 并 且 , 在 满足 (7 .16) 的 同时 , 当 | 引 < 
(Ce) 习 时 , 它 也 满足 (17.15)， 
(ID 若 对 于 某 数 2 0<T’'<T, 对 于 某 个 s， 0 一 3s 委 1， 存 在 
两 个 取 值 于 ,中 的 、t(|t| < 了 TP) 的 Ox 函数 , 在 区 间 | 
<T' 中 它们 满足 (17.15), 同时 满足 (17.16), 则 它们 必 
定 相 等 . 
证 明 《I) 解 的 存在 性 .我 们 定义 一 个 取 值 于 及 , 中 (对 于 任何 s 
值 , 0<s<<) 的 、t(|t| < 了 ) 的 连续 函数 序列 好 人 (k=0,1，…) 如 
下 ， 
vo (lt) = Wo | f0") dt’, 


wir (t) = uo | fa t+ | AG) v(t), t=0, 1,. 
由 (17 .19) 我 们 知道 , 车 几 的 是 取 值 于 轧 , 中 的 .i(|t| < 的 连续 


17. Cauchy-Kovalevska 定理 , 经 虎 的 和 抽象 的 和 水 139 
函数 , 则 对 任何 8 过 s，4 (ww( 四 是 取 值 于 召 , 中 的 、 在 同一 个 区 间 
中 的 连续 函数 ,对 于 wsa(b)， 相 同 的 结论 亦 真 ， 因 为 s 任意 地 接 
近 于 工 因而 对 于 %, 相同 的 结论 亦 真 , 由 此 得 到 我 们 的 论断 , 即 每 
个 vw 是 取 值 于 任何 再 (0<s< 了 中 的 区 | 引 < 人 的 连续 函数 ， 其 
次 , 我们 令 
Wo 一 00， Wk 二 Gk 一 Vx_-1 和 蔡 8>0. 
我 人 有 wins) = |AG) wrt) a, k=-0, 1, 
每 wo 是 取信 于 任何 忆 .(6< 世 中 的 、1C|#| <7) 的 连续 画 数 ， 通 
过 对 于 一 0, 1，… 的 归纳 法 , 我 们 将 证 明 下 述 不 等 式 ; 
(7.2%) New) EMO (PE), 1 <7, 
其 中 ,表示 有 中 的 范 数 ,而 | 
MO = Nl) + | Nf 0)) ae |. 
注意 ， 必 0) 分 别 地 为 半 区 间 [0, T] 上 和 [一 了 , 0] 上 |i| 的 非 减 函 
数 . 


当天 一 0 时 不 等 式 (17.22) 显 然 成 立 ， 假设 它 对 于 天 成 立 , 我 


们 来 证 明 对 于 十 4 它 成 立 ， 我 们 回 到 wxszi 的 定义 并 应 用 
(17.20). 若 O08 过 8 过 1]， 则 


oa 人 


网 MG- (2 [由 (7.22)]， 


现在 到 sv 十 (一 芍 /人 BD 因此 14s= [6/ E+)] Gi 一 的 
我 们 得 到 : 

N» (wild) SM (OH ) (1+1), 
此 时 只 需 注意 到 (1 十 1/ 有 D*<e 即 可 / 


回想 到 在 闭 区 间 |t| <7 上 是 连续 的 ， 我 们 就 看 到 ME) < 
民 一 十 ce， 从 (17 .32) 我 们 推 得 , 级 数 
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十 co 
之) Wx (t) 
z= 


在 Bs 中 绝对 收 僵 ， 在 开 区 间 | 直 过 (Ce) 司 (一 9 的 每 个 闭 子 区 间 
中 这 个 收敛 是 一 致 的 ， 其 和 2 的 即 为 7 .15) 一 上 7 .16) 的 所 求 的 
- 解 . 上 自然, 是 vx 当 8 一 十 ce 时 的 极限 [在 一. 中 的 极限 ,在 区 间 
| 让 过 (0e) 一 9) 的 紧 子 集 上 是 一 致 的 ], 并 且 , 从 vr 的 定义 我 们 
宦 接 得 到 ee 


(7.28) wld) wot | Fd + | A a 


现 令 8 是 使 0<s<1 一 s 成 立 的 一 数 .我 们 知道 ,4 是 区 闻 | 村 < 
(Oe) (1 一 s 一 6) 中 的 连续 函数 , 取 值 于 如 中. 因而, 由 (17.19)， 
4 (Dwult) 即 为 同一 个 区 间 中 的 、 然 而 是 取 值 于 ,中 的 连续 函数 . 
由 (17 .23) 我 们 推 得 , w% 是 取 值 于 召 , 中 的 、 同 一 个 区 间 中 的 Cx 函 
数 . 令 s 一 十 0, 我 们 得 到 公 是 取 值 于 五 , 中 的 .ti(|t| 过 (0e) (1 一 
5) ) 的 C1 函数 . 0. 23) , 它 满足 7 .15) 一 (7.16) 是 显然 的 .~ 一 一 
(ID 解 的 唯一 性 .我 们 必须 证 明 , 若 一 个 取 值 于 B, 中 (0<s 
< 了 ) 的 、t(|i| 的 ol 函数 h 满足 
(17 .24) hy=A(t)h, hlio=0, 
则 在 区 间 | 引 天 下 中 , 它 必 须 恒 等 于 零 ， 使 得 等 于 零 的 点 的 集合 
是 非 空 的 , 因为 此 集合 包含 1 一 0 这 一 点 , 并 且 , 它 显 然 是 闭 的 ; 我 
们 要 证 明 它 在 3 一 了 , TT[ 中 是 开 的 ， 而 这 就 蕴涵 着 我 们 想 证 明 的 
事情 . 令 如 是 使 得 关 (to) =0 的 任 一 点 ， 注 意 , 我 们 有 


(17.25) pC) -| AGIRGN a 


令 8 是 使 得 0<s <s 的 任 一 数 ， 对 =0, 1,… 用 归纳 法 , 我 们 将 
证 明 z 

(17.26) Ny (h(t)) Mi (s—s) x(Oe) | ito)’, 

其 中 Mi(t) =sup N, (h(t)), 

土 确 界 取 在 联接 上 和 加 的 线段 上 ， 当 = 0 时 不 等 式 (17. 26) 是 
平凡 的 ， 由 (17.20) 和 (17. 25), 我 们 有 : 
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Ns (h(t)) EM) Ost(Co) "(ss —e) le 
其 中 s= G(s 一 8) 7 (十 14). 这 就 直 搂 导致 了 是 Kk 二 1 代替 的 
(17 .26). 
(17 . 26) 指出 ， 若 |t_h| 之 (O60) -1(8_8)， 则 Ny(RG)) 王 0. 但 
因 五 . 内 射 于 Bs 中 , 所 以 这 萤 涵 着 sw) 二 0. ”证 毕 . 
我 们 在 这 里 指出 , 定理 17.2 的 “全 纯 的 叙述 也 成 立 ， 在 这 个 


叙述 中 , t 是 一 复 变 量 ， 它 在 加 主 | < 中 变动 . 假设 (17.19) 换 


成 
(17.27) 车 8s<s, 则 4 的 是 女 引 二 7 的 金 纯 函数 , 取 
值 于 有 界线 性 算 子 >, 的 Banach 空间 
中 ， 
自然 ， 假设 (17.20) 保 持 不 变 . 现在 假设 /是 4(|4| <7) 的 连续 了 
数 ， 取 值 于 召 , 中 , 当 |t|< 了 T 了 时 它 是 全 纯 的 . ,定理 17.2 的 证 明 仍 


一 一 然 有 效 . 我 们 只 需 记 住 现在 是 复 变 量 ; 而 积分 是 施行 在 联接 积分 


限 的 直线 段 上 ， 因 为 全 纯 函 数 ( 在 开 集 上 ) 的 一 致 极限 是 全 纯 的 ， 
所以 定理 二 .3 中 的 (TD 部 分 和 (ID 部 分 的 叙述 可 以 保持 不 变 , 除 
了 这 时 必须 在 复 的 意义 下 来 解释 01, 它 与 全 纯 是 一 致 的 . 

从 定理 17.2 的 这 个 全 纯 的 叙述 立 刻 得 到 Vonony Ova ov 
ska 定理 的 经 典 的 全 纯 的 叙述 . 


习 题 
17.1 用 gf (BR>0) 表 示 Rn" "中 人 和 


(17 .28) sup Sap fC | < 十 co 
aE ER 


成 立 的 0” 函数 fo) 的 空间 ， 在 可 中 赋予 由 (17. 28) 的 左 端 所 定义 的 东 6 数 . 
证 明 , Mg 是 一 个 Banach 空间 , 并 目 ，%s 的 每 个 元 素 了 都 能 延 拓 为 带 域 世 E 
0", xzER"，15%| 二 对 中 = 一 2 十 刻 的 全 纯 函 数 ， 

令 0<Bo<R1< 十 吕 , 并 令 召 = 二 Msaorsays 0<s 生 1. 证明, 当 


+ Aotr, i) 


z 3 
(C17 ,290) A = A t) pe 


时 , 条 件 (17.18)，(17.19) 和 (17,20) 被 满足 ， 这 里 系数 4,(j=0, 1，…*, 1) 
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是 t 谍 it| < 了 了) 的 连续 函数 , 取 值 于 Xs, 中 . 

17.2 令 9( 的 是 也。 中 实 值 的 连续 函数 ,用 下 ?表示 Bn 中 使 得 
(17 .30) erf EL? 
的 可 油光 数 了 的 空间 ， 

证 明 , 赋 了 范 数 


ie={fier aE:} 


的 下 ? 是 一 Hilbert 空间 , 而 07 (BR,) 在 其 中 称 . Te 


令 歹 (及 表示 了 "中 的 函数 的 空间 ， 其 Fourier 变换 属于 0O?(Bw)( 由 
Paley- Wiener 定理 ， 屯 = 29n 了 xp, 它 是 在 无 穷 远 处 速 降 的 C0™ 函数 的 空间 ， 
这 些 函 数 可 延 拓 到 CG" 上 成 为 指数 型 的 整 函 数 )， 用 Kr 表示 BCR") 关 于 范 数 
(17.31) : ul ze 一 人 到 | 
的 完备 化 ， 证 明 , 互 -? 典 则 地 等 同 于 K? 的 对 侦 空间 .从 Hilbert 空间 K? 到 
其 对 偶 空间 及 -? 上 的 典 则 反 线性 等 距 变 换 是 什么 ?再 证 明 , 若 对 于 某 个 常数 
CO>0, 有 


二 


(17.32) -9CG)<ClogGL+1E)， VvéER,, 本 

则 对 于 某 个 适当 的 实数 s,K? 能 被 连续 地 嵌入 于 Sobolev 空间 下 (参看 定义 

13.1). 
证 明 , 车 


G7.33)。。 gC)/logQ4 ID 起 于 + 当 寺 24 时 
则 Kr 被 连续 地 嵌入 C0~(R") 中 , 并 且 所 有 Soboley 空间 本 ,ER, 被 连续 地 
嵌入 EK? 的 对 偶 空间 中 ， 
17.3， 令 Kr 是 习题 17.2 中 定义 的 空间 ， 证 明 下 述 结果 
命题 17.6 ”假设 


(17.34) > él <9) +o, VER 区 


其 中 4 是 一 个 严格 大 于 零 的 数 , a 是 一 个 实数 . 
则 K? 的 任何 一 个 元 素 % 可 等 同 于 R" 中 使 得 


(17.35) sp a Eo Ty ao) 1} < + 
成 立 的 0” 函数. z 

17.4 令 K? 是 习题 17.2 中 定义 的 空谷 我 们 取 
(17.36) g(€)=sp(é), sER, 


其 中 pb 是 BR， 中 的 一 个 连续 函数 , p>>0。 青 令 4(E) 是 BR, 中 的 一 个 任意 的 连 


外 
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“ 续 函 数 ,并 仿 
G7.37) 4CDau 人 一 (mo A REE 
证 明 下 述 结果 
命题 她 .9 假设 对 于 某 个 常数 Co>0 有 ， 
G7.38) ACE) | <00pC€), €EB. 


则 ， 对 于 任何 一 对 实数 s'<s, 算 子 4(D2)[ 在 (17.37) 中 J] 确定 一 个 有 盆 


线性 算 子 K”>K*?, 它 的 范 数 <Coe™1(s 一 8 下. 


从 这 个 命题 推 得 , Cauchy 问题 


17.39) AD 


3 

(17.40) | A wlio=uo 

有 了 唯一 解 Ww 其 中 WEK*%?, fEO%K[ 一 T， 7]; Kw?)， 在 某 个 区 疗 | <6o 
<7T 中 是 二 的 01 函数 , 取 值 于 K%? 中 , 这 里 ss<so， 你 能 用 Co 和 (so 一 58) 给 


- 出 区 间 半 径 6o 的 一 个 上 界 吗 ? 


17.5 证 明 热 导 方程 的 Cauchy 问题 
(17.41) Pe tf &W|，-o 一 Wo 


是 适 定 的 , 若 我 们 限定 , 对 于 某 个 合适 的 & 值 (和 4 一 0)， 数据 和 解 属 于 某 个 适 
当 的 空间 Ke, 这 里 的 9 满足 (17.34),， a 的 这 个 值 是 什么 ? 【可 示 ， 用 在 习题 
17.4 中 证 明了 的 结果 .] 

17.6 考虑 Cauchy 问题 (一 个 空间 变量 ) 


Ow ou 
17.41 H+ = 一 
人 有 页 io 


证 明 , 车 数据 f, wo, 4 关于 变量 x 取 值 于 某 个 适当 的 Gevrey 类 (定义 3.3) 


wu 
天 


中 , 则 问题 (17.41 7 有 也 取 值 于 这 样 的 类 中 的 唯一 解 . [提示 : 应 用 习题 17.3 


和 17.4 的 结果 ,] 

17.7 令 g(l?) 是 +>0 的 非 减 连 续 函数 ， 对 于 所 有 的 7?, $897)>>0,B > 是 一 
复 Banach 空间 我 们 记得 ，@ 中 的 函数 有 h 称 为 取 值 于 B 中 的 整 解 析 函 数 ， 
若 它 是 处 处 满足 Cauchy-Riemann 方程 的 及 2 下 的 C1 画 数 ， 用 对 (3) 表 
示 满 足 
(17 .42) sup e-9dzD|| 为 (ss< 十 ce 
的 整 解析 函数 的 空间 ， 这 里 | ls 是 B 中 的 范 数 .证 明 ， 若 赋 予 26(B8) 以 
(17 .42) 无 端 所 定义 的 范 数 , 则 它 变 为 一 Banach 空间 . 
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当 0< 和 s 委 1 时 , 令 ,二 Xj(B), 这 里 ,对 于 给 定 的 pol 连续 ,大 于 零 和 非 减 
的 ), pC(7)=pol (1—s/2)7). 证 明 下 述 命题 : 
命题 17.8 给 定 0<s'<s<1l， 则 3/3s 确定 一 个 范 数 不 超过 [exp 加 GD]/ 
《s 一 5 的 五 :一 互 的 有 界线 性 算 子 . 

把 这 个 命题 应 用 于 Cauchy 问题 


(17.43) EAR 2 limos), 


这 里 4 是 BB 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 而 数据 了 和 ww， 对 于 菜 个 适当 选取 的 
少 取 值 于 ss(B) 中 (并 且 , 在 [一 也 到 中 了 连续 地 依赖 于 作 ， 
我 们 能 否 变 更 函数 4 的 选取 以 便 对 方程 
-45+ 
得 到 与 习题 17.5 中 描述 的 那些 结果 类 似 的 结果 ? 
”17.8 考虑 具有 常 系数 的 一 阶 方程 组 : 


(17 .45) L= =I 坟 一 -2 4 


(17.44) 


2 B74 


开 球 Ba(20) 二 {2EC0"; 1z—gol = RR} (BR>0) 作 为 城 2o 而 应 用 定理 17.1. 求 
在 守 直 线 (或 二 平面) 中 的 区 闻 ( 或 圆 盘 ) 的 半径 6o 的 上 界 ， 在 此 区 则 (或 略 盘 ) 
中 ,下 述 Cauchy 问题 的 解 存在 : 
(17 .46) Lu=f(t, g), 忆 |, -oo 一 Qo(2)， 
其 中 f 是 C+1 中 的 整 函数 ,uo 是 C* 中 的 整 函数 ， 它 们 都 取 值 于 6" 中， 证 
明 , 可 以 与 soEen" 无 关 地 选取 86o. 从 这 个 事实 推 得 , 问题 (17.46) 有 唯一 解 
u(t, gz), 它 是 0"+1 由 的 整 解析 函数 , 取 值 于 0” 中. 

17.9 令 wolz) 是 复 平面 中 的 一 个 整 函 数 ( 取 值 于 C6 中 )， 证 明 ， 若 w= 
w(t, 3) 是 满足 


(1 .47) 


一 4 pF 在 CG 中 ， w|im0 —Wo (8) 

的 CG? 中 的 一 个 整 函数 ， 则 必须 有 wt, 2) =uo《s/(1 一 2t))。 由 此 推 得 , 一般 

地 , Cauchy 问题 (17.47) 没 有 整 函数 作为 它 的 解 (参阅 习题 17.8 的 结论 )。 
17.10 令 I, Hi 是 两 个 复 Hilbert 空间 ， 五 GV， 具有 连续 的 内 射 ， 

令 4 是 HI->H? 的 一 有 界线 性 算 子 , 使 得 对 于 某 个 常数 Co> 0, 有 

(17.48) Oolul<(CAu, wo vueH. 

[Be 中 的 内 积 用 (，)o 表示 ， 范 数 用 |‖ lo 表示 ,] 证明, 对 于 任何 数 i>0， 


国 


CIt+t4/m)"” 确定 开 上 的 一 个 有 界 算 子 ， 当 mm 一 二 ce 时 ,在 H? 上 有 界线 
性 算 子 强 收敛 的 意义 下 它 有 极限 ， 我 们 用 e 表示 这 个 极限 .证 明 , 它 有 半 
群 性 质 / ~ 
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(17.49) ee se td, el,o~=l. 
当 s 守 0 时 , 令 五 ,是 互 " 一 万 在 映射 es4 下 的 像 ,赋予 范 数 
(17.50) le *4h|, = nllo. 


证 明 , 对 于 这 个 范 数 , 也 是 一 Hilbert 空间 , 并 且 , 对 所 有 的 ;之 0, 有 ,在 ?中 
稠 . 
当 s<0 时 ， 定 义 轧 . 为 及 ? 关 于 范 数 el 的 完备 化 .证 明 下 述 论 叫 : 
(17.51) ”给 定 任 两 实数 >s', 则 及 可 等 同 于 ,的 一 个 称 线 性 子 
空间 ; 自然 内 射 GB 是 连续 的 并 有 范 数 <1. 
~ (17.52) 和 营 s>s， 则 和 4 确定 耳 ,> 刀 ,的 一 个 有 界线 性 算 子 , 它 具 
有 范 数 <e-1/(s 一 s'). 
利用 这 些 事实 去 解 Cauchy 问题 


(17.53) 和 一 MD Au=f, uco=zo， 


其 中 和 是 区 间 | 引 天 和 上 的 一 个 任意 的 复 值 连续 函数 , 了 是 在 同一 区 间 中 的 连 
续 函 数 , 取 值 于 加, 中 , ww 是 ,的 一 个 元 素 (so 是 一 个 任意 实数 )， 

还 证 明 , 对 于 任何 实数 s, “上 典 则 地 ”等 同 于 恕 _, 的 对 偶 空间 ， 从 ,到 
它 的 对 偶 空间 加 -上 的 典 则 反 线性 等 距 变 换 是 什么 ? 


18， 把 高 阶 组 化 为 一 阶 组 


我 们 已 经 对 于 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 证 明了 CQauchiy-Kova- 
“levska 定理 , 但 这 似乎 还 不 够 一 般 ， 然 而 , 现在 我 们 要 证 明 事 情 并 
非 如 此 一 一 确切 一 些 ， 即 ， 任 意 阶 的 线性 偏 微分 方程 的 每 个 确定 
组 ， 其 中 时 间 变 量 起 春 特 殊 的 作用 ， 都 可 按 下 述 方式 把 它 变 为 
“1.3) 型 的 方程 组 : 使 得 与 前 者 的 Qauchy 问题 有 关 的 任何 重要 
命题 都 等 价 于 有 关 后 者 的 类 似 命题 .例如 , 就 解 的 存在 性 和 唯一 性 
而 言 ). 这 里 , 我 们 注意 , 很 容易 修改 抽象 的 Cauchy-Kovalevska 
定理 (定理 17.2) 的 证 明 ， 以 便 对 于 tt 的 阶 数 宇 1 的 抽象 的 微分 方 
程 得 到 类 似 的 结果 . 要 求 作 的 这 个 修改 是 不 难 的 , 我 们 建议 读者 
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试 着 去 完成 它 . 

我 们 来 研究 m(> 儿 阶 的 线性 偏 微分 方程 组 , 它 的 形式 为 
(18.1) Diu= DY coalt, t) DEDIut f(r, t), 


ot olen 
附 有 Cauchy 条 件 
(18.2) Drulio=o (2), k=0,., mC—1. 


每 个 线性 偏 微分 方程 组 可 以 变 成 (18.1) 型 这 一 论断 是 不 正确 的: 一。 
在 (18.1) 右 端的 求 和 号 中 , jzo| <m 这 一 限制 给 t 变量 规定 了 一 种 
特殊 的 作用 ， 今 后 , 在 单个 ( 即 纯 量 ) 方 程 的 情形 , 我 们 还 要 回 到 这 
个 问题 上 来 目前， 我们 先 指出 ， 方 程 组 关于 t 的 阶 数 正好 等 于 
m， 并 且 ， 方 程 组 中 DY 的 系数 是 六 x 六 单位 矩阵 ， 其 它 的 系数 
cawa(%w, 丰 是 入 XW 矩阵; W 是 某 一 正 整 数 ， 这 些 和 矩阵 的 元 素 在 
Ri( 或 0 或 Cr"x RR, 假如 我 们 要 考 碰 复 变 量 的 话 ) 的 某 个 开 
子 集 2 中 是 (o, 引 的 函数 .为 了 简单 起 见 ， 我 们 总 假定 它们 是 8 
中 的 Cr 函数 .我 们 还 假定 f(z, 为 是 取 值 于 Cr 中 的 .8 中心, 分 一 一 
的 C” 函数 ,2*(w) 是 8 的 4 投影 中 4 的 0O” 函数 , 也 取 值 于 Or 中 . 

我 们 将 在 (18. 了 ) 一 (18.2) 中 施行 “未 知 函 数 ” 的 变换 ， 令 
(18 .8) WU 一 WU， WwW= Du (L&IEN), nti= Du, 
并 以 三 记 向 量 (wo 各， …，w ws 它 取 值 于 CY 中 , 这 里 = 
Nmnt+2)， 在 (18.1) 中 我 们 作 变 换 (18.8) ,得 到 一 个 形 如 


-十 1 
(18.4) Dri= >) ， cd,a Ww, DD DA 


1j=0 Wot iol 
估 0 二 


的 方程 。 不 难看 到 , 要 完成 这 种 手续 , 有 几 种 不 同 的 方法 ， 我 们 选 
取 这 些 方法 中 的 任何 一 种 ， 另 一 方面 , 注意 到 , 通过 对 (18.3) 的 前 

面 % 十 革 个 方程 微 商 m 一 1 次 ,得 到 

(18.5) Do 一 Da 

. (18.6) Dr w= Dr ?Dun 了 一 ,nn. 

我 们 可 以 组 合 方程 (18.4), (18.5) 和 (18.6) , 并 写 为 

G8.7 DU- 3 ,Oole, DPDU+D, 


i 
三 
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其 中 Co 是 W'xN' 矩阵 , 是 入 ' 向 量 , 它 的 分 量 中 , 除了 最 后 
N 个 分 量 等 于 f 外 , 其 余 都 是 零 ， 限制 go<m 一 2( 它 是 很 重要 的 ) 
成 为 可 能 , 因为 ， 在 (18.4，(18. 5) 和 (18.6) 的 右 端 , 同一 个 限制 
成 立 . 

最 后 , 我 们 必须 变换 Cauchy 条 件 (18.2)， 我 们 有 
(18.8) Diuolio= (8), k=0,., mC—2, 

8.9) Drw|io= Ds (82), k=0,.…, m—2, I=1,.,n, 

(18.10) Dailiso= wt (v2), k=0, 0 一 3 
把 这 些 方程 综合 为 
(18 .11) DrU |;-0= Vw), k=0,.., | 
我 们 已 经 把 m 阶 的 方程 组 的 Cauchy 问题 (18.) 一 (18.2) 变 为 
m 一 1 阶 组 的 Cauchy 问题 (18.7) 一 (18.11)， 我们 能 够 一 步 一 步 
地 继续 这 个 化 法 直至 得 到 一 个 一 阶 组 的 Cauchy 问题 ( 除 此 之 外 ， 
”我 们 不 能 进一步 继续 这 个 化 法 ). 

” 现在 我 们 来 提出 关于 原来 问题 (18.1) 一 (18.2) 的 解 的 唯一 性 
和 (或 ) 存 在 性 的 叙述 同 关于 变换 后 问题 (18.7) 一 (18.11) 的 类 似 
叙述 的 等 价 性 问题 ， 然而 后 者 必须 按 高 度 的 一 般 性 重新 说 明 ; 这 
就 是 说 , 必须 允许 数据 了 V* 取 OX 中 的 一 切 值 而 不 仅仅 是 源 于 
(18.1) 一 (18.2) 中 的 特殊 类 型 的 值 . 

(1) 首先 假设 ， 给 定 任意 选取 的 和 TV*(0<k<m 一 2)， 
OCauchy 问题 (18.7) 一 (18.11) 至 少 有 一 个 解 (关于 这 个 解 的 正规 
性 ,我 们 不 想 也 不 需要 说 得 更 明确 一 些 )， 那 么 , 特别 地 , 当 | 
(48.. 12) 、 

0 0 用， Vr=(w, Dev, Daok w+!) 
(0O<k<m—2) 
时 这 个 假设 也 成 立 ， 令 全 等 于 当 情 形 (18.12) 成 立时 (18.7) 一 

(18.11) 的 任 一 解 U 的 前 久 个 分 量 ,我们 就 得 到 了 (18.1) 一 
(18.2) 的 一 个 解 ( 上 面 我 们 已 用 w 表示 ). 

(2) 再 假设 , 对 于 数据 的 某 个 选择 [不 一 定 满足 (18.12)], 问 
题 (18.7)--(18.11) 容 许 有 两 个 不 辐 的 解 . 通过 减法 , 我 们 看 到 ， 


mC—2. 
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齐 次 问题 (18.7) 一 (18.11) (此 时 所 有 数据 , 和 V*, 都 恒 等 于 零 ) 
容许 有 非 平凡 解 U， 由 (1) 中 所 用 的 论证 ,UV 的 前 尺 个 分 量 w 构 
成 齐 次 问题 (18.1) 一 (18.2) 的 一 个 解 . 假设 得 等 于 零 . 则 由 


方程 (18.5) 我 们 可 以 推 得 D*-3%wis 二 0, 因而 , 关于 二 mi 是 次 数 一 


<m 一 3 的 多 项 式 ， 但 是 从 (18.10) ,那里 wii=0, 我 们 推 得 , winx 
关于 :的 阶 数 <m 一 2 的 所 有 导数 在 1 一 0 处 等 于 零 ， 这 样 , wn41 三 


0， 还 有 , 由 (18.6) 我 们 看 到 D?-"w 二 0(1<j<), 因而, 关于 “ 


w 是 一 次 数 <<m 一 2 的 多 项 式 ， 由 (18.9)， 这 个 多 项 式 的 阶 数 生 mn 
一 2 的 导数 在 t=0 处 都 等 于 零 ， 因 而 这 个 多 项 式 本 身 恒 等 于 零 ， 
我 们 已 经 得 到 了 UV 的 所 有 分 量 都 等 于 零 的 绪论 ， 这 与 我 们 的 假设 
矛盾 这样, uw 一 wo 不 能 恒 等 于 零 , 因而 章 次 问题 (18.1) 一 (18.2) 
有 非 平 凡 解 ， 

(3) 车 齐 次 问题 (18. 1 一 G18. 2) ( 即 当 了 各 恒 等 于 零 时 ) 


有 非 平 凡 解 4, 显然 , 齐 次 问题 (18.7) 一 (18.11) 也 有 非 平凡 解 。 


(4) 最 后 我 们 假设 ， 对 于 任意 选取 的 数据 f, vw*, 问题 (18.1) 
一 (18.2) 有 解 , 我 们 证 明 , 对 于 问题 (18.7) 一 (18.11) ,相同 的 结论 
也 正确 [没有 限制 (18.12)]. … 
首先 注意 , 我 们 不 妨 假 定 Oanchy 数据 V? 都 恒 等 于 零 ， 事 实 
7 上 ,只 需 用 
U(%, t):— 5 走 V*(y) 


代替 DT(ow 四 即 可 ， 自 然 , 这 就 要 求 重新 定义 ， 此 事 一 旦 完成 ， 


我 们 就 用 下 述 方式 在 “未 知 函 数 ”D 上 施行 进一步 的 变换 ， 记 了 = 


(Fo,， i， Fr， Fn), 这 里 每 个 Fy(0 志 jn 十 1) 取 值 于 0* 中 ， 

对 于 j<<n, 我 们 用 w; 记 问题 | 
Drivw=B;, Diwliso=0, k=0,..., m—2 

的 (唯一 ) 解 ， 然后 , 用 =0 一 @wo, wy，…，ws, 0) 代 着 吕 ， 我 们 

留 给 读者 去 验证 : 

(18.13) Dr-!:f = ; Os, a lw, t) DDO +h, 


or 1 


m2 —2, 


[和 
+ 2 


(18.14) DrD 10 0 k=0 
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其 中 下 = (0,…, 0, Po)， 但 是 问题 48.18)--(18.1 多 是 问 题 
(18.1)—(18.2 ,410* 一 0, 对 于 所 有 的 一 
的 变形 .我 们 知道 它 有 人 解 . 我 们 能 够 重复 我 们 的 步骤 并 重新 构造 
问题 8.7) 一 - (18.11) 的 解 U. 

所 要 求 的 等 价 性 已 被 完全 证 明了 . 

注 18.1 如 果 我 们 通过 未 知 函 数 的 变换 从 久 变 到 UV 和 反之 ， 
我 们 就 注意 到 一 些 基本 的 特性 被 保持 了 ; 例如 , 当 原 来 的 组 (18.1) 
有 常数 (或 者 多 项 式 的 , 解析 的 , 0”, 等 ) 系 数 , 则 对 于 “最 后 的 ”组 
(18.7), 同样 的 事实 成 立 ; 如 果 关 于 (z, , w 是 0” 的 (或 者 解析 
的 , 一 多 项 式 , 等 ), 则 对 于 “最 终 和 产品 "UU, 同样 的 事实 成 立 ; 当 我 们 
从 品 变 到 丸 时 这 也 正确 . 


~ 


习 题 


一 18.1 应 用 约 化 手续 ， 把 二 阶 方程 一 ”个 变量 的 Laplace 方程 和 %% 个 
空间 变量 的 波动 方程 (n>1) 一 一 化 为 一 阶 方程 组 . 
18.2 令 方 程 组 (18.1) 的 系数 c_。 是 常数 ， 此 时 可 以 定义 它 的 算 符 的 
行列 式 为 矩阵 
(18.15) Ir™— 人 Co aT™E™ 


的 行列 式 ， 证 明 , 变换 后 的 方程 组 (18.7) 的 算 符 的 行列 式 等 于 (18. 15) 乘 以 * 
的 某 一 笑 后 的 行列 式 . 
18.3 令 P(é, z7) 是 ”+1 个 变量 = (£1 …, $n) 和 5 的 mx 次 的 复 系 数 
、 的 多 项 式 , 形 为 . z z z 
(18.16) Plé, TT 让 (cao,aEC). 


利用 习题 18.2 中 的 结果 证 明 下 面 的 结 
为 了 通过 在 § 18 中 所 描述 的 手续 能 把 算 - 子 PLDs,D;) 变 为 一 阶 双 曲 组 
(定义 15.2), 必要 和 充分 的 条 件 是 它 具有 性 质 
(18.17) 存在 一 个 正常 数 0, 使 得 对 每 个 ER。 和 每 个 EC， 车 
P(é, 7) =0, 则 必须 有 1Imr|<C. 
(与 此 相关 ,我 们 叙述 下 面 的 重要 的 定义 、 / 
定义 18.1 算 子 PLD。, D,) 称 为 关于 +t 是 双 曲 的 ， 候 者 (18.17) 成 了 立 [ 假 设 
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5， 7) 有 (18.16) 形 式 ; 参阅 定义 15.2].) 

18.4 证 明 习 题 18.3 中 的 多 项 式 P(E, rz 有 性 质 (18.17)， 若 其 主 前 符 
《定义 19.1) 有 下 述 性 质 ; 
(18.18) ”VEER,, $0, Pm(&，…) 的 根 实 而 互 异 . 
[车 (18.18) 成 立 ， 则 PCDs, D) 称 为 强 双 曲 ， 或 者 严格 双 曲 的 ; 参阅 定义 
15.3.] : 


19. 特征 。Cauchy-Kovalevska 
定理 的 不 变形 式 


我 们 已 经 说 过 , 并 非 每 个 线性 偏 微分 方程 组 , 甚至 并 非 每 个 单 

个 的 方程 ， 都 能 变 为 (18 . 书 形 式 . 我们 当然 希望 了 解 变 成 (18.1) 

可 以 意味 着 什么 ， 显 然 , 这 是 方程 的 主 部 ( 即 它 的 m 阶 的 项 ) 的 特 

性 .我 们 写 
Pl%, t, Ds, D) =Dr~— HY coaly, t) DrDs, 一 一 一 


oot Io | 
mo<m 


Pn lw, t, Ds, D;) 一 7 一， co TD5. 
我 们 上 只 限于 纯 量 的 情形 ， 即 系数 c6,。 是 复 值 的 情形 .方程 组 的 一 
般 情 形 较 难于 分 析 .， 我 们 注意 到 ， 在 我 们 研究 方程 所 处 的 区 域 中 
给 定 任 一 点 (%, 轨 ,我 们 有 
P,(%, t, 0, 1) =1. 
更 一 般 地 , 假定 我 们 研究 具有 主 部 
人 t, 人 DO 


十 |C = 
的 微分 算 子 z 
已 (2， t, D,, Di) > Cao, a YW, t) Dr Ds. 


假设 其 系数 是 一 开 集 QcR**! 中 的 光滑 复 值 函 数 ， 我 们 可 以 "化 ” 
方程 

《19.1) Pir, 1, D:, PN)u= 0 
为 (18 .形式 , 硅 已 知 z 


_ 


MT 证 


< TI 


wr 


19. 煌 征 ，Cauchy-Kovalevska 症 理 的 不 变形 式 151 


(19.2) Plw, t,0,1)¥0, (%, td)EQ. 
事实 上 ，(19.2) 意 味 着 系数 am,o 在 0 的 任 一 -点 处 部 个 等 于 入 ， 因 
而 只 需 在 (18.1) 中 到 
Cao,a — — Ca ,a/ Gm,o, f= 9G/ QAm,0 ' 

即 可 .我 们 用 下 述说 法 来 表达 条 件 (19. 2) , 即 , 余 向 量 (0, 1), 或 
者 等 价 地 ,t 方 向 , 在 Q 的 任何 点 处 对 于 PP(%, 二 也 。 ，D:) 都 不 是 特 
征 的 . 我 们 在 禹 微 更 “不 变 ” 的 框架 中 引进 特征 余 向 量 这 一 概念 
假定 我 们 考虑 的 是 Buclid 空间 B* 的 一 个 开 子 集 0O， 变 量 用 y 下 
示 ; 我 们 用 ”表示 及 的 对 偶 空 s 间 Bx 中 的 变量 ， 考虑 线性 偏 微分 
算 子 


Ply, D,) = > ,Qa (Y) DY, D,=~—~—1 1 


其 系数 是 QZ 中 的 复 值 or 函数 (它们 是 OF~ 这 一 要 求 最 然 太 苛刻 
了 ;目前 , 它们 同样 也 可 以 仅 是 连续 的 )， 念 
Pn, ly, 7) 一 > am ， 


其 路 是 By 中 的 变量 ， 注意 ， Paty, 7) 古 的 了 次 齐 次 多 项 式 ， 


它 的 系数 在 C 中 是 7 的 Cr 函数 . 
定义 19.1 OxRyx 上 的 函数 Pn(y, n) 称 为 微分 算 子 了 (y, D,) 的 
主 算 符 . : 
自然 , 相应 于 Pm(y, 9) 的 微分 算 子 Pnly, D,) 是 PW Dy) 的 

主 部 . 

在 人 中 国定 y, 我 们 考虑 作为 ” 的 函数 的 Pa(y, 办 的 零点 的 
集合 

OFp(Y) = {mE By; Pn(y, 7) =0}. 

因为 Pn(y, 7) 关于 7 是 (mm 次 ) 齐 次 的 ， 因而 对 每 个 y， 集合 Ce (g) 
是 顶点 在 原点 的 一 个 锥 . 
定义 19.2 集合 Oz() 称 为 PW Dy) 在 点 YEC 处 的 特 征 锥 ， 
每 个 异 于 零 的 余 向 量 nEOp(y), 关于 PGy, Dy), 称 为 在 点 9 处 是 
特征 的 . 

在 上 面 考虑 的 微分 算 子 PC(z, t, D。, Dy) 的 情形 中 ,我 们 看 
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”到 , 对 于 任何 的 (wz, 人 EC, 余 向 量 (0, 1) 都 不 属于 (z, 共处 的 特征 
锥 . 

现在 我 们 考虑 一 个 01 超 曲面 SCO， 这 是 指 O 的 这 样 的 一 
个 子 集 S, 它 定义 如 下 : &S 的 每 个 点 yo 有 一 个 开 邻 域 Vo, 使 得 在 
Uo 中 存在 一 个 Oo 函数 gly) , 它 有 下 述 性 质 : 在 Uo 中 gradg 处 处 
不 等 于 零 ; SNUo 正 是 使 p(y) =0 的 点 YEU 的 集合 ， 我 们 可 以 
考虑 8 在 任何 点 9gESnDo 处 的 法 方向 ,， 它 是 Bx 中 通过 原点 的 、 
由 (gradp) (y) 生 成 的 直线 . 属于 这 条 直线 的 任何 非 零 余 向 量 wm 将 
称 汶 5S 在 点 Y 处 的 余 法 向 量 ， 
定义 19.8 ”如果 超 曲面 8 在 点 YES 处 的 任何 余 法 向 量 ” 关 于 
Ply, DD,) 在 该 点 处 是 特征 的 , 即 它 属于 Cp(y), 则 SE C 称 为 关于 
Ply, Dy) 在 y 处 是 特征 的 . z 
” 自然 ,车 8 在 y 处 的 某 一 余 法 向 量 F 属 于 Cp(9) , 则 其 它 余 法 
向 量 亦 然 ， 一 个 超 曲面 8 称 为 是 特征 的 , 假如 在 它 的 每 个 点 处 , 它 


是 特征 的 (这 个 术语 多 少 有 点 含糊 不 清 , 但 是 一 般 地 是 容许 的 ). 在 


我 们 上 面 的 例 中 ， 超 曲面 {(z, 站 EQi; t 一 常数 } 关于 P(z, 1, D。， 
DD,) 处 处 都 不 是 特征 的 ， 而 且 , 如 果 一 个 超 曲 面 SCLC 在 某 个 点 yo 
处 [关于 P(y, Dy)i4 是 非特 征 的 ， 我 们 就 能 在 yo 的 一 个 开 邻 域 U。 
中 选取 新 坐标 .z= (zw1，…, 2")，t( 现 在 , 在 这 里 %= 信 一 1), 使 得 
SNUo 恰 为 点 (z, 0) 的 集合 。 再 者 , 如 果 P(w, t, Ds, Di) 是 算 子 
Pk, 疡 ,在 新 坐标 中 的 表达 式 ， 而 U6 充分 小 ， 则 对 每 个 (2, 从 E 
Uo， 我 们 将 有 Pm(%, t, 0, 1) 关 0， 方 程 P(y，Dv=y 将 能 变 为 
(18.1). 


例 19.1 R? 上 Cauchy-Riemann 算 子 (90/962 十 名/6y) /2 的 主 算 


符 是 (E 一 im)/2、，R" 上 Laplace 算 子 和 = (8/0w0)? 十 … 十 (0/8w")? 

的 主 算 符 是 一 |E|?， 这 些 算 子 中 无 论 哪个 都 没有 任何 ( 非 零 ) 特 

征 余 向 量 ， 
与 例 19.1 有 关 , 我 们 引进 下 面 的 重要 定义 ; 

定义 19.4 CC 中 的 微分 算 子 已 CI， 也 ,) 称 为 在 点 weEC 处 是 酉 图 

的 , 车 Op(yo) = {0}, 即 车 在 % 处 不 存在 特征 余 向 量 . 在 C 刀 的 一 子 


一 
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集中 算 子 PY Dy) 称 为 是 杭 圆 的 , 若 在 Ca 的 每 一 点 处 它 是 椭 
圆 的 .， 
使 一 个 给 定 的 算 子 是 椭圆 的 那些 点 所 成 的 集合 显然 是 开 的. 
R? 上 的 Cauchy-Riemann 算 子 和 及 "上 的 Taplace 算 子 处 处 是 
椭 贺 的 . z 
， 人 例 19.2 R" ?上 热 导 算 子 9/901 一 4 的 主 算 符 是 eh 它 ( 在 任何 
点 处 ) 的 特征 锻 是 (E，7) 空间 及 ,ti 的 一 维 线性 子 空间 ， 它 由 《一 0 
确定 .对 于 gchrodinger 方程 (关于 特征 锥 的 ) 相 则 下 事实 也 成 
立 . 
. 例 19.8 Bo" 上 波动 算 子 8/84# 一 4 的 ( 主 ) 算 答 是 |&1? 一 = 它 
(在 任何 一 点 处 ) 的 特征 锥 是 光 锥 曲面 || = 一. 然而 要 注意 , 如 果 
代替 上 述 波动 算 子 的 形式 , 我 们 考虑 下 面 的 形式 


1 O02 
2 V3 of 和， 
这 里 入 >0 但 是 不 一 定子 =1， 则 它 的 特征 锥 由 方程 
(19..8) z V2?|é2=72 


确定 ， 因 而 , 除非 让 =1, 这 不 是 光 锥 曲面 的 方程 ， 我 们 更 愿意 把 
光 锥 视 作 了 "+ 的 子 集 , 而 不 把 它 认 为 是 对 偶 空间 及 ta 的 子 集 (总 
之 ， 我 们 要 记 住 ， 光 锥 意味 着 包含 波动 方程 的 值得 注意 的 基本 解 
力 ; 和 万 一 一 它们 是 Rear 中 的 广义 函数 ， 而 不 是 有 Bari 中 的 广义 


函数 一 一 的 支 集 )， 此 时 , 光 锥 曲面 的 方程 是 


» (19.4) [wl ?=V. 
: 不 难 发 现 (19.3) 和 (19.4) 之 间 的 联系 ， 特 征 锥 [由 (19.3) 给 出 ] 的 
任 


”的 并 集 即 为 光 锥 曲面 [由 (19. 名 给 出 ]. 
注意 , 由 5 二 0,7=1 给 出 的 余 向 量 不 属于 波动 算 子 的 特征 锥 . 
这 意味 着 超 平面 1=const 处 处 不 是 特征 的 . 
例 19.4 在 BRB? 中 考虑 一 阶 算 子 
. L=0/0t—al%, 1) 6/0%, 
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其 中 a(z, 力 是 实 值 0 函数， 工 在 点 (wo, to) 处 的 特征 锥 是 变量 
(€, T) 的 平面 R, 中 的 直线 ， 由 T= 一 & (wo, to)6 确定 。 现在 考虑 (>， 
t) 空间 中 由 方程 


(19.5) = ov, t), Yl-h mo 


所 确定 的 曲线 一 z(t) ,此 曲线 在 点 (%o， 局 处 的 切 方向 直 (- ou 

to), 1) 生 成， 因而 , 此 曲线 在 Cvo, 二 处 的 法 方向 关于 世 就 是 特征 
的 ， 自 然 , 在 曲线 的 每 一 点 处 这 都 是 对 的 .这 样 , 我 们 得 到 结论 :， 
由 条 件 (19.5) (可 能 具有 不 同 的 wo, to) 所 确定 的 任何 曲线 关于 荆 
是 特征 的 (在 它 的 每 一 点 处 ; 这 里 , 我们 把 Ra 中 的 01 曲线 看 作为 
及 ”中 的 超 曲 面 ). 反 之 , 令 y7 是 及 ”中 关于 二 处 处 是 特征 的 任 一 C 
曲线 。 令 (wo, to) 是 它 的 任 一 点 ， 并 令 8(%, 动 =0 是 ?7 在 (zo， 如 ) 
的 一 个 邻 域 Uo 中 的 方程 . 我 们 知道 , grad p= (gs, Ds) 在 (wo， to) 
-附近 ,譬如 说 在 U6 中 , 不 等 于 零 , 并 且 , 在 UoNny 中 iags 特 ~~- . 
草 , 这 说 要 求 在 Uo 门 7 的 一 邻 域 中 ps 不 等 于 零 ， 我 们 可 以 把 这 个 
邻 域 取 为 Uo 本身， 在 Uofly 的 每 一 点 处 , 向 量 场 ( 一 gt/gs, 1) 与 
其 相 切 , 我们 刚才 已 经 看 到 , 此 向 量 场 等 于 (一 a,1). 这 意味 着 条 件 
(9. 是 在 Uo 中 确定 了 yY， 这 样 , 工 的 每 个 特征 曲线 由 条 件 (19.5) 
(局 部 地 ) 确 定 . 我 们 可 以 把 这 按 下 述 方 式 概括 为 : 荆 ( 饮 作 微 分 算 
子 ) 的 特征 曲线 与 工 ( 视 作 向 量 场 ) 的 积分 曲线 一 致 、 

必须 指出 , 这 个 叙述 只 当 自 变量 的 数目 等 于 2 时 才 有 意义 ; 否 
则 “特征 曲线 "必须 用 “特征 超 曲 面 *" 代 蔡 , 而 后 者 不 能 与 “积分 类 
线 "( 对 所 有 维 数 都 有 意义 的 概念 ) 等 同 ， 然而, 有 一 个 补救 上 面倒 
述 的 方法 ， 不 过 这 需要 次 特征 (bicharacteristic) 曲 线 的 概念 (参阅 . 
本 节 的 附录 ). 

我 们 用 氢 述 Cauchy-Kovalevska 定理 的 不 变 的 提 法 来 结束 
本 节 . 在 这 里 ,所谓 “不 变 的 ”意味 着 “坐标 无 关 的 ”， 换 句 话 说 ,不 
再 存在 时 间 变 量 或 空间 变量 ,而 超 平面 (例如 超 平 面 1 一 0) 不 应 该 
有 任何 特别 的 作用 ， 我 们 考虑 及 > 的 一 个 开 子 集 多 和 多 中 一 个 
mA>0) 阶 的 线性 偏 微分 算 子 PL，D,), 它 的 系数 是 多 中 的 解析 
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函数 ， 此 外 , 还 给 了 多 中 一 个 解析 超 曲面 了 ,关于 三 (了 D) , 它 
处 处 不 是 特征 的 , 它 在 每 一 点 处 的 外 法 线 都 是 明确 定义 的 . 
定理 19.1 令 / 是 多 中 的 解析 函数 ， 由 (0 生 和 一 全 是 翌 中 必 
个 解析 函数 ， 则 在 多 中 存在 2 的 一 个 开 邻 域 z 和 XY“ 中 唯一 的 
解析 水 数 4 使 得 
(19.6) Ply, D)u=] 在 申 ， 
(19.7) ”对 每 个 j 一 0, …, m 一 14， (6/8v) 和 =w 在 吨 中 ， 

这 里 我 们 已 用 3/6w 表示 在 2 的 外 法 线 方向 的 偏 导 数 . 
证 明 只 和 需 证 明 , 2 的 每 个 点 名 有 一 开 邻 域 光 (yo), 在 其 中 存在 
”唯一 的 解析 函数 ww(%; yo) ， 它 在 Y (yo 中 满足 PC(y, Dy,)u=0 和 
在 XY (yo) N32 中 满足 (8/6v) 和 =w(0<j<m)， 事 实 上 ， 如 果 
YY (yo) mn YY(y) 于 9, 由 唯一 性 ,在 这 个 交集 中 我 们 应 该 有 ww(y; go) 
=—u(Y; Y1), 因而 在 所 有 YYo) (YoE 有 2) 的 并 和 集 沪 中 存在 一 个 解 
桥 函 数 w, 它 在 每 个 (yo) 上 的 限制 等 于 ww(y; go). 
如 果 邻 域 入 (oo) 充分 地 小 ， 那 么 我 们 可 以 施行 变量 变换 把 超 
曲面 BN (yo) ， 一 人 一 
一 片 . 正如 在 本 节 开 始 时 
所 指出 的 3 涉外 不 是 特征 的 这 一 事实 共 省 Py, DDy) 在 新 坐标 
中 的 表达 式 具 有 下 述 形式 : 


@(%, D) Dr + Qs, t, D,) DY-, 


其 中 ao 信和 @(w, t， DD 的 系数 是 YO) 中 的 解析 画 数 ，a(w 
外 在 Y (yo) 的 每 一 点 处 都 不 等 于 零 ， 而 Qi(e, 与 全 关于 去 的 次 数 
不 大 于 j.， 在 除 以 al%, 蕉 之 后 , 可 以 把 我 们 的 方程 变 为 (17.3) 型 
的 一 阶 组 ， 而 Cauchy 条 件 变 为 (17 .4) 型 的 条 件 ， 在 把 系数 和 数 
据 延 拓 到 复 域 后 , 我 们 可 以 应 用 定理 17.1( 更 确切 地 说 , 是 应 用 定 


理 17.1 的 这 样 的 说 法 ， 其 中 假定 了 系数 和 数据 关于 t 是 全 纯 的 ;一 
参阅 $ 17 之 末 )。 我 们 容易 得 到 所 希望 的 结论 ， 即 我 们 的 局 部 


C0auchy 问题 有 唯一 解析 解 . 证 毕 . 
注 19.1 我 们 可 以 把 定 理 19.1 称 为 Qauchy-Kovalevska 


人 
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定理 的 “ 实 解 析 ” 的 叙述 ，Cauchy-Kovalevska 定理 还 有 一 :种 “全 
纯 的 说 法 , 在 某 种 意义 上 , 与 实 解析 说 法 相 比 较 , 我 们 宁可 采取 全 
纯 的 说 法 .， 在 全 纯 的 说 法 中 , 我 们 必须 假定 多 是 Ce 的 一 个 开 子 
集 , 了 是 多 的 余 维 数 为 工 的 一 个 解析 子 流 形 : 这 意味 着 3 的 每 个 
点 z 有 一 个 开 邻 域 To， 在 那里 确定 了 一 个 全 纯 函 数 po(z) ， 使 得 
23nDo 恰 为 Ue 中 满足 方程 mo 人 G) =0 的 点 z 的 集合 并 使 得 
grad go 在 Uo 的 任 一 点 处 都 不 等 于 零 . 我 们 考虑 一 个 四 阶 的 微 
分 算 子 P(z, 8/6z)， 它 的 系数 在 多 中 是 全 纯 的 .假设 了 关于 
PG, 2/8z) 处 处 不 是 特征 的 ,这 意味 着 , 在 任何 一 个 如 同上 面 所 令 
述 的 邻 域 Vo 中 ， 
Pn(z, grad po(z)) 0， 车 zEUo，, 

其 中 po 是 在 上 面 确定 Von 了 的 一 个 全 纯 函 数 . 

我 们 还 假定 ， 在 了 的 一 个 开 邻 域 多 '(C 多 ) 中 给 出 了 一 个 全 
纯 向 量 场 /8z， 在 也 的 每 一 点 处 它 者 是 2 的 法 向 , 即 是 线性 组 合 


这 | (2) BF 7 


系数 7; 是 /中 的 全 结 丽 数 并 且 , 在 Uo 站 2 上， 这 里 Vo 是 上 
面 学 虑 的 2 的 邻 域 ,我 们 有 


入 的 下 7 


其 中 和 是 一 全 纯 函 数 , 在 Un 中 处 处 不 等 于 零 以 不 依赖 于 办 


于 是 我 们 可 以 叙述 

”定理 19.2 在 多 中 存在 了 的 一 个 开 邻 域 ,使 得 对 多 中 每 个 
全 纯 函 数 /和 对 了 上 mm 个 全 纯 函 数 wo,…, wm-1 的 每 个 集合 ,在 
中 存在 唯一 的 全 纯 函 数 以 使 得 / 


(19.8) P(z, 3-)u=f 在 中 ， 


(19.9) ”对 每 个 j=0,…, m 一 4， (6/6v)m=w 在 2 中 . 
定理 19.2 不 仅 (显然 地 ) 蕴涵 着 定理 19.1, 而 且 也 使 它 更 明 
确 了 :， 事实 上 , 定理 19.1 的 缺陷 是 在 其 叙述 中 之 的 邻 域 Y 不 仅 


依赖 于 超 曲 面 和 算 子 P(y, Ds)， 而 且 也 依赖 于 数据 fw， 定 
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理 19.2 不 是 这 样 的 ! 从 而 , 定理 19.2 使 我 们 能 够 说 明定 理 19.1: 
中 2 的 选择 依赖 于 数据 f, ww 的 什么 性 质 ， 它 依赖 于 复 空间 的 
这 样 一 些 子 集 的 “大 小 ”对 这 些 子 集 , 这 些 数 据 可 全 纯 地 延 拓 到 其 
下， 


附 孙 ”次 特征 和 特征 方程 的 积分 


_ 在 这 个 附录 中 我 们 考虑 m 阶 线性 偏 微分 算 子 P(W, Dy)， 它 
的 系数 在 RBR* 的 一 开 子 集 CO 中 被 定义 并 为 0~. 假设 其 主 算 符 
Pi,(y, ) 是 实 的 ， 我 们 把 这 个 主 算 符 与 下 述 2 个 方程 的 方程 组 
联系 起 来 : 


(19 .10) 党 一 grad， PP, (2/， 好) ， 一 — grad,y Pm 人 7) 
对 此 方程 组 我 们 给 以 :初始 "条件 ; 


(19.11) y=yo， = 当 t=0 时 . 


这 里 如 是 好 的 任意 一 点 , 如 是 及 v\{0} 的 任意 一 点 ， 由 常 微分 方 

程 的 基本 定理 ， 至 少 对 于 小 的 | 让 值 , 问题 (19.10) 一 (19.11) 有 了 叭 

一 解 ， 此 解 

(19 .12) y=f (Yo, 7, t), n=g9(Yo, 1, t) 

关于 其 所 有 变 元 是 光滑 的 ; 对 于 充分 接近 于 零 的 固定 的 二 在 Ox 

(Rw\{0}) 的 充分 小 的 子 集中 , 它 确定 了 一 个 C= 向 分 同 是 Cg 

morphism) (yo, m7) > (2 四) 

加 方程 (19.10) 一 (19 .1) 通 称 为 P; 的 Hamilton JacoDi 方程 ， 
如 果 Pn 的 (总 ) 梯 度 在 (yo, m7) 的 一 个 整 邻 域 中 不 等 于 零 ， 则 由 

(19.12) 给 出 的 解 (y, 描绘 出 一 条 通过 (yo, 79) 的 真正 的 曲线 , 

沿 着 这 条 曲线 的 切 微 商 由 Pn 的 囊 amilton 场 


7 _ OF, 0 
19.13 五 = 
(19.13) Tm PA Br Oy’ Omnm; 协 -) 


给 出 ， 这 是 OxBRxw 上 的 一 个 向量 场 必须 指出 , 即使 (19.10) 一 
(19.11) 的 解 不 是 一 条 曲线 ( 即 , 是 单个 一 点 ), 或 对 于 那样 的 情形 ， 
即 当 P。 是 复 的 时 候 ( 此 时 根本 不 应 该 有 任何 解 ) 此 向 量 场 也 是 明 


-rr 
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确定 义 的 ， 太 bp, 的 积分 曲线 显然 是 这 样 的 曲线 , 在 此 曲线 上 , 函数 
Ps 保持 常数 值 ， 因为 五 p,,Pm 一 0， 因 而 ,Hp,, 的 任何 一 条 积分 曲 
线 如 果 与 P(y, Dy) 的 特征 集合 , 即 集合 
(19.14)  {(y, m7 ECOx (Ry\{0}); Po 1) =0}, 
相交 , 则 它 整个 地 包含 于 这 个 集合 中 ，HHz,, 的 包含 于 (19.14) 中 的 
这 样 的 积分 曲线 称 为 Pn 的 次 特征 带 ; 它 在 4 空间 的 投影 ， 在 6 
中 的 投影 ， 称 为 次 特征 曲线 (或 者 简单 地 称 为 次 特征 )， 自然 它 
以 退缩 为 一 点 ， 当 grad, Pm 在 C 上 不 等 于 零 时 , 它 在 中 是 -条 
真正 的 曲线 . 

上 面 的 概念 在 偏 微分 方程 理论 的 各 个 方面 都 是 重要 的 ， 特 别 
是 关于 在 yo 的 某 个 开 邻 域 中 解 特 征 方程 


(19.15) z Pn ly, grad w) =0. 

通常 , 我 们 要 找 一 个 在 U 中 定义 并 为 Cr 的 实 值 解 w， 还 满足 条 件 
(19.16) grad w |y_y, = n°. 

为 了 使 (19.15) 和 (19.16) 是 相 容 的 ， 我 们 必须 有 

(19.17) Pn (yo, 17°) 一 0， 


换 句 话说 , (yo, ”) 必须 属于 特征 集合 (19.14) 
” (19.15) 一 (19.16) 的 (光滑 ) 解 不 是 总 能 找到 的 . 我 们 将 证 
明 , 在 某 些 顺利 的 情况 下 , 能 找到 光滑 解 ， 我 们 作 下 述 假定 ， 
(19.18) (grad, Pn) (yo, oo #0. 
再 令 9 是 (及 中 ) 不 正 交 于 grad, Pn(yo, 9) 的 一 向 量 ， 我 们 可 以 
这 样 地 在 R* 中 选取 坐标 , 使 8 变 为 y* 轴 的 单位 向 量 . 这 立刻 就 
得 到 
(19.19) 在 (yo, 中 的 某 个 邻 域 .人 中 ope 不 等 于 零 ， 
因而 , 如 果 .不 足够 小 , 则 可 以 应 用 隐 函 数 定理 , 并 写 出 
(19.20) - 

Pnly, 1 =QY, 四 [Dr 一 GT pr 在 .人 中 . 
& 和 和 % 都 是 .ff 中 的 Cr 函数 ， 并 且 , 在 .A 的 任何 点 处 @ 不 等 于 
零 ， 因 而 , 方程 


二 
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(19.21) ny = ACY, Nt, 7 NNN) 

就 在 人 中 确定 了 特征 集合 (19.14). 在 这 个 集合 上 [ 它 是 x 
(Rw\{0}) 中 超 曲 面 的 一 片 ]，Pm 的 Hamiiton 向 量 场 等 于 因子 mx 
一 入 (Yy, ,nw_!) 的 Hamilton 向 量 场 乘 以 @ 因而 它 的 积分 


曲线 ， 即 已 ,的 次 特征 带 ， 可 由 因子 9 一 和 (Tt …， nw- 的 . 


Hamilton-Jacobi 方程 确定 ; 这 就 是 革 


(19 .22) a 60n’ 7 一 工 ， 2 ND—1; Ot 一 工 ; 
Qn; OA ， 
(19.23) 元 -Bo j=1, …, WN. 


对 于 这 些 方程 , 可 以 作 若干 注 记 :首先 , (19.22) 中 的 最 后 一 个 方程 
指出 , 我 们 可 以 把 变量 多 取 作 沿 着 次 特征 带 的 参数 . 第 二 ， 所 有 
右 端的 函数 与 mw 无 关 (x 必 由 (19.21) 给 出 )， 因 为 次 特征 带 整 个 
地 位 于 由 (19.21) 所 确定 的 超 曲 面 上 一 一 正如 我 们 在 前 面 已 经 看 


一 到 的 那样 . 因而 , 改变 一 下 记号 , 用 ;代替 y* 将 是 方便 的 ; 并 且 , 当 
j<W 时 我 们 还 将 用 少 代 替 y， 用 台 代 蔡 w， 事实 上 ， 为 了 进 一 - 


步 强调 与 空间 R* 分 解 为 一 个 空间 超 平面 (那里 4 是 变 元 ) 和 一 个 
时 间 轴 (那里 是 变 元 ) 这 样 的 分 解 的 类 似 性 ,我 们 将 记 %= 信 一 1. 
在 新 记号 下 ,方程 组 (19.22) 一 (19.23) 成 为 : 


(19.24) 用 -Ne t, €), ee La t, Es 


at 
其 中 下 标 意味 着 微 商 ， 通过 在 了 及“ 中 选取 坐标 (2, 妨 , 使 得 在 点 
yo 处 有 tt 二 0， 并 在 对 偶 空 间 及 ,ja 中 选取 坐标 ， 使 得 在 点 7 处 有 
tr 一 0《z 是 相应 于 t 的 “ 余 变 量 ”; 在 新 坐标 中 , ”将 由 (6, 0) 表 示 ; 
我 们 不 能 有 .6 一 0， 因为 我 们 绝 没有 了 一 0) ， 这 样 就 可 以 进 一 步 简 
化 图 象 , 如 果 解 出 
(19 .25) 一 入 (下 Ws), Wrli-o=€", 
则 得 到 (19.15) 一 (19.16) 的 一 个 解 


0 译 者 注 ， 原 文 将 (19.22)，(19 .23) 的 左 端 5 ， 2 和 Sh 误 为 <， 2 


和 一 于 


EE 
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定理 19.3 如果 主 算 符 Pn(y, 是 实 的 ， 并 且 如 果 (19.17) 和 
(19.18) 成 立 ， 则 问题 (19.15) 一 (19.16) 在 yo 的 一 个 充分 小 的 邻 
域 中 有 光滑 解 . 

这 解 不 可 能 是 唯一 的 (除非 1, 并且, 此 时 即使 有 唯一 性 ， 

只 能 在 相差 一 个 常数 的 意义 上 来 理解 ), 因为 (19.25) ( 它 是 我 们 
准备 多 的 问题 ) 的 每 一 个 解 都 是 (19.15) 一 (19.16) 的 解 , 并 且 可 以 
用 另外 的 方式 选取 时 间 方 向 t。 还 注意 , 在 (19.25) 中 的 “初始 "条 一 
件 可 被 不 同 地 选取 , 例如 ， 

Ws|t=0= EO(| wm wol’). 
证 明 ”此 证 明基 于 下 述 考 察 ， 令 
(19.26) =F(v, t, €),  €~=G(%, t, €) 
表示 (19.24) 的 解 , 它 当 t=0 时 等 于 (w1,E 了 ). 我 们 来 考察 ws(s, 
对 于 Pm 的 次 特征 的 限制 ， 也 就 是 对 于 由 下 述 方式 得 到 的 次 特征 
的 限制 ， 把 由 (19.26) 所 确定 的 曲线 投影 到 w 空间 ， 在 (z, 空间 
中 ( 即 在 Z 中 ), 这 条 次 特征 通过 点 x= 四, 1 一 0， 记 
0() =ws(F (m1, t, &1), t). 

则 有 : : 

Seo Pst wa = Wra Py + Melo t, 0) 十 Ne (r, t, 0) wzs 
= Ml, t, 0) + orz {Ney, t, 0) —Ne lw, t, GD) 
由 (19.24) 的 第 二 个 方程 , 我 们 注意 到 , 当 9() = Ge t， EDD 时 它 
被 满足 ， 但 是 因为 9(0) 一 如 ,我 们 必须 有 如 =&o， 这 样 
(19.27) wr (Pw, t, 6O, b=G(n, t, £). 一 

很 容易 从 (19.27) 就 得 到 我 们 问题 的 解 ， 我 们 对 ws(z, 四 有 
兴趣 ,因而 必须 从 v 一 马 (ms, ,如 ) 来 得 到 om 的 表达 式 ， 9 一 wi(& 


t, 8&9)， 所 以 
(19 .28) wl%, t) =G (mw, 二 9), t, €°). 
如 果 把 此 式 代入 (19.25) ,就 得 到 

(19 .29) 


oo 及 =- 人 他 二 | Ge s, Go s, €°), s, £9))ds, 


Wy 
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为 了 验证 (lg 29) 确 实 确定 19.25) 的 一 个 解 , 只 希 证 明 (19.28) 成 


a tte ) —G (iw, t, €°), t, £0)} 


一 和 ec t, Gry, 人) 二 No t, Glen 4, 


. 从 


—G (wi, t, &") oe 
_0 Ori {2 (w, t, GQ) — Ox | 

Do | or: 2 

等 于 零 ， 而 这 从 了 (wi(z, t， 69),t, 各 ) 一 v 这 一 事实 即 得 ， 也 就 是 
OPilw, t, 的 十 Fo t, €) 

2 Ow1 

: =- 一 NB 的 + 
” 即 得 . : 证 毕 . 


在 假设 (19.18) 之 下 ， 如 果 在 % 的 一 个 开 邻 域 0 中 ,ww 是 
(19.15) 一 (19.16) 的 一 解 , 则 视 作 UXxRx 中 一 点 的 (y, gradw(y)) 
就 在 一 光滑 超 曲面 一 一 Pu 的 特征 集合 (19.14) 一 一 上 变动 ， 这 
个 集合 被 Hamilton 场 如 bp,，(19.13) 的 积分 曲线 纤维 化 了 , 当 
y 沿 着 Ps 的 包含 于 0U 中 的 一 条 次 特征 线 变 动 时 ，(y, gradw(y)) 
就 沿 着 Ps 的 包含 于 UXRy 中 的 一 条 次 特征 带 变 动 . z 


习 题 
19.1 考虑 了 (可 > 2) 中 的 算 子 
O 2 
(19. 30) (Br) _Vy 3 这 7)， V0. 
描述 它 的 特征 集合 [参阅 (19.14)]， 它 的 次 特征 带 和 它 的 通过 BR” 中 原点 的 


次 特征 (参阅 本 节 的 附录 )， 
19.2 考虑 B* 中 的 一 阶 算 子 


它 有 在 RY 的 开 子 集 6 中 定义 并 为 0 的 实 系 数 a/, 并 假设 
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(19.31) Saiy) |#0, veEe 


证 明 向 量 场 工 的 积分 曲线 和 工 的 次 特征 是 一 致 的 .在 Py, Dy)= 一 MV 一 1 工 
的 情形 重新 完成 定理 19.3 的 证 明 , 并 指出 与 习题 16.1 类 似 的 结果 . 

19.3 ”假设 (在 R* 的 某 个 开 子 集 6 中 ) 主 算 符 P,(y, m) 有 解析 系数 ,并 
可 把 它 延 拓 为 SX Cx 中 改 , D 的 全 纯 函 数 , 这 里 2 是 0 在 Cx 中 的 一 个 开 邻 
域 .证 明 , 可 以 在 复 的 意义 下 积分 特征 方程 (19.15), 即 可 以 找到 一 个 在 %E 
5 的 ( 复 ) 邻 域 中 全 纯 的 、 满 足 (19.16) 的 解 w,， 这 里 P 是 任 一 非 零 的 复 信 向 “人 
量 一 一 如 果 我 们 作 了 假设 (19.18)， 

描述 入 个 变 元 的 Laplace 算 子 的 复 特征 集合 和 它 的 复 次 特征 .， 当 
Pay) 一 一 |n|? 和 7 是 Cs\{0} 的 一 个 元 素 ( 取 =0) 时 解 (19.15) 一 
(19.16). 

19.4 假设 主 算 符 P。 有 常 系数 ， 此 时 记 P, 一 Pn(7)， 在 假定 (19.18) 
下 ,证 明 (19.20) 中 的 8 入 可 以 与 y 无关 地 被 选取 ， 在 这 个 情形 , 先 直接 地 
解 问题 (19.25), 然后 再 如 定理 19.3 的 证 明 , 一 步 一 步 地 解 (19.25). 

19.5 令 S 是 BR* 中 通过 原点 的 一 个 0~ 超 曲面 ,并 且 关 于 算 子 (19.30),， _。_- 
在 原点 处 5 是 特征 的 (定义 19.3), 令 Po 表示 这 个 算 子 的 通过 (0, mo) 的 次 
特征 带 , 其 中 加 是 3 在 0 处 的 余 法 向 量 . 证明, 相应 的 次 特征 ( 即 次 特征 带 
Te 在 及 中 的 投影 ) 必 定 与 8 在 原点 相 切 . 

给 出 一 个 这 样 的 超卓 面 8 的 例子 ， 它 与 (19.30) 的 多 于 一 条 的 次 特征 在 


原点 相 切 . 
19.6 考虑 下 述 CQ 中 的 算 子 ， 
(19 .32) L-5 (Zr+V -1 区 ) 
接 述 齐 次 方程 _ 
(19 .33) Lh=0 
的 所 有 的 解 及 =h(s1, 22), 这些 解 在 多 圆柱 
(19.34) {81, 422) EO, jal| <r1, a2| <ro}, 71; fa>0 
中 是 全 纯 的 。 如 果 h(z1, #?) 是 这 样 一 个 解 ， 证 明 ho(s1) =h《s1l, 0) 可 被 延 拓 
为 圆梦 
(19.35) {21EO!, |gi| 和 91 十 9 外 
中 的 全 纯 函 数 ， 由 此 推 得 , (19.33) 的 具有 Cauchy 条 件 
(19 .36) h=hol(g1) 当 12i| 二 71, 82 一 0 时 


的 Cauchy 问题 在 (19.34) 中 一 般 地 是 没有 全 纯 解 的 ， 
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描述 可 把 在 多 圆柱 (19.34) 中 定义 和 全 纯 的 、《19.33) 的 所 有 解 全 纯 地 延 
泉 到 其 中 的 最 大 的 集合 . 

19.7 令 P(D,) 表 示 微分 算 子 (19.30), 并 考虑 Cauehy 问题 
(19.37) PAD )h=0, 
(19.38) My 0)=hoy), Br Ys OY) yy ye. 
令 也 是 BR-1 中 的 单位 开 球 ， 描 述 可 把 (19.37)~-(19.38) 的 解 九 延 拓 到 其 
中 为 0” 函数 一 一 无 论 Cauchy 数据 po, 加 为 C"(B) 中 的 什么 元 素 一 一 的 
R* 的 最 大 的 开 子 集 8 8 与 PCDv) 的 次 特征 的 关系 是 什么 9 

19.8 令 Ply, Dy) 是 m( 之 0) 阶 线性 偏 微 分 算 子 ， 其 系数 在 BE* 的 一 开 
子 集 0 中 定义 并 为 0~. 令 Pmly, D) 是 它 的 主 算 符 ， 令 yi>y 一 (9) 是 从 0 
到 BR” 的 另 一 开 子 集 0' 上 的 一 个 C~ 映射 , 它 是 双 满 的 Cbijective)( 即 ,为 映 
”上 的 ,一 对 一 的 一 一 译 者 注 ), 并 且 , 它 的 Jacobi 行 列 式 在 0 的 每 一 点 处 都 不 
为 零 ， 用 公式 
(19.39) PeCy’, Dy Yely) = [Py, DPCY)) Istw, WE0"(0") 
定义 Pl(y, D,) 的 变形 Pr(y', Ds) 证明, P?Cy', Do) 是 加 阶 线性 偏 微分 算 
子 ,其 系数 在 0' 中 定义 并 为 C", 它 的 主 算 符 与 P(y, Du) 的 主 算 符 由 公式 
(19.40) Poy 的 一 PC 有 人) Joy) YEO', VERy 
所 联系 ， 其 中 oly) 是 的 在 点 办 Cy) 处 计算 的 Jaeobi 矩阵 的 转 置 

19.9 在 下 述 情形 应 用 公式 (19.40)， 其 中 2 一 2 一 了 ,微分 同 胚 儿 用 坐 
标 变换 
(19.41) 4 一 0， s=t 二 二 2 
表示 ,所 研究 的 算 子 是 P= 22/ax? 一 2/2t. 给 出 变换 后 的 算 子 Pe 的 整体 表达 
式 , 并 由 此 推 得 低 阶 项 不 是 “不 变 的 ”[ 而 在 根据 规则 (19.40) 变 换 的 意义 下 ， 
” 主 算 符 是 不 变 的 ]. | 


20. Holmegren 定理 的 抽象 叙述 


在 这 一 节 中 我 们 研究 从 抽象 Cauchy-Kovalevska 定理 (定理 
17 .2) 的 对 偶 形 式 得 到 的 某 些 唯一 性 结果 ， 并 且 准 备用 它 (在 8 21 
中 ) 来 推 得 Holmgren 定理 . 

我 们 考虑 在 $ 工 中 出 现 的 Banach 空间 族 {Bs} (0<s<1); 它 
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们 满足 条 件 (17 .18)， 我 们 给 出 一 个 满足 (17.19) 和 (17.20) 的 算 
子 A4(), 但 现在 添加 下 述 假设 : 
(20.1) 如 果 0 委 8 一 s 和 1， 则 8, 在 Bs 中 秽 . 
它 草 涵 着 从 到 到 至, 中 的 自然 内 射 映射 的 转 置 是 从 如 ,的 对 偶 空 
间 权 , 到 ,的 对 偶 空间 天 中 的 一 个 内 射 的 连续 线性 映射 .我们 
把 后 面 的 映射 叫做 从 本 ,到 中 的 自然 内 射 ， 因 为 转 置 保持 算 
子 的 范 数 , 所 以 这 个 内 射 映射 有 范 数 二 1， 事实 上 , 令 
Fs=(B1s)’, Os&1, 
则 我 们 看 到 ,Banach 空间 ,形成 一 个 与 族 {如 ,} 类 似 的 族 . 
令 '4() 表 示 算 子 4 的 的 转 置 ; 我 们 立刻 看 到 ， 如 果 用 , 代 
替 恕 ,( 对 每 个 5), 并 用 :4 (2) 代 蔡 4 人 0) (对 每 个 候 , 则 性 质 (17 .19) 
和 (17.20) 有效 .这 意味 着 , 作 了 这 些 代 将 后 , 定理 17.2 是 对 的 . 
因为 我 们 将 要 用 唯一 性 的 结论 , 让 我 们 来 强调 其 唯一 性 部 分 . 
引 理 30.1 假设 (47.18), (17.19) 和 (17.20) 成 立 .还 假设 (17 .21) 
成 立 . 
令 2v( 四 是 (| 二 <T) 的 一 个 C1 函数 , 对 于 某 个 s>0 它 取 值 于 
了 可 中 , 且 当 | 引 <T 时 它 满足 齐 次 方程 


dv ， 
(20.2) 一 A(t) ov, 


阁 2(0) =0, 则 函数 4 在 区 间 ] 一 了 了 , T[ 中 恒 等 于 零 . 

我 们 要 考察 一 下 (20.2) 的 广义 函数 解 ( 这 就 是 说 ， 它 是 变量 + 
前 广义 函数 : 这 里 不 包含 其 它 变 量 ; 关于 取 值 于 Banach 空间 中 的 
广义 函数 的 问题 ,建议 读者 看 $ 39, 虽然 在 这 里 只 需要 一 一 并 提供 
了 一 一 最 基本 的 事实 )， 为 此 我 们 必须 加 强 算 子 :4 的 的 光滑 性 要 
求 ， 也 就 是 加 强 4 的 光滑 性 要 求 .， 有 时 要 用 下 述 引 理 , 我 们 把 
其 证 明和 留 给 读者 : 
引 理 20.2 假设 下 述 事 实 成 立 ; 
(20.8) 若 0 和 8 一 s 和 工时 ， 4 人 是 ii 二 四 的 O= 画 
数 , 取 值 于 有 界线 性 算 子 ,一 Bs 的 Banach 空 
闻 中 . 
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则 其 转 置 :4 (0 也 具有 类 似 的 性 质 : 
(20.4) 当 0< 和 8 一 s 委 工时 ，:4 人 是 4 引 二 的 Cr 函 
数 ， 取 值 于 有 界线 性 算 子 防 一 到 的 Banach 
空间 中 . 
事实 上 , 当 我 们 用 C"(m<< +ec) 或 用 解析 的 (或 用 全 纯 的 , 当 
t 是 复 变 量 时 ) 来 代替 C” 时 , 上 述 引 理 依 然 正 确 . 
此 后 ,我们 假设 (020. 甸 成 立 . 
注意 ，E6 是 对 偶 空 间 有 本 之 最 小 者 ( 它 有 最 大 的 范 数 ) 
如 有 果 % 是 区 闻 ] 一 了 ,了 ZL 中 的 一 个 广义 函数 , 它 取 值 于 6 中 ， 
则 4 的 2 是 同一 区 间 中 的 广义 函数 ， 对 于 任何 的 s>0 它 取 值 于 


可 中。 我 们 将 对 这 样 的 广义 函数 感 兴趣 . 它 可 写 为 下 述 形式 


™ 


4 


其 中 g 是 t(| 引 <T) 的 一 个 连续 函数 ， 取 值 于 本 中 , 并 当 1<0 时 


它 等 于 零 ， 在 这 个 简单 的 情形 中 , 确定 乘积 :4(D)” 是 特别 地 容易 


的 (虽然 在 一 般 情形 中 这 也 是 非常 容易 的 ; 参阅 8 39.4); 事实 上 ，- 
由 Leibniz 公式 ,我 们 有 ”… 


| ， 
(20.6) AW -DD ( ) a{ [O74)19}. 


因为 4 潢 足 (20.4), 因此 ”gi (一 a ) (4)]g 是 


(i <7) 的 连续 函数 , 取 值 于 到 中 (对 于 某 个 s>0). 
我 们 将 利用 下 述 正规 性 结果 : 


” 引 理 20.3 假设 (17.18)，(20.8) 和 (17.20) 成 立 并且 (20.1) 也 


成 立 . 令 4 是 由 (30. 呈 给 出 的 广义 函数 . 
如 果 一 4(0o 是 tt| <D) 的 一 个 Or 函数 , 取 值 于 三 , 屠 
入 本 身 也 是 红 | 引 天 到) 的 Cr 函数 ， 对 于 任何 s>0， 它 取 值 于 


了 瑟 中， 


1) 洋 者 注 ， 原 文 将 (20.6) 的 右 端 误 为 室 ( 一 1D)'Bl[40%-5(6)g]， 
2) 译 者 注 ， 原 文 误 为 = (一 DD'[84-!(:4)]g9. 
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证 明 由 (20.6)， 我 们 有 
f =v'A() v0 1g— Fr g. 
但 是 我 们 可 以 写 
fi 一 28 一 上 1， 了 一 0841 广 ， 
其 中 应 (0 委 1 委 信和 访 当 t<0 时 等 于 零 (这 唯一 确定 了 它们 )。 而 
且 注 意 ,六 是 弛 | 引 天 2 区 的 C” 函数 , 取 值 于 Bo 中 ,并 且 , 如 果 9 是 有 


4 上 引 天 四 的 Ce 函数 ， 取 值 于 每 个 到 中 , s>0, 则 -之 hh 是 一 个 


属于 0*t1 的 这 样 的 函数 (回忆 gi 的 定义 )， 我 们 有 
Orti(g—h—fi1)=0, 

这 意味 着 9g 一 h 一 所 是 一 个 次 数 <% 的 多 项 式 ( 取 值 于 本 中 )， 但 

是 因为 当 t1<0 时 它 必 须 恒 等 于 零 ,就 有 : 

z 9 一 /十 广 . 

我 们 知道 9 是 0? 的 ( 取 值 于 天 中 ,s>0) ,因而 是 0 的 ， 因 而 9 

是 02 的 , 因而 大 是 03 的 , 等 等 ， 这 样 , 我 们 就 得 到 了 结论 : 9 是 取 

值 于 加 (> 中) 中 的 ,ti(| 寺 < 了 DD) 的 0~ 函数 ; 引 理 20.8 得 证 . 

推论 20.1 用 如 同 引 理 20.8 中 的 同样 假定 , 令 2 由 (20. 辐 给 出 ， 

如 时 在 ] 一 卫 , TL 中 w=:4()v; 则 在 同一 区 间 中 有 ww 寺 0. 

证 明 ”由 引 理 20.3 我 们 知道 ? 是 女 | 计 王国 的 一 个 CO= 函数， 对 

于 任何 s>0 它 取 值 于 本 中 ， 则 由 引 理 20.1, 可 以 得 到 v==0. 

证 毕 . 

现在 来 描述 下 述 情形 , 我 们 将 把 上 述 考察 应 用 于 其 中 . 

在 Cr 中, 我们 引进 多 圆柱 C6,(0<s<1) 的 单 参数 族 : 

CO.= {2ECO", |2| <rotsdo, j=1, 1, .Nn} (ro, do>0). 

(20.7) ”如果 0<s <s<1l, 则 OyCO, 有 自 dist(O,, 00,) 
—do(s—8) | 

我 们 将 选取 

(20.8) 轧 ,== 有 (Os 0") (参阅 定义 17.1). 

引 理 20.4 在 具有 选择 (20.8) 时 , 条件 《20. 少 成 立 ， 
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证明” 如 果 我 们 一 个 分 量 一 个 分 量 地 论证 ， 则 只 需 证 明 当 <s 


时 , 五 (C6) 在 耳 (Ow) 中 币 即 可 ， 令 是 五 (Os) 中 的 一 个 任意 元 
素 , 并 令 及 (2z) =h[(1 一 6)2], 0<5<1. 因为 在 0 中 一 致 连续 ， 
因而 当 8-> 十 0 时 有 为 在 Os 上 一 致 收 敛 于 h. 但 是 为 可 延 拓 到 
(L486) 本 ,上 成 为 在 此 多 圆柱 内 部 全 纯 的 连续 画 数 ， 为 的 Taylor 
展 式 在 这 个 多 圆柱 的 内 部 的 每 一 紧 子 集 上 , 特别 在 C. 上 一 致 收 
敛 于 加， 通过 对 角 线 法 ， 我 们 得 到 了 2 的 一 个 多 项 式 序列 ,在 
五 (C5) 中 收 伍 于. 证 毕 ， 


我 们 将 对 (20. 可 型 的 这 样 的 广义 函数 9 感 兴趣 ， 它 由 关于 
(w, 晶 的 广义 函数 定义 , 其 支 集 在 2 空间 的 投影 包含 于 on BR" 的 


二 固定 的 紧 子 集 下 中， 如何 来 作出 这 个 定义 呢 ? 
通过 尽 可 能 地 减 小 了 了, 我 们 可 只 限于 考虑 广义 函数 
u= 5 ODzf, slew, b), 


Cot Im :SR 


其 中 fo。,a 是 (2,- 台 的 取 值 于 0” 中 的 连续 函数 CL 是 一 不 小 于 零 的 


整数 )， 我 们 假设 ， 当 z 和 CCOoNn Rr 时 ww 恒 和 等于零， 这 时 可 
以 选取 当 % 皇 芭 ' 时 等 于 零 的 函数 fa,2:， 其 中 尺 ' 是 下 的 包含 于 
Oo 人 BR? 中 的 一 个 任意 的 紧邻 域 ， 令 

gao = 2 Ds faaly, t). 


这 个 广义 函数 ga 定义 :C41 <7) 的 一 个 连续 西数 取 值 于 HO 


0") 的 对 偶 空间 中 , 由 下 式 给 出 : 
009 ht> D-DD" | Jaole, DB 人 do 


这 是 有 意义 的 ， 因 为 其 中 的 积分 可 被 局 限于 Co 几 1B? 的 紧 子 集 KK 


”上 ， 用 Gu 由 表示 线性 泛 函 (20.9).、 由 Qauchy 不 等 式 ,我们 有 


sup [Dh (2) | <a!ld sup | 疡 (2z) | ， 
其 中 Q 一 dist( 及 ', 8C6)， 这 指明 (20.9) 在 五 (0W; 0") 上 是 连续 
的 而且， 
1G lt) — Ga,(t), | 


<| ald (Ifa, D) -fare, 的 lai 


[ Iole ko 
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a (2) 是 (|t | < 了 的 取 值 于 H (Oo; Cr) 中 的 连 
续 函 数 . 
9— 2 OGo lb). 
注意 , 如 果 当 t<0 时 G6 等于零, 我 们 可 以 写 
Cr 一 Or “4 2 
其 中 G4, 在] 一 了 ,TP[ 中 也 是 连续 的 [了 到 值 于 五 (Co; 0 中 ] ,并 
， 当 t<0 时 它 等 于 零 ， 再 令 
9 一 之 Ga,, 
束 得 到 表达 式 (20.5), 这 样 , 我 们 就 把 取 值 于 五 (266，C"m)’ 中 的 、 
关于 二 的 广义 函数 。 和 (z, 变量 的 广义 函数 丸 联系 起 来 了 ， 
因 为 我 们 要 探求 唯一 性 定理 ， 因 此 想 知 道 v 恒 等 于 替 是 否 草 
涵 着 ” 也 恒 等 于 零 . 不 妨 计 算 v 作用 在 形 为 hp (4) 的 试验 函数 上 


的 值 , 这 里 及 是 五 (C6，0”") 的 一 个 任意 的 元 素 ，9 是 有 紧 支 集 包 


含 于 ] 一 了 ,了 [ 中 的 一 个 任意 的 CO"( 复 值 ) 函数 .从 我 们 的 定义 ， 


有 
v2, hp(t) > = Ku, hv) p(t)>, 


其 中 括号 表示 相应 的 对 侦 性 . 这 样 ,， 如 果 %=0, 则 作用 在 所 有 

形 如 (wo)p (的 乘积 上 都 等 于 零 ， 这 里 pE07(] 一 用 也 [)，, 是 

五 (Co; 0") 的 一 个 任意 的 元 素 在 Con 了 "的 限制 ; 特别 地 , 当 产 是 

RR” 上 一 任意 的 多 项 式 时 也 对 ， 但 是 , 形 为 h(z)g 4) 的 乘积 的 线性 

组 合 的 集合 在 CF(R"x] 一 了 TT, TD 中 稠 ( 这 是 Stone-Weierstragsg 

定理 的 一 个 变种 ), 因而 “必须 恒 等 于 零 . 我 们 将 此 综 括 为 

(20 .10) 对 应 whH>2 是 内 射 的 . 

注 和 .1 我 们 已 考虑 了 当 +<0 时 等 于 零 的 ] 一 人 ,和 [中 的 广 
义 函 数 ， 但 是 显然 可 用 开 区 间 ] 一 人 ，TT 中 的 任意 别 的 点 如 代替 
原点 .关于 当 t>0 时 等 于 零 的 广义 函数 , 我 们 也 能 得 到 类 似 的 结 

果 . 

现在 考虑 微分 算 子 


(20 .11) 24, D) T+ Avl?, £)， 


号 


20，Holmgren 定理 的 抽象 叙述 es 


其 中 4;(0<j<") 是 wxm 矩阵 ,其 元 素 是 包含 Oox] 一 了 , TL[ 的 
某 个 闭 多 圆柱 (在 "++ 中 ) 的 一 个 开 邻 域 中 的 ((z, 四 的 ) 全 绝 印 数 
《我 们 暂时 把 1 看 作 一 复 变量 )， 很 清楚 , 当 z-2€ BR" 和 t 是 实 的 
时 候 , (20.11) 即 作用 在 如 上 所 考虑 的 “这 样 的 广义 函数 上 ， 我 们 
用 4 (4) 表示 转移 到 与 % 相 联系 的 .t 的 广义 函数 2 上 的 (20.11) 的 
作用 ， 换 句 话 说, 用 前 面 所 述 的 途径 把 4 (4)。 与 3(9% 联 系 起 来 
- 这 里 


MG -六 4 D7 + Aolw, 0). 


如 果 gEC2O 一 TZ， TD 和 UE 开 (0p; 0”") 是 任 秋 的, 则 有 
(20.12) 《4 的 人 jg) > = Du, hp>= Cu, WE (hp)> 
= Cu, A’ (th, 
其 中 : 
(20.18) A'(#) = Sl 六 -二 td。 (2 让 -过 2 和 0 人 


j=1 
(4; 是 矩阵 4 的 转 置 )， 这 是 通过 分 部 积分 得 到 的 ， 现 在 很 清楚 
(参阅 § 女 ) ， 水 人 确定 一 个 有 界线 性 算 子 H (DBD; 0 一 万 (局 
0")， 公 式 (20.12) 告 诉 我 们 ，4 的 等 于 4 的 的 转 署 ， 
”显然 , 如 果 用 4 代替 4, 并 根据 (20.8) 选 取 及, 则 (20.3) 和 
(20. 信 被 满足 ， 由 于 (20.7), 我 们 有 类 似 于 命题 7 .5 的 结果 , 其 
中 用 4 代替 了 4， 因 而 ，(17 .20) 成 立 ， 由 于 引 理 20.4, 所 以 引 
理 20.3 的 所 有 假设 被 满足 ， 因 而 可 以 应 用 推论 20.1， 我 们 得 到 


-下 述 结论 , 即将 要 看 出 那 是 Holmgren 定理 的 说 法 之 一 : 


定理 20.1 令 妈 是 (O6NnBR") x] 一 TT[ 中 的 一 个 广义 函数 ， 当 
“不 属于 Con BR" 的 某 个 紧 子 集 玉 时 等 于 零 ， 
假设 


(20.14) : PD, 
并 设 当 1<0 时 4=0， 风 在 CCoNn BR”) x]1 一 7. 了 [中 =0. 


谈 者 可 能 对 一 定 是 (C6N BR") x] 一 ,7[ 中 的 连续 函数 的 
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导数 的 有 限 和 一 一 如 我 们 曾 在 上 面 论证 中 假设 过 一 一 这 -论断 提 
出 异议 ， 但 是 如 果 用 任 一 子 区 间 ] 一 TP TILCPY<D) 代 兰 ] 一 了 7， 
T[, 则 以 就 等 于 这 样 的 和 式 ， 我 们 已 经 看 到 , 如 果 | 引 过， 则 w= 
0， 因 而 如 果 |t| < 人 TT， 也 有 w 一 0， 正 如 我 们 令 7->T 时 看 到 的 那 
祥 。 


习 题 四 


20.1 《稍微 ) 修 改定 理 17 .2 中 “唯一 性 的 证 明 , 证 明定 理 17.2 的 人) 
部 分 的 下 述 较 强 的 提 法 : 
定理 20.2 令 { 瑟 (0 二 s 委 1 是 一 Banach 空间 族 . 它 满 足下 述 条 件 ; 
(20.15) 如 果 0 到 8? 天 5 委 二 则 五 ,C 瑟 ,并且 从 五. 到 已。 中 的 自然 
内 射 映射 的 范 数 么 工 . 
再 令 4% 是 并 1 和 全 的 取 值 于 五 : 中 的 任 一 01 函数 , 对 于 每 对 数 0<s'< 
5 到 ],， 它 满 下 不 等 式 


《20.16) jw (AN <— 


其 中 C 是 与 s,s 4 无 关 的 正 的 家 数 . 

如 果 4 在 区 间 ] 一 了 ,TL 的 菜 一 点 处 等 于 零 , 则 它 在 整个 这 个 区 间 中 等 
于 零 . 

20.2 用 习题 17.10 中 的 记号 和 裕 念 ， 令 w(D) 是 取 值 于 中 的 连续 冯 
数 , 把 它 堵 作 取 值 于 HH? 中 时 , 它 是 一 次 连续 可 微 的 ,使 得 
(20.17) lw CD Nosconstl AuCt) No, tl<7.. 
证 明 ,如 果 wx(0) =0, 则 对 于 所 有 的 t |t|<T,， 有 wwG) 一 0。 

20.3 考虑 RB" 中 的 偏 微 分 算 子 
(20 .18) PG, D,)= 习 oo(GDD2， 


其 中 系数 cz 人 是 女 上 < 到 的 取 复 值 的 连续 函数 . 
证 明 , 如 果 % 是 i(1t| <2) 的 取 值 于 某 个 空间 H*(R*) (3ER) 中 的 01 函 
数 , 满足 
Ou 


(20.19) 人 =Plt, Da)w 在 R*x] 一 TZ, ZE 中 ， 


(20 .20) uliw0=0, 
则 在 R*x] 一 ZJ，7[ 中 4 恒 等 于 零 . 


二 xD ViEJ-T, TL, 和 


| 
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21. Holmegren 定理 


Holmgren 定理 是 定理 20.1 的 一 个 较 强 的 形式 ， 令 2 是 BR” 
的 一 个 开 子 集 ， 考 虑 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 


Ou _& Ou 


关于 此 方程 组 , 我们 假设 
(21.2) mxm 算 阵 4y(w, (0<ij<<n) 的 元 素 是 人 x 

- 一 全 了 5 中居 力 的 解析 函数 ， 
定理 吕 .1 假设 (21.2) 成 立 . 则 存在 Qx {0} 在 Qx] 一 T, T[ 中 
的 一 个 开 邻 域 绝 ， 使 得 对 于 82xj] 一 了 ，T 了 [ 中 的 每 个 广义 函数 刀 
假如 它 在 4x] 一 了 ,TZ[ 中 满足 (21.1)， 并 且 当 一 了 <ti<0 时 它 等 
于 零 , 那么 在 多 中 它 也 必定 等 于 零 . 

这 个 叙述 和 定理 20.1 之 间 的 主要 不 同 之 处 在 于 ; 在 定理 
21.1 中 , 关于 wz, “不 需要 有 紧 支 集 ， 在 证 明定 理 21.1 之 前 我 们 
指出 , 它 如 何 列 涵 着 Holmgren 定理 的 下 述 经典 的 氢 述 : 

-推论 2.1 令 忆 是 在 人 2x] 一 T, T[ 中 满足 (21.1) 的 一 个 人 机 
数 . 如 果 对 于 所 有 的 %E8, ulw, 0) =0, 那么 在 2x{t 的 领 若 
VY 中 以 =0. 


证 明 考虑 函数 全 (w, 四 一 万 (wlw, 力 ,其 中 及 是 Heaviside 函 


、 数 ， 在 正 半 直 线 上 等 于 1, 在 负 半 直线 上 它 等 于 0, 因为 ww, 0) 一 
一 0, 我 们 就 有 (86/8)%w= 互 以 (6/80)u, 因而 也 满足 (21.1) ,自然 ， 
当 #<0 时 它 等 于 零 ， 然 后 只 需 应 用 定理 入 .1 即 可 ， 证 毕 . 
定理 册 .1 的 证 明 只 需 证 明 ， 在 任意 一 点 (zu, 0) (zo€ 9) 的 一 开 
邻 域 中 一 一 它 不 依赖 于 w 一 一 有 w=0， 为 了 位 单 起 见 , 我 们 取 wo 
一 0， 这 样 , 不 妨 假设 2 是 及" 中 原点 的 某 个 邻 域 , 必要 时 我 们 可 
以 有 限 次 地 缩小 它 ; 需要 时 也 将 减 小 T， 作 下 述 变 量变 换 
z=y, 1-s—|y|’, 
Ep y=w,. 8 一 上 十 ] 2 
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\ yy 0 8 3 | 9 9 
我 们 有 Bp By 一 一 十 2 Bs A Ba: 
方程 组 (21.1) 变 为 
(21.8) Ny, DEB Yo -+ Boly, S), 


其 中 Bi 3) : 0 
M (vy, 5) =1-2% YBi(y, 8). TY 


如 果 Q 足够 小 ， 且 yE 0, 则 M(y, s) 是 可 逆 的 ; 自然 ， 其 道 关于 
(y, s) 也 是 解析 的 . 方 各 组 人 的 竺 从 于 
RBOY, -到 Coly, du, 
其 中 Oj; 二 MM-1B;， 此 方程 组 具有 与 (21.1) 相同 的 形式 ， 在 我 们 的 
假设 中 唯一 的 不 同 之 处 , 是 解 入 现在 当 s 二 |y|? 时 等 于 零 ， 首 先 
我 们 可 以 做 这 个 假定 ， 回 到 (21.1) 并 回 到 (%, 四 坐标 , 可 以 假设 当 
i 忆 |z|? 时 w=0， 如 果 了 充分 小 , 则 区 域 {(e, 站; <EQ，| 引 一 也 ， 
1z 上 << 检 一 一 它 包含 suppw 一 一 在 2 空间 中 的 投影 包含 在 Q 的 紧 
子 集 下 中 .最 后 , 我 们 收缩 整个 图 形 , 使 得 8 包含 于 如 定理 20.1 
中 的 多 圆柱 一 样 的 0" 的 一 个 多 圆柱 Co 中 , 并 且 , 这 也 是 为 了 能 够 
假设 系数 4; 可 被 延 拓 到 多 圆柱 
{(%, t) € Cn+li 2CG Oo, lt| <7} 
的 一 开 邻 域 中 而 成 为 一 全 纯 函 数 ， 现 在 只 需 应 用 定理 20.1: 我 们 
”得 到 ， 在 Qx] 一 7, T[ 中 w=0， 因 为 8 和 T>0 的 选择 与 4 无 .- 
” 关 , 因而 这 就 是 所 要 求 的 结论 . 证 毕 .， 
我 们 提出 Holmgren 定理 的 一 个 不 变形 式 来 结束 这 一 节 正 
如 对 于 Oauchy-Kovalevska 定理 我 们 曾 做 过 的 那样 , 现在 我 们 仅 
在 单个 方程 的 情形 ， 即 在 一 个 只 (>0) 阶 的 纯 量 微分 算 子 PCy， 
Dy) [y 一 (y',…, y*) 是 BBN 的 一 开 子 集 多 中 的 变量 ] 的 情形 中 这 
样 做 ，P(y, Dy) 的 主 算 符 照例 用 Pn(y, 四 表 示 ， 
定理 21.2 假设 微分 算 子 Ply, D,) 的 系数 在 开 集 多 中 是 解析 
的 ， 令 了 是 多 中 的 一 个 CO 超 曲面 , 它 把 分 成 两 部 分 ，W， 和 


(21.4) 


志 — 
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WW, 并且 关于 Py, Dy) 它 处 处 都 不 是 特征 的 . 

则 在 中， 有 一 个 开 邻 域 .人 ,使 得 在 人 YW 中 满足 Py， 
Dy)u 一 0 和 在 的 某 一 侧 ( 即 在 多 中 或 在 多 中) 等 于 零 的 、 人 V 
中 的 每 个 广义 函数 凤 在 .4 中 也 等 于 零 . 

所 谓 翌 是 多 中 的 一 个 玉 超 曲面 意味 着 3 的 每 个 点 都 有 一 
个 开 邻 域 C， 在 其 中 确定 一 个 实 值 01 函数 p(y ，( 在 中 ) 它 的 
梯度 处 处 不 等 于 零 ， 并 使 得 3nC 恰 为 2 中 使 wp=0 的 点 的 集合 . 

所 谓 翌 把 多 分 成 两 部 分 Yi， 人 YW， 即 意味 着 多 =23U 人 WU 
MUM, 其 中 多 和 多 是 与 了 不 相交 的 两 个 不 相交 的 连通 开 集 ， 关 
于 特征 的 含义 , 参阅 定义 19.3. 
定理 81.2 的 证 明 ”只 需 在 3 的 一 个 任意 点 的 邻 域 中 讨论 即 可 ， 
我 们 将 此 任意 点 取 为 及 中 的 原点 . 令 p 是 0 的 开 邻 域 尖 中 的 
一 个 C1! 函数, 使 得 了 站 是 使 p(9) 一 0 的 yE XY 的 集合 ; 自然 


我 们 假定 在 X 的 任何 点 处 grady 不 等 于 零 ， 假 定 ,为 了 在 X( 中 和 


有 9(9) 一 上 十 o(ly1)，, 我 们 已 经 选取 了 坐标 纺 ， 令 = 9， 

y*-1), 则 存在 一 个 数 5>0, 使 得 Ya = IEY3 29(9) >0} 包含 于 
集合 ， 
(21.5) yEY, >—6ly| 
中 ， 还 注意 , 当 我 们 围绕 着 原点 缩小 % 时 ,我 们 可 以 减 小 8>0， 
令 & 是 一 大 于 零 的 数 , 并 把 由 

. |y|<2e8, |y*|<46°e 

所 确定 的 R* 的 开 子 集 称 为 Ws， 当 。 充分 小 时 , 有 WoW 再 


今 


(9) 一 久 十 云 =|y 到 
用 .9 表示 抛物 面 由 (y) -0 与 ou 的 交集 我 们 作出 下 面 三 个 论 


, 断 (假设 8 充分 小 ) 
(21.6) Ply, grad 内 在 op 中 处 处 不 等 于 零 ; 特 别 地 
9 处 处 不 是 特征 


(21.7) ”如 果 g 属于 儿 , 的 边界 , 则 8ly |; 
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(21.8) wy, t 一 由 ( 护 确 定 出 从 Wi 到 BY 的 原点 的 

”一 个 邻 域 上 的 一 个 微分 同 胚 [通常 , 我 们 取 n= 

N—1, v= 2, 1, wt)]. 
从 下 述 事 实 
gradU 由 一 (0 …，0, 1) |<46 
和 Pwm[L0，(0,…,0, 14)] 关 0 即 得 第 一 个 论断 (21.6). 如 果 y 属 
于 .7 的 边界 , 则 |y| =285 和 ~ 
y* = —4e6=—26|¢y|, 

”从 这 一 事实 我 们 就 得 到 论断 (21.7). 论断 (21.8) 是 显然 的 ， 现 
在 , 我 们 就 处 于 如 图 21.1 中 所 描述 的 情形 中 ， 


. + l=0 
: 21.1 
” 如 果 我 们 作 (21.8) 中 的 变量 变换 , 则 算 子 的 表达 式 就 变 为 
Pls, t, Ds, Dr) 一 cv， 1) Dr Ql, t, Ds) Dr 


其 中 a(w, 四 和 的 系数 在 原点 的 一 邻 域 中 是 (z， da . 
并 且 ， 在 原点 附近 &(w, 刀 处 处 不 等 于 零 ，Qj(%, ti, 全 是 专 的 次 | 
<J 的 多 项 式 (j 1, ，…，97) . 

令 % 是 六。 中 的 一 广义 函数 , 它 在 xp 中 满足 齐 次 方 各 Ply, 
Dy)u 一 0, 并 且 当 p(y) <0 时 它 等 于 零 。 在 新 坐标 (z, 四 中 ,这 就 
蕴涵 着 下 述 事实 . 在 集合 ={(%, 六 ER? |z| 天 7 一 to<t<t} 
(这 里 如 和 石 大 于 零 ) 中 有 P 了 (zw, t,，Ds, Di)w 一 0; 存在 7', 0<Y 二 
r， 使 得 当 |z| > ， 一 加 < 下 时 v=0; 最 后 ,存在 to, 0 一 三 < 加， 
使 得 当 |z|<， 一 <t 一 名 时 0， 和 在 把 方程 P(x, 1, DD,, 
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DD wu 一 0 变 为 一 阶 组 后 (根据 § 18 中 所 述 的 方法 )， 我 们 就 能 够 应 


用 定理 20.1.， 这 样 就 得 到 了 结论 , 即 在 整个 集合 WY 中 =0. 


习 题 

21.1 令 Plx, DD) 是 一 个 mn 阶 杭 加 微分 算 子 ,其 系数 在 及 " 的 一 个 连通 
开 子 集 中 中 是 解析 的 (参阅 定 义 19. 和 ， 令 8 是 包含 于 台中 的 一 个 C” 超 曲 
面 片 , h 是 在 2 中 满足 P(x, D)h=0 的 一 解析 函数 ， 证 绷 , 如 果 h 的 所 有 阶 
数 一 和 的 导数 在 8 上 都 等 于 零 , 则 在 9 中 必须 bh 三 0. 

21.2 令 P(D) 是 R* 上 有 常 系数 的 一 个 微分 算 子 , /是 及" 中 有 紧 支 集 
的 一 个 任意 的 广义 函数 ， 应 用 Holmgren 定理 来 证 明 ,k 的 支 集 必定 包含 在 
PCD)k 的 支 集 的 西 包 ( 即 , 包含 sapp PCD) 的 最 小 的 凸 集 ) 中 ， | 

21.3 应 用 Holmgren 定理 ， 证 明 波 动 算 子 的 当 1<0 时 等 于 零 的 基本 
解 , 其 支 集 必定 包含 于 前 向 光 锥 中 . 

21.4 令 P( 多 是 % 个 变量 的 (具有 复 系数 的 ) .次 数 和 >1 的 一 个 齐 次 多 
项 式 . .假设 , 对 于 某 个 如 ER 5° 半 0， 有 P(E?) =0、， 构造 B? 中 的 一 个 C” 
函数 (2), 当 《x, 8&9) <0 时 h(x) 一 0 和 当 (z， 80) >0 时 hw) 和 于 0， 并 使 得 在 
及 ”中 PCD,)h=0, 

21.5 令 PC 是 及 。 上 次 数 m> 工 的 一 个 多 项 式 ，Po( 乓 是 其 om 次 齐 次 
部 分 ， 用 习题 12.5 中 的 结果 证 明 ， 如 果 如 大 0 满足 Pu(eo) =0, 则 在 R* 中 
存在 一 个 0” 函数 尹 使 得 PCDo)h 一 0, 并 且 使 得 当 (zx, 6 <0 时 zz)=0 和 
当 lx, 8°)>0 时 hv) #0. 

21.6 令 P(D) 是 Rr 中 有 常 系数 的 一 个 微分 算 子 . 证 明 ,在 R* 中 使 得 
PCD)wu 一 0 的 每 个 广义 函数 tu， 其 支 集 包含 在 一 个 半空 间 一 一 它 的 边界 (BR” 
中 的 一 个 超 平面 ) 关 于 PCD) 不 是 特征 的 一 -中 ,在 R" 中 必须 恒 等 于 零 . 

21.7 令 卫 是 及" 中 的 一 个 开 凸 锥 ， 顶 点 为 so, PC(D) 是 Rr 中 一 个 常 系 
数 微分 算 子 , 有 下 列 性 质 :通过 原点 的 每 个 特征 超 平面 都 与 一 相交 。 证明， 
研 中 的 每 个 广义 函数 w， 如 果 它 在 工 的 一 个 有 界 子 集 之 外 等 于 零 , 并 在 工 中 
满足 PCD)wu=0, 则 它 在 工 中 恒 等 于 零 . 

21.8 考虑 BR? 中 的 算 子 荆 =2/2 十 雪 /ax， 证 明 ， 直 线 Z=10 在 原点 处 
(关于 工 ) 是 特征 的 , 并 证 明 , 每 个 广义 函数 w% 如 果 它 在 中 心 为 原点 的 某 个 开 
圆 盘 2 中 满足 Lu=0, 它 的 支 集 包 含 在 半圆 盘 {《%, t) EQ; x<0} 中 , 则 它 在 
2 中 恒 等 于 零 ， 
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21.9 令 
L=—Par) Br +one) 

是 在 BR" 的 开 子 集 9 中 具有 CQ” 系数 的 一 个 一 阶 微分 算 子 ， 假设 ， £ 的 主 部 
的 系数 a’, J 一 二 " 是 实 的 ， 并 且 在 09 的 任何 一 点 处 它们 不 同 时 为 零 . 令 
全 是 包含 于 人 8 中 的 一 个 C” 超 曲面 ,在 5 的 每 一 点 处 ， 关 于 工 它 是 特征 的 ， 
令 zo 是 5S 的 一 个 任意 的 点 ,证 明 , 在 台中 存在 mm 的 一 个 被 3 分 成 两 部 分 的 
开 邻 域 思 且 存在 品 中 的 0” 函数 及 它 在 口中 满足 24 一 0, 在 8 的 某 一 便便 
等 于 零 ,但 在 5S 的 男 一 侧 处 处 不 等 于 零 (自然 , 它 在 SN Z 上 等 于 零 ). 


-一 一 一 


第 IIL 章 
边 值 问题 
22.Diriehlet 问题 . 变 分 形式 


“我 们 用 多 少 有 点 不 严格 的 语言 描述 某 类 问题 来 开始 讲述 这 一 

节 ， 这 一 章 的 大 部 分 都 涉及 到 这 类 问题 . 它们 适用 于 一 大 类 梢 加 
(定义 19.4) 线 性 偏 微 分 方程 ， 这 一 类 方程 的 代表 是 Laplace 方程 
或 者 (在 某 种 意义 上 更 好 一 些 , 是 ) 元 调和 方程 (一 + 人 w=_， 
^>>0， 我 们 大 部 分 是 考虑 后 一 方程 , 但 也 经 常 探 求 把 所 得 结果 推 
广 到 更 一 般 的 二 内 阶 (本 四 ) 算 了 


(22.1) 五 = ,> 2 (1) Fr +) 


上 去 的 可 能 性 上述 算 子 的 系数 是 定义 于 Rr 的 开 子 集中 的 
复 函 数 ,通常 具有 某 种 程度 的 正规 性 (这 取决 于 研究 的 目的 ， 在 某 
些 理论 中 , 只 假设 系数 是 可 测 的 和 有 界 的) .求解 方程 

(22 .2) =f 在 2 中 
是 问题 的 一 部 分 ， 但 是 我 们 不 满足 于 随便 一 个 解 ; 我 们 要 求 的 解 
是 满足 确定 的 边界 条 件 的 .因此 ,，@ 的 边界 将 起 着 一 种 重要 的 作 
- 用. 我们 用 08 表示 8 的 边界 . 在 本 齐 所 研究 的 那 估 很 重要 的 问 
题 中 , 边界 条 件 为 

(22 .3) vu=g 在 29 上 . 

我 们 把 这 问题 称 为 Dirichlet 问题 (经 常 称 它 为 非 齐 次 Dirichlet 问 
题 ， 有 些 人 喜欢 保留 Dirichlet 问题 这 个 名 称 ， 而 这 是 对 于 (22.2) 
中 的 右 端 为 零 的 情形 而 言 的 )， 显 然 , 此 问题 的 这 样 的 叙述 是 很 含 
糊 的 ， 特 别 , 条 件 (232.3) 的 含义 是 不 清楚 的 ， 它 与 解 双 在 边界 60 


1t 在 这 一 章 的 末尾 § 36 和 § 38 中 ,我 们 将 对 于 高 阶 椭圆 方程 考察 边 值 问题 


(1 
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处 的 值 有 关系 , 因而 就 要 想象 和 可 被 延 拓 到 0 的 闭 包 口上 .用 自 
然 的 方式 把 久 延 折 到 边界 上 的 可 能 性 极 大 地 依赖 于 边界 的 性 状 ， 
自然 也 依赖 于 数据 f 和 g 的 正规 性 性 质 ， 同 时 依赖 于 上 的 系数 
a WI, kn) 和 6. 

本 市 几乎 只 是 一 篇 导言 .因而 我 们 将 作 老 干 简化 的 假设 , 以 便 
得 到 有 关 这 个 问题 的 某 些 线索 . 过 些 时 候 我 们 将 指出 如 何 放松 这 
里 硬 加 的 一 些 限制 ， - 

首先 , 我 们 (和 暂时 ) 限于 算 子 


(22.4) 万 = 一 4+， 和 >0 4-Y| (2 


在 整个 这 一 节 中 , 我 们 将 假设 
(22.5) 开 集 2 是 有 界 的 ， 
在 以 下 儿 节 中 将 会 看 到 ， 当 零 阶 系 数 入 大 于 零 时 ， 而 不 是 当 和 =0 
时 一 一 即 在 Laplace 方程 这 一 极 重 要 的 情形 中 一 一 条 件 (32.5) 完 
全 是 多 余 的 .在 许多 应 用 中 , Q 不 是 一 个 有 界 集 ， 例 如 , Q 或 许 
是 一 有 界 集 的 余 集 (例如 , 当 研 究 一 带电 体外 围 的 区 域 中 静电 位 势 
的 分 布 时 ).， 在 这 个 情形 ， 在 无 穷 远 处 需要 有 额外 的 条 件 这 里 ， 
我 们 不 研究 这 样 的 问题. 

暂时 , 我们 还 将 假设 
(22.6) 2 的 边界 是 一 ( 紧 的 ) 连 通 的 C+ 超 曲面 . 
我 们 将 此 与 下 述 要 求 联系 起 来 ，39 把 整个 空间 B* 分 成 两 个 区 域 
(Jordan 曲线 定理 的 推广 )， 而 0 是 32 的 余 集 的 有 界 连通 分 支 . 


这 样 ， 我 们 就 可 以 谈论 22 在 其 每 一 点 处 的 法 线 ， 并 给 其 以 定向 , 一 


即 取 外 法 线 为 正方 向 . 

我 们 应 该 考虑 什么 类 型 的 右 端 了 呢 ? 我 们 的 选择 应 相当 严 
格 ， 是 以 六 涵 对 于 边界 条 件 (22.3) 的 合理 解释 所 需要 的 解 的 正规 
性 ; 但 又 不 是 如 此 拘束 ， 以 致 把 在 应 用 中 感 兴趣 的 情形 排除 在 外 . 
实际 情况 是 , 从 这 两 个 观点 ， 
(22.7) z fe LN) 
是 一 极 好 的 要 求 . 
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我 们 再 加 一 个 限制 ， 它 涉及 边界 值 9. 假设 

(22 .8) gE O00). 

”9 仅 在 698 上 有 定义 这 一 事实 多 少 有 点 麻烦 , 为 了 把 9 从 2 上 延 
拓 出 去 , 我 们 将 利用 性 质 (22.6) 和 (22.8). 可 以 用 几 种 方法 做 到 
此 事 . 一 个 简单 的 过 程 如 下 ， 用 及 "的 有 限 个 开 子 集 C1，…，C7。 
履 盖 242,， 使 得 对 每 个 ;, 存在 一 个 从 0O; 到 BR? 的 开 单 位 球 B8 上 的 
C7 微分 同 胚 p;， 它 把 站 8 映 到 开 半 球 B+={y€B; y*>>0} 上 ， 
由 于 (22.6) ,这 是 可 能 的 .对 于 每 个 j=1,…, 7, 令 


hj (y) =g (gj (Co 9, 0)), yEB 

和 G1(9) = (pi(2)), vwEO:. 

显然 ,VEC (ON, 在 ON690 上 g;-9. 再 令 6&1 …, 6r 是 7 个 函 
数 , 使 得 对 每 个 ;有 ;E02 CC 和 


> =1 下 24 的 一 个 领域 中 . 


最 后 ， 令 g* = bsgs 我 们 看 到 ， g* EO BR"), 在 8Q 上 g#==yg, 


事实 上 我 们 将 只 用 到 g* 在 事 上 的 限制 ， 用 9 表示 它 ， 条 件 (22. 3) 
可 改写 为 
(22 .9) ug=0 在 8Q 上. 
这 就 提示 我 们 要 变换 未 知 函 数 ( 或 广义 函数 ), 而 考虑 

, U =u—yg. 
现在 , 我 们 的 问题 变 为 寻求 U 的 问题 , 使 得 
(22 .10) (一 4 二 和 UVU=F 在 8 中 ,. 
(22.11) U=0 在 292 上. 
”其 中 我 们 已 用 了 记号 | 
F=f+4g9—Ng. 
注意 , 如 果 只 作假 设 (22.8) ,我 们 就 不 能 断言 4g 是 (8 中 ) 一 函数 ， 
我 们 只 知道 它 是 连续 函数 一 一 事实 上 是 在 2 上 连续 的 函数 一 一 的 
一 阶 导数 的 一 个 和 式 : 


入 = 六 条 (名 ) 


f=1 
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因而 ， 我 们 不 能 期 望 解 吕 将 是 非常 光滑 的 , 如 果 它 存在 的 话 . 然 
而 ， 我 们 仍然 可 以 希望 将 是 充分 光滑 的 ， 足以 使 我 们 能 够 给 
(22.11) 以 合理 的 意义 . 

现在 回 到 (22.10). 因为 其 右 端 了 现在 是 一 广义 函数 所以 
要 在 广义 函数 的 意义 下 来 解 (22.10)， 这 意味 着 给 定 任何 
9pEOs (8), 我 们 要 求 
(22.12) - CU, (A+ = LE, p>. 
自然 , 不 是 一 个 任意 的 广义 函数 对 于 某 些 特别 的 半 范 数 (或 范 
数 ), 它 在 CO? (2) 上 是 连续 的 ， 事 实 上 ， 


人 P=) (7 一 gd 一 | (grad)) (gradp) de. 


由 于 加 在 fA 上 的 假设 (22.7) 和 9 的 性 质 ( 即 , 9 和 gradg 在 中 
是 连续 的 ), 我 们 立刻 得 到 

(22 .18) | pp) | eonsti pls, 

其 中 ol gsaz 十 | [gradp|sdz| 

| | 在 cz(O) 上 确定 了 一 个 范 数 , 在 以 后 的 章节 中 它 将 起 着 非常 
重要 的 作用 [注意 , 由 于 Plencherel 定理 , 它 等 于 当 5 一 上 时 的 范 数 
(18.20)]， 为 了 得 到 这 个 作用 的 一 些 体现 , 首先 研究 和 =1 的 情形 
是 有 益 的 . 先 假设 对 于 方程 (22.12)， 存 在 一 个 解 U,， 它 属于 
723(Q), 并 且 其 一 阶 导 数 ( 在 广义 函数 的 意义 下 ) 也 属于 3(Q). 在 
这 个 情形 ， 在 (22.12) 的 左 端 我 们 可 以 分 部 积分 一 次 . 在 把 mw 和 9 
交换 以 后 , 我 们 的 结果 可 写 为 
(22 .14) (U, pi1=&F, p>, pg EO (0), 

其 中 ， 人 )1 是 相应 于 范 数 | 上 的 Hermite 积 . 


U,V | UPatd | 2 2 do 


Pes Ox’ Ow 
新 方程 (22 .14) 明显 地 提示 我 们 试用 Riesz 表示 定理 .事实 上 ， 其 
右 端 对 于 范 数 | 而 言 ,在 O03CQ) 上 确定 了 一 个 连续 反 线性 泛 函 . 
范 数 ‖ |:, 显然 是 一 个 Hilbert 空间 范 数 ， 我 们 暂时 把 07 (@) 关 
于 此 范 数 的 完备 化 称 为 .和 尖 ， 由 一 Hilbert 空间 到 它 的 反对 偶 空 间 


”缺陷 是 ， 所 得 的 解 是 在 一 抽象 空间 
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上 上 的 典 则 同 构 ， 我 们 知道 , 在 : 交 中 存在 满足 (22.14) 的 唯一 元 素 
U. 在 某 种 意义 下 , 我 们 已 经 解决 了 这 个 问题 , 但 是 , 我 们 的 方法 的 
OF (2) 对 于 某 个 范 数 的 完 
第 人 能 把 解 U“ 具 体 化 ”为 一 函数 , 换 句 话说 , 如 果 能 
把 Hilbert 空间 % 和 一 函数 空间 等 同 起 来 , 这 将 是 有 好 处 的 . 由 于 
U 和 gradU 在 8 中 是 平方 可 积 的 这 一 假设 ， 我 们 已 从 (22.12) 推 
得 (22.14) . 这 提示 我 们 必须 做 什么 ， 并 导致 下 述 非常 重要 的 定义 : 
定义 驶 .1 用 已 -9) 表示 函数 wEZDL(Q) 的 空间 , 这 些 顶 数 取 的 
一 阶 导 数 \ 在 广义 函数 的 意义 下 ) 属 于 亚 (@). 

HH*(Q) 是 Sobolev 空间 的 第 一 个 例子 ， 也 许 是 最 重要 的 例子 ， 
它 与 研究 Qauchy 问题 (定义 13.1) 时 遇 到 的 空间 Hi: 密切 有 关 . 
它 被 赋予 Hermite 积 (,)1 和 范 数 ‖ |. 
命题 吕 .1 Hi(Q) 是 一 Hilbert 空间 . 
证 明 令 {w”} 是 五 :(8) 中 的 一 个 Cauchy 列 .事实 上 , 它 是 王 (O) 
中 的 一 个 0auchy 列 , 并 且 ，{Bwr7/ ao (0 一 二 9) 也 是 天 (9) 
中 的 一 个 0auchy 列 ， 这 些 Qauchy 列 在 严 (2) 中 分 别 有 极 
限 一 一 w 和 w， 但 是 ，(86/9%) 是 多 ' (0) (8 中 的 广义 函数 空间 ) 
上 的 一 个 连续 线性 算 子 ， 因 而 (9/6z)w 在 多 (8) 中 收 伍 于 
(0/9wv’)w; 但 是 它 在 多 和 (02) 中 也 收 伍 于 ws, 因此 这 两 个 极限 必须 
相等 . 证 毕 , 

现在 ，C7 (D) 对 于 范 数 | 上 的 完备 化 六 可 等 同 于 C7(9) 在 
0) 中 的 闭 包 . 


定义 观 .2 CO) 在 天 (9) 中 的 闭 包 用 了 (8) 表示 . 


我 们 已 经 看 到 ,方程 (22.14) 有 唯一 解 UE.， 现 在 不 妨 把 U 
解释 为 囊 ;(Q) 的 一 个 元 素 ， 注 意 ， 这 意味 着 UU 是 在 Q 的 边界 的 


邻 域 中 人 恒 等 于 零 的 Or” 函数 关于 范 数 ‖ |: 的 极限 ， 在 某 种 意义 


下 ; 可 以 把 这 个 事实 解释 为 U 在 9 上 等 于 零 ， 自 然 , 其 含义 与 适 、 
用 于 连续 函数 的 、 在 8 上 的 值 的 含义 有 点 不 同 ， 但 是 , 正如 下 面 


的 结果 所 指出 的 , 此 两 者 被 联系 起 来 了 . 


命题 22.2 假设 (22.5) 和 (22.6) 成 立 ， 如果 U EC?(0) ECO)， 
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则 下 述 两 个 性 质 是 等 价 的 . 

(a) U0 在 62 上; 

(bp) UE HO). 
证 明 我 们 将 上 只 说 个 大 意 ， 而 把 细节 留 给 读者 作为 关于 Sobolev 

空间 的 一 个 练习 . 

首先 , 令 U 在 Q 的 余 集中 等 于 零 , 这 样 来 把 U0 延 拓 到 整个 空 
间 BR"， 利 用 第 179 页 介绍 的 22 的 覆盖 {0}1y<r 和 函数 by(1<7 
<r) .稍微 缩小 每 个 集合 CD, 我 们 可 以 假设 微分 同 胚 mw 的 Jacobi 


甜 阵 和 其 道 By 的 Jacobi 矩阵 在 它们 的 定义 域 中 都 是 一 致 有 界 
的 .这 就 保证 了 wh> wegpj 是 从 可 (B?) 到 已 Cn2) 上 的 一 个 - 


同 构 (对 于 拓扑 向 量 空间 的 结构 而 言 ), 它 的 逆 是 wuH> 0o9y. 

显然 ， 在 6Q 上 U0， 当 且 仅 当 每 个 《在 M2Q 上 等 于 
零 ， 另 一 方面 , 如 果 UE Hi(0), 那么 每 个 6U 属于 五 1CCIn O): 
事实 上 , 只 需 考 虑 在 范 数 | |: 的 意义 下 收敛 于 TU 的 一 个 序列 户 E 
OF (0); 此 时 缮 f,EO7COINQ), 并且 在 Hi(O;N 8) 中 它 收敛 于 
LU .反之 ， 假设 每 个 CC 属于 可; (Q)， 那 么 U 亦 然 ， 事实 上 , 容 
易 验证 Uo= (1 一 一 … 一 4) U 属于 瑟 4C2),， 因为 UE H1(Q) 和 
Uo 的 支 集 是 2 的 一 紧 子 集 ， 我 们 利用 标准 软化 子 pu: 


p(t) —e "p20/s), pEOF BR"), p>0, | p(w dr—1. 


那么 ， 对 于 充分 小 的 se>0, pex*UsEOz(9). 容易 验证 pxU 在 


有 HCQ) 中 收敛 于 Uo, 或 者 , 在 空间 瓦 :( 了 及” 中 (参阅 定义 13. 了 2) 收 


敛 于 Uo 
扼要 地 讲 ， 只 需 证 明 当 用 O,NQ 代替 Q 和 用 《0 代替 U(j= 
,1 他 时 的 等 价 性 即 可 ， 我 们 干脆 固定 六 令 
挛 轨 = CD) 人 GD)，yEB (Br 中 的 开 单位 球 ). 
我 们 知道 , 六 EO*B+) nN H+1(B+), 并 且 , 这 的 支 集 是 B 的 一 紧 子 
集 ， 我 们 必须 证 明 下 述 两 个 性 质 的 等 价 性 ， 
(a ) 了 =0 当 多 =0 时 ， 
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(b) VEHIB'). 
(1) (a) 礼 (b)， 只 需 证 明 ， 如 果 (a 成 立 ， 则 六 不 仅 属于 
有 1(B+) ,甚至 于 还 属于 五 :(BR") ( 记 住 在 B 的 余 集 中 让 =0). 因 
此 ,平移 Vy) 一 了 ,…, 一 8) 也 属于 昌 ?(B') ,但 是 对 于 
充分 小 的 s> 0， 它 们 有 紧 支 集 并 包含 在 B* 中 ， 因 而 它们 属于 
五 i(B+) (如 我 们 用 正则 化 所 看 到 的 ;、 参看 上 面 关 于 Uo 的 论证 ). 
我 们 知道 ，F 属于 I2(R")， 必 须 证 明 ， 在 BR" 上 广义 函数 的 意义 
下 ,了 的 梯度 也 属于 2， 当 j<n 时 ,对 于 每 个 (2/azD)F， 此 论断 
是 平凡 的 , 因而 只 需 证 明 当 ;一 时 的 情形 即 可 , 令 gpEO?(B”) 是 


任意 的 .我 们 有 


Br 9)—— | Wy 


. Og 
__] | 
sb ye . on 
= lim {| V9) | 
E-? 干 “ 


+ lim {| Br WP oy). 


e+ 人 0 


在 最 后 一 部 分 中 ， 第 一 个 极限 等 于 零 , 因 为 当 s 一 十 0 时 , 广 (9 
V1 6) 关 于， y*1 ee 第 二 不 极限 等 于 


jw OY” 

这 就 证 明了 我 们 想 证 明 的 事情 . : 

(TD (b) 芒 (a )， 在 关于 六 的 种 种 假设 下 ， 对 于 几乎 所 有 的 
y' 一 (4,，…,Y"” +) 和 每 个 se 0<e<1, 我 们 有 


VY, 可 =- 一 | Br Wa 


- 令 { 人 是 COz2(B+) 中 的 一 个 序列 ， 和 五 :1(B+) 中 收 仿 于 亚 ， 我 
们 有 


{| ro- wr” (9 ， oa 
< | (| 3 5 人 ,内 一 < By ~ (VY, | 


17/9 
day | dy", 
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因为 积分 的 范 数 不 超 过 范 数 的 积分 [这 里 ， 范 数 是 Z2(R*-35 中 的 
范 数 ]， 如 果 对 于 不 等 式 右 端 应 用 Qauchy-Schwarz 不 等 式 , . 则 我 
们 看 到 ， 它 最 多 等 于 | 一 wr 上， 我 们 可 以 选取 这 样 大 的 », 使 得 
最 后 这 个 量 不 超过 一 个 任意 预先 给 定 的 数 ?>0. 固定 > 于 此 值 ， 
并 选取 如 此 小 的 s> 0, 使 得 对 所 有 的 yy， 有 wy,s) =0， 这样 ， 
我 们 得 到 

| IV Cy, 8) dy <%. 
取 极限 后 , 我 们 看 到 | | 到 (y， 十 0) 1?dy 0， 因为 Vy，+0) 是 
y 的 连续 函数 , 这 就 意味 着 它 必 须 恒 等 于 零 . 证 毕 . 

命题 22.2 明显 地 指示 我 们 用 
(22.15) UEHINQ) 
代替 (22.11), 并 试图 寻求 满足 (22.10) 的 这 样 一 个 函数 U (到 现在 
为 止 , 我 们 只 在 入 =1 的 情形 做 了 此 事 )， 在 下 一 节 中 ,我们 将 完善 
地 描述 这 个 问题 的 解 . 下 面 , 我 们 马上 就 要 说 到 这 个 解 没有 回答 
我 们 的 所 有 问题 ， 例 如 , 关于 我 们 能 够 处 理 的 开 集 2 的 类 型 的 限 
制 , 即 条 件 (22.5) 和 (22.6) ,是 很 窄 的 ， 平面 中 的 正方 形 就 被 排除 
”在 外 ， 在 问题 (22.10) 一 (22.15) 的 解 中 , 第 二 个 条 件 (32.6) 差 不 
多 是 多 余 的 . 但 是 我 们 必须 强调 , 一 旦 我 们 把 它 去 掉 , 那么 在 原来 
的 边界 条 件 (22 .11) 和 新 的 边界 条 件 (22.15) 之 间 的 联系 将 会 变 得 
”不 清楚 了 . 例如 , 当 2 是 平面 中 的 正方 形 和 TIE 0C°(D) 时 , 此 联系 
是 什么 ? 当 数 据 /和 9g 是 连续 的 时 候 , 我 们 如 何 得 到 Dirichlet 问 
题 的 解 呢 (并 且 ， 这 个 解 从 经 典 的 观点 来 看 也 是 可 以 接受 的 )? 在 
下 面 几 节 中 我 们 将 讨论 这 些 和 其 它 一 些 有 关 的 问题 . 
作为 本 节 的 结尾 , 我 们 回想 到 在 Sobolev 空间 的 框架 中 , 更 明 

确 一 些 , 即 在 形式 (22.10) 一 (22.15) 中 的 Dirichlet 问题 (32 .2) 一 
(22.3) 的 重新 解释 通常 称 为 此 Dirichlet 问题 的 变 分 形式 ， 不 难 
发 现 其 理由 .我 们 来 介绍 下 述 记 号 , 今后 将 用 到 它 ， 
(22.16) wa (U, DV) -| (gradU) . (grad P)dw + | UPds, 

U, VE HO). : 
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注意 , 如 果 g E07 (C8), 则 
Cp, D-pad, PD). 

这 样 , 我 们 的 弱 问 题 (22.10) 一 (22.15) 可 以 重新 叙述 如 下 : 
”问题 吕 .1 导 求 UE 且 i(Q), 使 得 O07 (8) 上 的 反 线性 泛 函 
(22.17) pb te + 一 | /542| 
恒 等 于 零 . 

由 于 yg 的 性 质 ， 形 式 (22.17) 对 于 范 数 | rh 是 连续 的 一 一 正 
如 已 经 指出 的 那样 ; 因而 可 用 唯一 的 方式 把 它 延 拓 到 H3(0) 上 . 

为 了 简单 起 见 , 现在 我 们 局 限于 实 值 函数 和 实 值 广义 函数 (分 
别处 理 实 部 和 虚 部 可 以 解决 复 的 情形 )， 此 时 泛 函 (22.17) 就 是 
( 非 线 性 ) 泛 函 


(22.18) QV) -= 计 ww(7， V) +a(G, 内 一 -| rda 

五 i(Q) 的 点 U 处 的 Fréchet 导数 ， 事 实 上 ，(23.17) 在 g 处 的 
全 和 了 / | 
(22.19) 徊 QU+ip) lo. 


(22.19) 为 零 是 @ 在 U 处 有 一 权 值 的 必要 条 件 . 令 t 是 任意 实数 ， 
2 是 已 i09) 的 任意 元 素 ， 我 们 有 


QU+tw) BU, DToG, ID- oz 


十 t {a CT WwW) + og, Ww) -| ,fwds | + 三 0 (ww, WwW), 


即 , 由 于 (22.17) 等 于 零 , 有 


(22 .20) QU 4tw) QD) =- bw, wy) , 


我 们 断言 , 当 九 关 0 时 它 是 严格 正 的 . 当 和 >0 时 此 断言 是 清楚 的 ， 
当 入 二 0 时 ，@ (ww) = 二 0 等 价 于 gradw=0， 妈 w=const， 由 命 
题 22.2， 这 与 wE 五 (02) 矛盾， 上 自然， 除非 w 二 0。 这样， 如果 
一 人 U0U 一 的 解 UE Ha3(02) 存在 ， 那 么 它 是 泛 画 G( 广 ) 的 严格 
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极 小 。 因 而 , 我 们 的 弱 问 题 (22.10) 一 (32.15) 可 被 看 作 交 分 学 中 
的 一 个 问题 . 


习 题 


22.1 令 人 是 实 直线 Ra 中 的 一 个 有 界 开 区 间 。 证明， 每 个 函数 wE 
H3(Q) 是 一 个 在 9 的 边界 点 处 等 于 零 的 绝对 连续 函数 . 

22.2 令 吕 是 习题 22.1 中 的 开 区 间 ， 证 明 , H1C9) 是 五 ((Q) 和 限制 
于 9 的 仿 射 函数 h(z)=Az+B (A4, B 是 复 常数 ) 空 间 的 直接 和 . 
” ”22.3 令 旨 是 平面 中 的 一 个 开 圆 盘 ， 圆 心 在 原点 ， 半 径 >0， 证明， 
HQ) 是 形 如 
(22.21) ws, 0)= 六. on(r)e'm 《2Z 十 询 一 76 让 
的 函数 的 空间 , 这 些 函 数 的 Fourier 系数 有 下 述 一 些 性 质 : 
(22.22) 对 于 每 个 mE 加 , cn(r) 在 开 区 间 0<*< 忆 中 是 * 的 局 部 

可 积 函 数 , 并且 其 广义 导数 ou(r) 亦 然 ; 


~、 
(22.23) > |emCr) ?rar 一 二 co， 
(22.24) Ss/ (ric t+ len(r)|? )ar <+ oo. 


22.4 用 与 习题 22.3 中 相间 的 记号 ，Fourier 表达 式 (23.21) 和 性 质 
《22.22) 至 (22.24), 证 明 ， 空 间 0~(8) CBR? 中 的 0” 函数 在 8 上 的 限制 的 空 
间 ) 在 吾 (Q) 中 稠 ,并 证 明 五 (2) 是 五 :(R2) 在 到 8 的 限制 映射 下 的 像 . 

22.5 用 与 习题 23.3 中 相同 的 记号 . 令 wECOs(9) 由 (22.21) 给 出 , 从 

条 件 (23.23) 和 (C23.24) 推 导 , 如 果 0<ro< 有 RE, 则 我 们 有 


R_  . ] /RB 
(22.25) rolenCro) 1 <2| Ref Cnr)chn, Cr )rar + 元 | [em C7) | ?rar, 


并 且 , 由 此 得 到 , 给 定 至 (8) 的 任 一 元 素 w， 则 其 系数 os(r) (mEZ) 在 半 闭 
区 间 ] 0, R] 中 是 + 的 连续 函数 , 当 + 一 五 时 它 妆 敛 于 零 . 

.22.6 用 习题 22.5 和 22.6 中 的 结果 ， 证 明 当 &* 是 BC2) 中 的 一 个 任 
意 函数 时 , 它 的 Fourier 系数 on(*) 在 半 开 区 间 ]0, 机 中 是 连续 函数 ; 并 且 ， 
WwEH3A) 当 且 仅 当 对 所 有 meE2， 有 cm(R) 一 0. 

22.7 用 与 习题 23.3 中 相同 的 记号 . 令 weC7(9) 由 (33.21) 给 出 , 从 
(22.24) 推 导 ,如 果 0<ro< 和 了， 则 


(22.26) mlenro) ef (ron) b+ Een) )ar. 
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由 此 得 到 ， 对 每 个 we 五 (Q), 如 果 w 生 0, 则 en(r) 在 闲 区 间 [0， RJ 中 是 连 
续 函 数 , 并 且 (参看 习题 22.6), 当 wE HCQ) 时 此 事实 亦 真 . 
假设 <1 并 取 uz)~=[log(1/r)J*， 证明, 着 0<a< 亏 , 则 w€ HC9). 
22.8 ”从 习题 22.7 推导 , 对 于 某 个 常数 C>0, 对 于 所 有 的 +, 也 <? < 
R, 和 所 有 的 WEHI1CQ), 有 
(22.27) SB GL+m2)22lonCr)l2<Clelaeo， 
22.9 ”用 习题 23.3 中 相同 的 记号 , 令 vE 三 (9) 由 (32.31) 给 出 , 证 明 
(22.28) 加 《1+m2)72|on(B) 一 con(r)12 一 0 当 r 一 忌 时 (0<y< 豆 )， 
由 此 推导 , 如 果 记 sw#(r，6)=wkz, y), 则 有 
(22.29) | ut(R, 0) -ai#(y， 0) 140—»0 当 +> 呈 时 ， 
[提示 证 明 当 wE0"() 时 (22.28) 是 对 的 , 然后 利用 CH) 在 HI(Q) 中 的 


稠 性 和 不 等 式 (22.27).] 
23.10 令 8 表示 单位 圆周 ， 9 表示 们 中 的 变量 , 五“ S7) 表示 形 如 


(22.30) g(0)= SS CmE mS 
的 函数 的 空间 , 这 些 函 数 使 得 
(22.31) lg 人 os= SS tm Yonl?<+o. 


证 明 ,如 果 五 ?CS1) 包含 在 5S* 上 的 连续 函数 空间 0%CS?) (赋予 极 大 模范 数 ) 
中 ,那么 383 上 的 Kadon 测度 空间 ACS1) 包 含 在 9 上 的 这 样 的 广义 函数 "的 


空间 中 ， - 
(22 .32) "一 之 Unmnetmr9， 
并 且 
十 上 
C22.83) ol 区 GHmoraelonls<+a 


[用 及 -W2081) 表示 这 个 空间 ]， 证 明 , 51 中 在 原点 处 的 Dirac 测度 8 不 满 
足 (22.337 .D 

22.11 令 gE HY2C51)( 用 习题 22.10 的 概念 和 记号 ) 由 (22.30) 给 出 . 令 
(22.34) Ww 二 Co 十 Si (Cmg™+Cm2™), 8—=X+iy, 3 一 2 一 友 ， 


1) 译 者 注 ， 本 题 的 含义 为 ， 互 1 2(S') CCO0(S) 是 不 成 立 的 .这 由 上 E .U(S) 及 它 
不 满足 (22.33) 即 可 知 ， 习 题 22.11 也 指出 了 这 一 点 ， 


188 | 第 II 章 边 值 问题 


用 在 习题 22.3 中 证 明了 的 判定 准则 [和 条 件 (32.31)]， 证 明 we PIC2), 且 
在 2 中 满足 4r 一 0 (这 里 取 忆 =1 即 , 取 9 为 平面 中 的 单位 圆 盘 )。 由 此 及 
由 上 面 的 习题 推导 ， 互 2(S1) 怡 为 属于 H1C0) 的 函数 的 “边界 值 ” 的 空间 ， 并 
推导 , 不 是 所 有 这 些 边 界 值 在 S1 上 都 是 连续 的 . 

”22.12 令 we Hi(Q) 是 实 值 的 (2 是 Rr 的 一 个 任意 的 有 界 开 子 集 ), 9 
是 任 一 大 于 零 的 数 .证 明 , 函数 xF> sup(xw(z) 一 9, 0) 属 于 到 (8)， 从 这 个 事 
实 推导 函数 |u| 属 于 HI(0). 
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令 避 表示 及 " 的 一 个 任意 的 开 子 集 ， 自 然 内 射 
OF (Oo) G Hi(Q) | 

可 被 转 置 ; 因为 它 有 釉 的 象 , 它 的 转 置 就 是 一 个 连续 线性 内 射 
(Hi(0))'G 2D’ (0). 

因而 我 们 可 以 把 Hi(@) 的 对 个 空间 等 同 于 Q 让 六 本 数 的 菜 个 
空间 ， 更 确切 些 . 
命题 38.1 空间 五 ;(Q) 的 对 偶 空 间 是 2 中 某 些 广义 函数 组 成 的 
空间 五 +(Q)， 这 些 广义 函数 等 于 [3 (0) 中 函数 的 阶 数 <1 的 时 
数 的 一 个 (有 限 ) 和 . 
证 明 2 中 的 一 个 广义 函数 下 定义 五 4(2) 上 的 一 个 连续 线性 泛 
函 ， 当 且 仅 当 线性 形式 pH> 《T, gp》 在 07(Q) 上 对 于 范 数 | 是 
连续 的 ， 如 果 


T=fot (Br Jy EIQ) (0<j<), 


则 显然 它 满足 后 者 . 友之 , 假设 线性 泛 函 pH> 7，2> 可 以 被 连续 
地 延 拓 到 Hi(Q2) 上 ， 由 Riesz 表示 定理 我 们 知道 ， 存在 2(G) 的 
唯一 的 元 素 斑 使 得 “ 

(g, 及 :一 人, 9, 9pEO(Q). 
”其 左 端 可 改写 为 《(1 一 修了 , p>, 由 此 我 们 推 得 
(23 .1) T= (1—A)r. 
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此 时 只 需 注意 人 一 21 3/0w' (OP /0u) 是 72 函数 【3 瑚 /ao 的 一 阶 
导数 之 和 | 证 毕 . 
命题 838.2 从 有 (0) 到 其 对 侦 空 间 五 -+(9) 上 的 典 则 反 线性 等 
距 映 射 即 为 映射 了 PF> (一 少 严 . 

本 质 上 这 就 是 (23.1) 的 含义 . 我们 把 其 证 明 的 细节 留 给 读者 ， 
”命题 23.2 有 下 述 推论 
推论 38.1 CO>(Q) 在 五 -+(8) 中 称 . 

事实 上 , OY(Q) 在 H3(Q) 中 稠 ,并 由 (1 一 少 映 入 自身 . 

推论 23.1 指出 ， 互 -+(9) 是 0>(8) 在 互 -于 (Re 中 的 闭 包 . 

注 23.1 如 果 和 暂时 回 到 假设 (22.5) 至 (22.8)， 我 们 看 到 方程 
(22.10) 的 右 端 

已 = 太一 (一 人 9 

属于 已 -+(9) 

目前 , 我 们 希望 解决 的 问题 是 下 述 问题 ， 

问题 23.1 给 定 任何 巴 E 五-1(2),， 求 UE HH3(Q), 使 得 


(23 .2) (~4+NU=P, 
方程 (23.2) 等 价 于 [参看 (22.16)] 
(23 .3) a (U, V)=《F, PV>, VE HO). 


“为 了 解 问题 23.1, 我 们 将 把 Riesz 表示 定理 和 下 述 结果 结合 起 
来 可 

”命题 28.8 . 当 和 >0 时 ,a;(U,V) 是 五!(Q) 上 的 正定 Hermite 形 

式 . 由 (U,V) 在 HH!(Q) 上 确定 的 拓扑 向 量 空间 结构 不 依赖 

于 和 特别 地 ， 它 与 由 (UP) 一 (U,V): 所 确定 的 结构 是 一 样 

的 

命题 28.4 假设 2 是 有 界 的 .那么 


mo(U, V) -| (gradU) (grad P) de 
玉 3(Q) 上 的 正定 Hermite 形式 , 它 在 1(Q) 上 确定 一 个 拓扑 
向 量 空间 结构 , 等 价 于 由 (UV, 站); 确定 的 结构 ， 
命题 28.3 的 证 明 当 》>A>0 时 ， 
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Qu,(U, U)<a(U, U)< (Hh Wa (UVU, U), 
由 此 , 即 得 到 我 们 的 论断 . 
命题 好 .和 的 证 明 显然 , ao(U,， WE, U)i1， 令 gECs(93) 是 
任意 的 .我们 有 : 


”Op (zw :一 (Wai 
pg(z) = -六 Fe OA, Hs 
因而 


(Jo@ taf 各 wo 


Ap. 13 1/9 
< 入 __ 1/9 | Wa | 
< (vw*— a) | a QZ ， 


| 


这 是 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 并 假设 8 的 必 投 影 包 含 在 


( 紧 ) 区 间 [&, 中 中 而 得 到 的 .最 后 ， 将 两 端的 平方 关于 人 2 从 a 到 
2 积分 , 我 们 得 到 


(23.4) re “< C7 ee {ja Op oz 
由 此 得 到 
(23.5) lglo<0 (00) lgrad ol， 


其 中 | | 表示 I(B") 中 的 范 数 ; 这 样 , (23 .5) 就 蕴涵 着 
lpgli< [1+0(0)]o (gp, 9). 

很 清楚 , 此 不 等 式 可 被 拓 广 到 所 有 的 p€ 囊 ;(Q), 命题 得 证 . 

注 23.2 在 命题 23.4 的 证 明 中 , 我 们 只 用 到 2 在 w* 方 向 是 
有 界 的 这 一 事 3 下 “变性 , 这 就 是 说 , 只 需 
0 在 某 个 方向 是 有 界 的 即 可 . 

注 23.3 命题 23.3 蕴涵 着 ， 当 %* 严格 正 时 ，a,(U, 本) 在 
(2) 上 确定 一 个 等 同 于 由 (0，P): 确定 的 拓扑 向 量 空间 结构 . 
”一 方面 从 命题 23 .3, 而 另 一 方面 从 命题 23 .4, 我 们 推 得 ， 当 
五 (Q) 中 赋予 由 a,(U, 六) 所 确定 的 结构 时 (假设 当 和 ~0 时 如 是 
”有 界 的 )，H3(Q) 的 对 偶 空 间 等 同 于 五 了 +(Q)， 我 们 立即 能 验证 ， 
Hilbert 空间 (8H3(Q), 4;) 的 典 则 反 线 性 等 距 的 确 是 上 映 射 V 忆 
(一 少 严 这 祥 , 我 们 得 到 


一 四 一 
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定理 23.1 令 和 是 严格 正 的 、 则 微分 算 子 
入 一 可 
确定 一 个 从 瑟 i(Q) 到 五 -+(8) 上 的 同 构 . 
若 9 是 有 界 的 , 则 上 述 结果 对 于 Laplace 算 子 4 也 是 对 的 . 
由 于 注 28.1, 我 们 已 经 证 明了 :问题 23.1， 也 就 是 问题 
(22. 10)— (22 .15), 有 一 个 唯一 解 . 
容易 看 到 , 定理 23.1 可 推广 到 很 大 一 类 形 如 (22.1) 的 算 子 上 
去 ， 事 实 上 ， 它 是 否 能 推广 取决 于 应 该 起 定理 23.1 证 明 中 的 w 
的 作用 的 那个 拟 双 线性 (sesquiilinear) 形式 的 性 质 . 为 了 确定 所 
” 论 的 那个 拟 双 线性 形式 , 我 们 改写 算 子 二 如 下 : 


— 由 0 ;Ke 0 3 jy ; 日 
(23 .6) L > pi a (w) 本 + 2 (2) 可 十 5C(Z)， 


其 中 (oO =bi(w) — DT 32 人， 
此 时 , 用 公式 
(23.7) a&(w, 9») 一 一 > | Q(x) 2 0 3 (om 


五 


+ 立 |。 5(o -2 2 uw) To dot | oCo)w(a) Te) ds 


定义 与 万 相 联系 的 拟 双 线性 形式 就 是 自然 的 了 .显然 ， 如 设 a*， 
2 o 都 属于 L”(Q), 那么 alu, 将 是 五 1(Q) x 五 1(Q) 上 的 一 个 
连续 拟 双 线性 形式 ; 这 就 是 说 , 对 于 某 个 常数 O>0, 它 将 满足 
(28.8) le 1<Olwjilvl， 对 于 所 有 的 wv€E Hi(Q).， 
” 在 定理 23.1 的 证 明 中 决定 性 的 事实 是 , 对 某 个 c:>0, 我 们 有 
”ov WW) >0rlwl3 对 于 所 有 的 EHi(0). ~ 
对 于 更 一 般 的 形式 a(w, v), 我 们 需要 类 似 的 事实 . 事实 上 只 需 有 
(23.9) ”lelw, 四 |>ezlvl 对 于 所 有 的 wE Hi(Q) (ei>0). 
由 于 上 述 论证 结论 的 深刻 性 , 把 论证 作 得 抽象 些 是 有 价值 的 ， 考 
虑 一 个 Hilbert 空间 卫 , 它 具 有 内 积 (和 范 数 | ls 并 考虑 
已 x 书 上 的 一 个 连续 拟 双 线性 形式 z(u,v)， 映 射 
uPo (Ud, 。) 
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定义 一 个 从 囊 到 它 的 反对 偶 BE’ (也 上 的 连续 反 线 性 泛 函 的 空间 ) 


上 的 有 界线 性 算 子 4. 下 述 定义 提示 了 条 件 (23， 9) 的 重要 性 . 
定义 28.1 形式 cu VV) 称 为 强制 的 (coercive)， 如 果 存 在 一 
数 cz>0, 使 得 

(28.10)? jecu WW) | 之 cjulE 对 所 有 的 EB. 

此 时 我 们 有 下 面 的 简单 结果 , 称 为 Laz-Milgram 定理 . 


引 理 28.1 如 果 形 式 z(u，V) 是 强制 的 ， 那 么 算 子 4 是 从 卫 到 


卫 上 的 一 个 同 构 . 

我 们 将 用 《u'，v>- 表示 已 和 BE 之 间 的 反对 偶 性 括 续 . 由 有 4 
的 定义 ， 我 们 有 au V)=《<4u, Vv)-, u, VE EB， 令 4 表示 4 
的 反 转 置 : 《4u, V》- 一 《4*v, uy.. 

引 理 如 .1 的 证 明 ”从 (23.10) 我 们 得 到 , 对 每 个 UE 了, 有 


(23 .11) Iule<oerilAuls, luls<orilA*uls, : 
它 即 蕴涵 着 我 们 的 论断 (第 一 个 估计 指出 4 是 内 射 的 且 有 闭 值 域 
第 二 个 估计 指出 此 值 域 是 稠 的 ). 证 毕 . 


我 们 回 到 由 (23.7) 给 出 的 形式 a(w, %) 这 一 特殊 情形 , 通过 公 
式 纺 -= ,WEH-10),vE H3(Q), 5 是 7 的 复 共 斩 ， 
我们 可 以 把 五 (9) 的 对 偶 空 间 互 -+(@) 等 同 于 它 的 反对 偶 空间 . 
注意 ， 在 om, 0 cE€ Zr(2) 这 样 的 假设 下 , 工 是 连续 地 从 HH3(@2) 
到 娘 (8) 中 的 ， 这 只 需 看 其 表达 式 (23.6) 即 可 明白 , 如 果 把 
xc( 9) 限制 于 ww vEOz (9) ， 那 就 立即 能 验证 与 ac(w，?%) 相 联系 
的 算 子 4， 五 4(2) 一 互 -(9) 等 同 于 五 ， 这 样 ,我 们 已 经 得 到 了 


定理 28.2 假设 表达 式 (33.6) 中 工 的 系数 os，P 寻 ，c 都 属于 


27~(Q)，, 并 设 形 式 (23.7) 在 H3(8) 上 是 强制 的 . 
”那么 ,* 工 是 从 五 i(Q) 到 五 了 (2) 上 的 一 个 同 构 . 
我 们 经 常 把 工 的 表达 式 (28.6) 称 为 工 的 变 分 形式 ; 这 一 名 称 
的 合理 性 , 当然 在 于 如 同 § 22 末尾 的 注释 . 


t 许多 作者 把 使 得 Re alu, 0) 十 ?olu 格 莹 cilu 必 成立 的 形式 c(u, 只 称 为 强制 


的 ,其 中 )o 是 一 非 负 常数 ,fulg 是 吾 上 的 一 个 翼 于 |ula 的 范 数 [例如 ,在 AH1(@) 


一 EE 上 的 了 2 范 数 ], 对 于 我 们 的 需要 而 言 ,定义 23.1 既 简 单 而 又 完全 够 用 了 。 _ 


一 


一 
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在 结束 这 一 节 的 时 候 , 我 们 来 指出 关于 形式 c(w 蕊 的 强制 性 
的 假设 有 一 与 微分 算 子 工 的 主 项 有 关 的 重要 绪论、 事实 上 , 取 
VOD) = (wv)e", EE Bs, 9E Oo (0). 
如 果 回 到 (23.7) ,那么 对 于 大 的 |5 |, 我们 就 得 到 


a WD = — Der él Paz+OCGE)， 
另 一 方面 ， jw 必 一 | 时 jpl*dz+0(1E)). 
应 用 (28.9) 并 使 1g| 趋 于 十 so, 则 有 ( 令 6=é/18|) 
C7 
(23 .13) 必须 对 任何 pE OF (9) 成 立 , 不 难看 出 , 它 蓝 洱 着 


a<| 六 or)6 | 在 Q 中 几乎 处 处 成 立 ， 
由 章 次 性 , 这 就 是 说 
~- (28.18) z : 
ol <| 如 E64| 对 所 有 EB, 和 几乎 所 有 的 E09. 


事实 上 , 令 | 
ao ~ Dar DE 


把 6 任意 地 固定 在 Bs 的 单位 球面 上 ， 我 们 可 以 在 Zr (O) 由 找到 


一 个 函数 序列 a, 它 在 L”(Q) 中 收敛 于 ac(.， 引 ， 并 有 下 面 的 性 
质 ， 对 于 每 个 va 在 2 的 一 零 测度 闭 子 集 WW, 的 余 集 中 是 连续 
的 ， 从 (23.12) 推 得 , 对 每 个 s>0, 存在 v(e), 使 得 v>»(s) 蕴 池 
着 对 所 有 的 PE Oz (9) ,有 
G3.12 -elplsas|iallglsao 


固定 ">(e); 令 wo 是 开 集 Q\NV, 的 任意 一 点 ; 取 和 mr 为 文集 在 
Q\N, 中 的 O82(Q) 的 函数 序列 ,并 令 [gu| 收敛 于 在 wo 处 的 Dirac 
测度 6(wo)， 从 (23.14) 江 即 得 到 . 

(23 .15) C1— 8 |ay (vo) | ， YooE 2\N,. 

在 所 有 N，, 的 并 集 w 的 余 集中 ,a 收敛 于 (对 于 本 性 上 确 界 范 痕 ) 


和 
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a(:, €). 因为 meas(W) 一 0， 即 得 到 (33.1418) . 
条 件 (23.13) 很 重要 , 因而 把 它 做 成 一 定义 ， 
定义 233.2 如 果 (23.13) 成 立 ， 则 微分 算 子 二 称 为 一 致 柄 图 
注 23.4 对 于 保证 拟 双 线性 形式 c(w， 2) 是 强制 的 而 言 ， 条 
件 (23.13) 不 是 充分 的 ， 取 二 = 一 4 十 入, 这 里 入 之 0 而 | 很 大, 则 
相应 的 a; (2) 在 五 1(2) 上 不 是 强制 的 .然而 , 我们 有 : ~ 
注 23.5 ” 当 wi 组 成 一 个 Hermite 埠 阵 ， 即 当 ow= ao 死 时 ,用 
a(x,， 6) 志 示 的 那个 函数 将 总 是 实 的 (对 于 EEB)， 如果 它 在 
BR,\ {0} 中 不 等 于 零 , 则 它 在 RB。 中 必定 保持 相同 的 符号 ;除非 n 一 1 
(事实 上 , B,\{0} 是 连通 的 , 除非 %=1). 由 此 即 得 , 作为 及 。 上 的 
一 个 二 次 型 ,，a(aw，6 不 是 正定 的 就 是 负 定 的 . 
命题 23.5 今 coiz= ai (1 和) <w) 属于 LL”*(0Q)， 今 令 c€ 1L™ (0) 
是 实 值 的 ， 并且 假设 
(23 .16) i= 2 2 a™ (w) 
在 9 中 是 一 致 铺 圆 的 , 矩阵 fc 好 在 Q 中 几乎 处 处 是 负 定 的 . 
那么 , 当 对 于 几乎 所 有 的 zzEQ 有 oo)>co>0 时 ,形式 (23.7) 
H3(Q) 上 就 是 强制 的 ， 当 吕 是 有 界 的 而 c(o) 宇 0 时 , 相同 的 结 
论 亦 真 ， . 
”证 明 ”从 (23.18) 我 们 推 得 , 当 wE 已 3 加 是 实 值 时 , 有 


cgradu|?< 一 Do) By Hr 


0 
Be 十 6 (2%) 


因而 , 在 口上 积分 ,得 

(23 .17) C1 | |grad wx | 2cz oo | [ul3d¢ a (wu, w), 

但 是 因为 {ae”} 是 Hermite 矩阵, 所 以 当 w, vvE 五 53(9) 是 实 值 时 ， 
有 (vc 二 2 二 2) 一 cl 上 ao , 这样, 对 于 复 值 vE 五 1CQ) ， 


(23.17) 也 成 立 ， 为 了 得 到 命题 28.5, 只 需 应 用 命题 233.3 和 
23 .4. 
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习 题 " 
(在 下 面 2 都 表示 Re" 的 一 个 有 界 开 子 集 , 除 非 有 另外 的 说 明 . ) 
23.1 证 明 , 存在 一 数 <0, 使 得 (22.16) 中 定义 的 拟 双 线性 形式 a; 对 
于 所 有 的 > 在 五 (RQ) 上 都 是 强制 的 。 当 %=1 和 各 是 实 直线 中 有 有 限 
长 度 71 的 一 个 开 区 间 时 ,计算 ho 的 值 . 
- 23.2 令 )o 是 习题 33.1 中 所 指出 的 数 . 证 明 ， 存在 一 函数 % 属 于 
HMQ), 使 得 在 中 Au=Xowu， 当 8 是 有 界 区 间 的 积 
Q= {rER". Ww by 7=1,.……, nt 
时 ， 计算 Xo. 
23.3 邻 口 是 及? 中 的 开 单位 圆 盘 , 并 令 )o 是 习题 33.1 中 所 指出 的 数 ， 
它 与 此 Q 相应 .证明 = 一 so， 这 里 so 是 函数 Jo(W 5 )(s>0) 的 最 小 的 零 
点 , 这 里 我 们 已 经 用 标准 的 记号 表示 函数 


(23.18) ， JoCs) = | sosGesine)a8. 
_- 2 J0 


”证 衣 , 存在 正 数 x, 使 得 ToCz) 一 0 


23.4 证 明 ,如 果 %>2， 则 R" 中 的 调和 函数 在 9 二 的 限制 形成 三 (9) 
的 一 个 无 限 维 线性 子 空间 ， 由 此 推导 , B3(9) 在 EC) 中 有 一 拓扑 补 空间 ， 
其 维 数 是 无 穷 的 。 当 n=1 和 0 是 一 有 限 区 间 时 , 类 似 的 叙述 是 什么 9 

23.5 考虑 复 Hilbert 空间 如 (至 也 可 以 是 实 的 ， 论 证 本 质 上 是 一 样 的 ) 
和 恕 的 一 线性 子 空间 @; 在 上 定义 一 范 数 首 此 它 大 于 由 恕 所 诱导 的 范 数 . 
在 积 召 x@ 上 给 定 一 个 拟 双 线性 形式 alw, 办 , 它 有 下 述 性 质 :  ， 
(23.19) ”对 每 个 peEB, wi> alu, $) 是 马上 的 一 个 连续 线性 形式 ， 
证 明 Lax-Milgram 引 理 ( 引 理 23.1) 的 下 述 ( 有 用 的 ) 推 广 ; 


“” 引 理 8.2 ”假设 存在 一 常数 c。>0, 使 得 


(23.20) collgja< ja(b，G)| 对 所 有 4EG. 

那么 ,给 定 @ 上 任意 一 个 对 于 范 数目 连续 的 反 线 性 形式 几 ， 存在 及 的 
一 个 元 素 %, 使 得 
《23 .21) a(i 办 一 Ag) 对 所 有 EGG 

23.6 令 虽 是 Rr 的 一 个 有 界 开 子 集 ， 证 明 , 对 每 个 办 一 0，1，…， 入 一 4 
>0) 把 及 -m9) 映 到 五 m2CQ9) 上 ， 措 述 其 转 置 映射 的 值 域 和 上 核 
(cokernel). 


23.7 令 Ri 表示 R"Cn>2) 中 的 开 的 半空 间 x">0。， 证 明 , 拟 双 线性 形 
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式 | (gradw).(grad5)az 在 码 (BR3) 上 不 是 强制 的 ， 
”23.8 令 0 是 邓 的 一 个 开 子 集 ,由 下 式 确定 : 
1 2 2 13 
z s>(1+(e 十 4) ) 
[Rs 中 的 变量 用 (z, y, 2) 表 示 ]， 证 明 下 述 事实 : 
(i 》 拟 双 线性 形式 | (gradw) (grad 5)az 在 H3(O) 上 不 是 强制 的 ; 


(ii) 不 存在 属于 石 i《0) 的 6 中 的 调和 消 数 ; 
(ii) 存在 6 中 的 调和 函数 ， 在 0 中 连续 , 在 2 的 边界 上 等 于 零 (在 这 个 
边界 中 不 包含 无 穷 远 扩 ). 


24、Sobolev 空间 的 更 系统 研究 


如 果 我 们 希望 研究 弱 Dirichlet 问题 的 解 的 正规 性 〈 当 我 们 加 
强 数据 的 正规 性 假设 时 ) ,那么 , 引进 高 阶 Sobolev 空间 ， 以 及 对 任 一 一 
何 2, Tsp 委 十 ce, 引进 构 作 在 L? 上 的 Sobolev 空间 是 方便 的 . 
定义 2 中 .1 令 Q2 是 了 "的 任 一 开 子 集 . 用 如”?(Q) 表示 对 于 所 
有 ar=(a， …，a) E2Z，|a|=o 二 … 二 an< ， 使 得 (B/8c)%u 

GZ2(2) 的 函数 vE LO9) 的 空间 . 

偏 导数 (8/8o) "= (6/927)“… (6/62"”)” 必须 在 广义 函数 的 意 

义 下 理解 ， 通 常 对 瑟 ",?(O) 赋予 范 数 
jz 一 {4 之 (0/ 90) ul), 1<p<= 二 ooo， 


[ul = Sup | (6/67) “ul zco). 一 


命题 24. 0 万 ”?"(C) 是 Banach 空间 ， 如 果 1<2p< 十 ce, 则 它 是 
自 反 Banach 空间 ， 如 果 2=2, 则 它 是 Hiibert 空间 ， 
证 明 第 一 个 论断 , 即 关 于 五” ?4@O) 的 完备 性 ， 象 命题 22 . 1 那样 
证 明 ， 我 们 把 它 留 给 读者 ， 令 入 Gm, n) 是 使 得 |z| <<m 的 呈 数 组 ， 
wx 的 数目 ， 存 在 一 个 从 五 ”2) 到 12259)) ”的 一 个 朵 线性 
子 空 间 工 的 自然 内 射 , 即 
(24 .二 ) wh ((0/0%) “aiai<m。 
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我 们 知道 , 当 1<2< 十 ce 时 7(Q) 是 自 反 的 , 并 知道 自 反 Banach 
空间 的 有 限 积 和 自 反 Banach 空间 的 闭 线性 子 空间 都 是 自 反 
Banach 空间 , 由 此 得 到 第 二 个 论断 . 
第 三 个 论断 是 明显 的 ， 我 们 指出 , 当 p=2 时 , 人 们 通常 记 
五"(2) 代 末 Hm?(@). 


在 HH"(Q) 中 , 范 数 | 1m.s 一 | 4 与 Hermite 积 


(w, 由， 一 > |, (80/072) “wu (0/0r) "vAx 


iwle<m 


联系 在 一 起 , 当 m 一 1 时 它 与 21 相符 - ” 证 毕 . 
命题 只 .1 当 1i<p< 十 ww 时， 0*(Q) | 及 "”?(Q) 在 豆 ”2(9) 中 
稠 


证 明 令 {8,} (z=0, 1,…) 是 9 的 相对 紧 开 子 集 序列 , 它们 的 
并 集 等 于 2， 并 使 得 对 每 个 v=0, 二 …， QCQi， 令 MM=Q, 
当 yp 工时 令 2 一 ,一 ,9， 显 然 ， 2 一 1 ，2,…*) 构 成 8 的 一 


”个 开 覆 盖 ， 注 意 , 至 多 两 个 24 有 非 空 的 交集 .现在 令 {6,} (一 1 


2，.…) 是 附 于 覆盖 {O9 的 0” 单位 分 解 ,的 支 集 是 紧 的 ) ， 令 
pEO7 (RD ，p>0， | ,p dw 一 十 lL， 养 如 通常 所 做 的 ， 对 60, 令 


ps(w) 一 8 "p(w/8)， 对 每 个 v, 选择 一 数 s*>0, 使 得 sapp ,的 s， 
级 邻 域 的 闭 包 包含 于 8 中， 此 时 记 一 pw* (lv); 自然 ， 
v,€ OF (0%)， 现 在 要 用 下 述 引 理 . z 
引 理 叹 .1 令 T<p<+co， 如 果 jJEZ(RI， 则 当 8 一 十 0 时 - 
pe*f 在 (BR") 中 收敛 于 太 

证 明 ”由 关于 卷 积 的 H6lder 不 等 式 (TVS, D&K, 定理 26. 了 ,我 
们 有 : z 

psxf li < lpslzl fls. 

但 是 Iola 一 | Po)dz=-| plo) dw 一 1， 这 就 指出 当 s 从 工 变动 


到 0 时 (不 包括 0)， 卷 积 运算 pox 构成 ?上 线性 算 子 的 一 个 等 度 
连续 的 ( 即 有 界 的 ) 集 合 ， 对 于 这 样 一 个 集合 , 在 ZL? 上 的 点 态 收敛 
与 在 22 的 任 一 稠 子 集 上 的 点 态 收敛 是 等 价 的 ， 这 样 , 只 需 证 明 对 
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于 12 的 某 个 适当 的 稠 子 集中 的 每 个 f, poxf 在 42 中 收敛 于 太 但 
是 ， 当 我 们 把 这 个 子 集 取 为 0? (BR") [或 Ce (BR"”)] 时 , 此 论断 即 为 
明显 的 了 . 证 毕 . 
由 于 引 理 24.1, 给 定 任 何 s> 0, 我 们 可 以 选取 * 如 此 小 ， 以 
便 对 每 个 人 数组 ,jwj 科 mm， 有 
| (0/0%)°{ (C0) — vu} | ra 


= | (08/90) “(Cu) — por (0/ O20) "(Lt) lis< 82”, ~ 
由 此 即 得 , 我 们 可 以 选取 es, 这 样 小 , 使 得 
és — volm, pe2 "7. 

- 革 w%。 因为 对 于 每 个 w>1， 迪 的 支 集 至 多 只 与 w-: 和 
vwsz 的 支 集 相交 , 因而 "显然 属于 O"(2)， 并且, 当 玉 是 的 任 
一 紧 子 集 时 ， 存 在 »(K), 使 得 当 v 之 v(K) 时 tw 入 在 下 的 
一 邻 域 中 恒 等 于 零 ， 因 而 国 


ip 


| 之 | (20/38)*(u—o) lrdz | 


:ln 


< 3,{ B00 lo} 


p<v(E) 


< > ,| vul|m,p < 8. 


v<p(EH 
这 就 证 明了 我 们 所 要 证 的 一 切 : 首先 ，u 一 vo， 因而 。, 属于 
Hm?(Q); 其 次 , 是 一 个 如 ?这样 的 函数 的 序列 在 吾 "?(9) 中 
的 极限 . 证 毕 . 
注 23.0 命题 24.1 指出 ， 瑟 "2?(2) 是 0~(Q) 由 及"?(Q) 关 
于 范 数 | |。， 的 完备 化 的 “具体 的 ”实现 ( 当 wp 是 有 限 的 时 候 ). 
注 24.1 如 果 考 察 一 下 命题 24,1 的 证 明 ， 并 作假 设 : 
及 m?(Q) 的 元 素 以 的 支 集 是 紧 的 ， 那 么 到 近 元 素 " 的 支 集 也 是 紧 
的， : 
vyE OQ). 
最 后 我 们 指出 , 当 2= 十 co 时 命题 24， 1 显然 是 错 的 当 mm 一 0 
时 它 是 错 的 . z 
定义 24.2 用 五 8*?(Q) 表示 0? (9) 在 五"?(2) 中 的 闭 包 [ 当 
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p 一 2 时 用 五 8(Q) 表示 ]， 

我 们 指出 下 面 显 然 的 包含 关系 ( 它 导致 自然 内 射 一 一 有 界线 
“性 的 , 具有 范 数 二 了 

H™?(Q) CH"™?(Q), Hg'?(Q) Hg 车 m>m. 
当 0 是 有 界 的 时 候 ,车 p>g, 则 7(Q) GIr(Q)， 因 而 ,在 这 个 情 
” 形 有 A"…?(8)GH"(9) 和 H8*?(8) GH4"(Q) (然而 ,我 们 必 

” 须 谨慎 , 不 要 以 为 这 些 内 射 映射 的 范 数 二). 

p 一 十 oo 的 情形 不 经 常 被 用 到 一 一 这 是 因为 "(9) 有 一 些 众 
所 周知 的 讨厌 的 性 质 ; 它 不 仅 不 是 自 反 的 [Za(9) 也 是 如 此 ], 而且 
也 不 是 可 分 的 [L+(Q) 是 可 分 的 ]， 我 们 还 指出 , HZ8*“(9) 由 万 中 
这 样 的 Or 函数 组 成 ， 这 些 函 数 连 同 其 阶 数 <m 的 所 有 导数 一 起 
在 Q 的 边界 处 (或 者 , 当 QR" 时 ,在 无 穷 远 处 ) 等 于 零 ， 总 之 ,内 
射 映射 07 (9) -> 及 8"(Q) 有 秽 值 域 , 因而 , 它 的 转 轩 
(HY'? (0))’—> PB'(Q) 

是 内 射 的 , 我们 可 以 把 五 %*?(Q) 的 对 偶 空间 等 同 于 这 个 转 置 算 子 
的 值 域 ， 而 后 首 是 中 广义 函数 的 空间 ， 当 p<+oo 时， 后 者 的 
描写 是 很 简单 的 ， 
命题 24.2 ”如果 1<p 二 十 co， 则 五 %*?(Q) 的 对 偶 空 间 是 2 中 广 
义 函数 的 空间 如-”” (9)， 这些 广义 函数 有 下 述 形式 : 

(4.2) T=- DB 0/00)"fo, fa€E Tr (QO) (lal <m), 


其 中 2 一 p/ (Pp 一人. | 

、 证 明 ”每 个 (24.2) 型 的 广义 函数 了 确定 瑟 %*?(Q) 上 一 个 连续 线 
性 泛 函 这 一 事实 是 明显 的 . 反之 , 考虑 映射 (24.1); 它 是 从 HH??(@) 
到 (IP(8))*" 的 一 个 闭 线性 子 空间 上 的 一 个 间 构 ， 由 于 
Hahn-Banach 定理 , 其 转 置 是 从 后 者 的 对 偶 空 间 到 He?(Q) 的 对 
偶 空 间 上 的 一 个 连续 线性 映 上 喘 射 ， 自 然 , 典 则 地 有 

{72 (0)) vm} = (I CO) ) Ym®, 

也 就 是 说 , 可 以 把 (Lr(Q))*™" 上 的 连续 线性 泛 函 等 同 于 属于 
Tz (9) 的 函数 集 (fa) ia<n, 而 此 线性 泛 函 在 五?"?(Q) 上 所 诱导 
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的 线性 泛 函 可 确定 为 
,wD DH | fs(0/0¢) "wu dw. 


如 果 想 确切 地 知道 9 中 的 广义 函数 人 了 等 于 什么 , 那么 把 这 个 公式 
局 限于 wE 07 (9) ， 我 们 得 到 / 
2 3 D0/00) 证 毕 ， 


在 有 -mr (98) 上 有 一 自然 的 范 数 ， 当 < 十 oo 时 , 它 是 
TH | -ww 一 if p28 | foal Bmc0)) 7 ， 


其 中 下 确 界 取 在 (2? (8))*™9 中 使 (24.2) 成 立 的 所 有 的 族 
( fo) A F. 当 Dp 一 十 ce 时 ， 它 是 
了 FF> | 2 -< 一 if (sup [fal rr(o))， 


其 中 下 确 界 与 Xp' 过 十 oo 的 情形 中 有 相同 的 意义 . 
如 果 把 五 8"?(Q) 的 对 偶 空间 等 同 于 五 ™?(Q)， 那 么 有 理由 _ 
间 ， 范 数 | 上 _w,p 是 否 等 于 且 ~"?(Q) 上 的 对 偶 范 数 . 通过 考察 
命题 24.2 的 证 明 , 容易 看 到 确实 如 此 .我 们 把 此 证 明 留 给 读者 . 
我 们 需要 下 述 结果 , 它 是 注 24.1 的 直接 结果 (而 当 2= 十 co 
时 它 显 然 是 错 的 ). : 
命题 24.3 如 果 1<p< 十 co， 那 么 H”"™?(Q) 的 具有 紧 支 集 包含 
在 2 中 的 每 个 元 素 公 属于 互 人 ?7009) ， 
命题 24.4 邻 1<p< 十 cc 是 任意 的 .那么 习 法 运算 
(24.8) (f, wf 
是 从 五 ~ (8) x 瑟 %?(8) 到 五?(8) 中 的 连续 双 线 性 映射 . 
证 明 留 给 读者 . 
命题 24.5 如 果 2<+ce， 那 么 映射 (24.3) 是 从 H™“(Q) x 
五 8*?(Q) 到 及 9"?( 人 2) 中 的 连续 双 线 性 映射 . 
证 明 假设 wE 恕 ”%?(Q) 有 紧 支 集 包 含 在 中 ; 那么 对 任意 
fEH™*(Q), fu 亦 然 ， 因 而 ， 把 命题 24， 3 和 24.4 结合 起 来 即 
可 ， 证 毕 . 
注 员 .2 当 p= 十 cc 时 命题 24.5 是 错 的 
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现在 引进 了 " 的 另 一 开 子 集 2 和 映射 由 2 一 2 ， 它 有 下 述 
性 质 : 
(24.4) 由 是 双 满 的 ; 
(24.5) 由 = 和 由 1= (2 …,， xX 分 别 在 0 
和 2' 中 是 ( 即 它们 的 分 量 是 )m 次 连续 可 微 的 ; 
(24.6) ”对 每 个 7=1,…',n, 和 每 个 % 数 组 a, 0< |al Mm - 
: (9/6v) “Wi 在 Q 中 是 有 界 的 ,， (6/82)*x! 在 2 
中 是 有 界 的 . - 
我 们 假设 m>0、， 那么 有 - 
命题 只 .6 ”在 上 面 这 些 假设 下 ， 对 于 1<p 志 十 oo, uP wo 由 是 从 
HH™…?(2) 到 及"?(Q) 上 的 一 个 同 构 ， 其 道 是 wH> vo 
其 证 明 是 链 规则 和 中 值 定理 的 简单 应 用 , 把 它 留 给 读者 . 
命题 94.7 除了 2 必须 是 有 限 的 这 一 点 之 外 , 这 里 的 假设 与 命题 
”24.6 中 的 假设 相同 .那么 wF>vwe 册 是 从 五 9?(20) 到 H8?(Q) 上 


”的 一 个 同 构 . 


证 明 ”由 于 命题 24.3 和 24.6, 只 需 证 明 , 如 果 wE 五 ”?(Q’) 的 支 
集 是 2' 的 一 个 紧 子 集 , 那么 wo 由 的 支 集 是 8 的 一 个 紧 子 集 , 而 这 
是 显然 的 , 因为 后 者 是 前 者 在 业 : 下 的 象 。 一 证 毕 . 
我 们 现在 考虑 Q=R" 和 2=-2 的 情形 ， 对 于 任意 实数 s, 我 们 . 
回忆 一 下 空间 五 : 的 定义 (定义 13.1): H' 是 BR" 中 这 样 的 缓 增 广 
义 函 数 w 的 空间 , 它 的 Fourier 变换 公关 于 测度 
(2m) "(1+|é|’) sa z z 
”是 平方 可 积 的 ， 由 定义 , 4 在 关于 这 个 测度 的 I 空间 中 的 范 数 是 
在 瑟 * 中 的 范 数 , 我们 曾 用 jw. 表示 . : 
现在 回 到 定义 24.1, 并 施行 Fourier 变换 ， 那 么 我 们 看 到, 
万 m(R = 万 ”2( 及 ") 是 及" 中卫 函数 v 的 空间 ， 其 Fourier 变换 
公使 得 
(24.7) CB 161) ue) 
属于 2(BR"); 此 外 , 由 于 Plancherel 定理 , |x|m,s 等 于 (24.7) 的 
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世 范 数 除 以 (2m)"?”， 容易 断定 ， 根 据 定 义 24.1 确 定 的 空间 
HH"R") 与 根据 定义 13.1 确定 的 空间 避 ”"(R"”) 是 相符 的 ， 然 而 ， 
范 数 | | 和 | 4»,s 不 相等 ,除非 m0 或 1; 它们 仅仅 是 等 价 的 . 

我 们 将 对 任意 的 、 也 可 以 是 非 整 数 的 s 考虑 五 "， 很 清楚 ， 对 
3 <s 我 们 有 瑟 "C 五 "， 此 内 射 是 连续 的 ， 并 有 范 数 六 1， 另 一 方 
面 , 命题 13.1 指出 , 当 Q= 及" 时 ， 互 "(2) =H8(Q)， 事 实 上 令 s 
”是 任 一 实数 ， 并 引入 由 (13.21) 定 义 的 从 下 到 HH? 上 的 等 中 广 
算 子 ， z 
Tsv 一 .多 -ifG 十 |E| /0}, uE Hs:. 
通过 转 置 下 列 映 射 : : 

O° aLSlal2 五 。 一 一 > 7”， 

并 照例 把 I 等 同 于 它 自己 的 对 偶 空 间 ,我 们 得 到 


t's > | 
I> (HY) EON ,Cpr) 


“其 中 第 二 个 箭头 是 内 射 的 ， 把 (79 限制 在 属于 OF (或 属于 2) 
的 函数 上 ， 并 把 (H')' 等 同 于 它 在 F' 中 的 象 ， 这 梯 就 立即 看 到 


IT9 等 于 7T* 本身 .但 是 , 一 个 映 上 等 距 算 子 的 转 置 是 映 上 等 


距 算 子 , 因而 , 7* 就 是 从 到 五-* 上 的 这 样 一 个 等 距 算 子 . 如 果 

读者 稍微 想 一 下 所 有 这 些 推理 ， 就 可 看 到 我 们 已 经 证 明了 下 述 命 

题 ， 

命题 24.8 万 * 的 对 偶 空 间 典 则 同 构 于 五 *，， 通过 这 个 同 构 ， 从 

Hilbert 空间 HH* 到 它 的 对 偶 空 间 上 的 典 则 反 线性 等 距 算 子 被 变 

为 映射 : : 
T™, yr FL+IED Fo), 

其 中 .多 表示 Fourier 变换 ,而 .多 于 是 其 道 . 

再 一 次 应 用 Fourier 变换 立刻 就 能 验证 命题 24.8 与 命题 . 
24.2 ( 当 s=m 和 2 一 2 一 2 时 ) 不 了 矛盾: 当 Q=R* 时 HH™™2(0) 
= 且 "(BR") .然而 必须 指出 ,我 们 在 第 200 页 中 定义 的 范 数 
， 上 上 ms 不 等 于 s== 一 m 时 的 (13.20) 中 所 定义 的 范 数 人 外， 除非 

m0; 在 其 它 情形 , 它们 仅仅 是 等 价 的 . 
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当 s 是 非 整 数 时 ， 空 间 五 ' 自然 地 出 现 于 偏 微 分 方程 理论 的 
一 些 问题 中 一 一 我 们 在 研究 Qauchy 问题 时 曾经 遇 到 过 它们 ， 在 
我 们 研究 属于 瑟 "(O) 人 26) 的 函数 的 迹 ， 或 边界 值 的 时 候 ， 它 们 
将 再 一 次 不 可 避免 地 出 现 . 那 时 , 我 们 将 更 仔细 地 看 一 看 它们 的 
性 质 . 

在 结束 本 节 的 时 候 ,我 们 把 "(BR") = HY(B") 这 一 性 质 推广 -4 
-到 2p 关 2 时 的 空间 瑟 w* 上 去 ， / 
命题 24.9 对 任何 整数 m 之 0， 任 何 p, 1<p 达 十 co，OY(B?”) 在 
五 m?(R") 中 稠 . 
证 明 令 LEOF(B"), 当 |z|<1 时 Lv) =1, 当 |z|>>2 时 (42) = 
0; 令 (2) =Llv-w), 2b 一 J，2,…, 立即 能 验证 , 若 vE HH"?(BR")， 
则 当 v-> 十 co 时 《在 瑟 "?(R") 中 收敛 于 vw。， 但 是 每 个 &x 的 支 
集 是 Re" 的 紧 子 集 , 因而 由 命题 24.3， 对 每 个 w，gwE H3"?(BR"). 
”这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 
” ” 注 34.83 人 们 不 要 以 为 BR" 是 具有 下 述 性 质 的 唯一 开 集 : 交 
某 个 和 >0 和 菜 个 p, 1<p<< 十 co, 有 HH"?(@) 一 HY?(Q).， 一 
有 趣 的 情形 是 p--2 的 情形 . 我 们 有 下 述 结果 (关于 其 证 明 ， 多 
阅 [LL， 了 xposeT15])， 
定理 “ 令 2 是 也 "的 一 个 非 空 开 子 集 , m 是 大 于 零 的 整数 ， 那 么 ， 
H"(Q) 一 HH8(Q)， 当 且 仅 当 BR"\Q 是 m 极 的 (m-polar)， 即 它 有 
下 述 性 质 ， 
(24.8) BR” 中 具有 紧 支 集 包含 在 R"\Q 中 的 广义 函数 

w 不 可 能 属于 且 "(B"), 除非 %=0. 

与 此 有 关 , 我 们 注意 到 下 面 的 
命题 24.10 令 2 是 有 "的 一 个 有 界 子 集 ,， m 是 大 于 零 的 整数 . 那 
么 万 f 2(O) 尖 万 "209). 
证 明 如 果 吕 是 有 界 的 , 那么 常数 函数 属于 五 "?(2); 只 需 证 明 ， 
恒 等 于 1 的 函数 1 不 属于 克 8Y?(2)， 只 需 证 明 , 1 不 属于 所 有 这 
些 空间 中 的 最 大 者 H31(Q8)， 令 gEO2(Q) 是 任意 的 ， 我们 
有 
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-ola= 1 一 wjaz+|igradplez 
为 一 方面 , 存在 一 个 仅 依 赖 于 8 的 常数 C>0, 使 得 
| pldv<0 | lgrad plds, 


由 此 得 到 z 
上 EL 一 pl 1> meas(Q) — (0—1) |lgradwldr 


>meas(Q) — (0O—1)|1— gli,, 


即 meas(9) <O|1—gli,s, / 
它 指出 了 , 在 五 »1(Q) 中 ,也 数 1 和子 空间 CO?(Q) 之 间 的 距离 大 


于 零 . 证 毕 , 


附录 Sobolev 不 等 式 


在 本 节 中 ， 我 们 曾 考察 了 函数 和 广义 函数 的 以 空间 有"? 或 一 - 
五 :为 尺度 所 衡量 的 正规 性 , 实际 上 , 在 这 方面 , 几乎 无 例外 地 , 我 
们 已 经 用 了 并 将 继续 用 由 空间 族 {五 ( 即 ， 以 万 为 “ 林 ”) 定 义 和 
衡量 的 正规 性 概念 ， 但 在 很 多 问题 中 , 需要 有 更 明确 的 定义 , 总 而 
言 之 , 需要 有 正规 性 的 不 同 的 衡量 ， 例 如 , 一 个 常用 的 正规 性 概念 
是 Holder 连续 性 概念 ， 碰巧 ,在 Holqer 连续 性 和 在 Sobolev 空 
间 意 义 下 的 正规 性 之 间 有 着 联系 ， 虽 然 在 以 后 我 们 不 去 探究 这 个 
主题 ， 但 是 在 这 个 附录 中 我 们 将 在 联系 Sobolev 正规 性 与 连续 性 
这 个 方向 上 给 出 最 简单 和 最 著名 的 结果 ， 这 就 是 Sobolev 不 等 式 . 
:在 这 里 提出 并 证 明 它 的 原因 并 不 是 在 本 书 中 将 再 要 用 到 它 ， 而 仅 
仅 是 为 了 给 需要 它 的 读者 或 对 它 的 叙述 (或 证 明 ) 感 兴趣 的 读者 提 
供 方便 ， 关 于 进一步 的 结果 以 及 Sobolev 正规 性 与 Hilder 连续 
性 之 间 的 关系 , 建议 读者 参考 [F. Part 了 ]. 

我 们 从 证 明 下 述 整 体 的 ( 即 在 BR* 中 的 ) 结 果 开 始 ; 
引 理 24.2 假设 1<p<n, 并 用 


1 1 1 
24.9 i 
(24.9) | 
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定义 入 
那么 , 存在 一 常数 =Cw,， p) >0,， 使 得 
2 "a /了 ， - 

(24.10) lxlz=<c 人们 人 3 dv} ,YuE OR"). 
证 明 车 u€02(B")， 刚 我 们 有 

| 2 Ou oe 1 i+1 算 

< | ea 


”和 一 个 从 vw 到 十 oo 积分 的 类 似 不 等 式 ， 由 此 即 得 (记号 是 显然 
的 ); z 


2|wu(%) < -| 药 | 加， 
因而 有 
(24.1D) jule) ,< {law 
在 (24.14D) 的 两 边关 于 ao 积分 ， 并 应 用 标准 的 Holder 不 等 式 
4410) haldp< HH (lm) 


其 中 4ax 所 十 oo 并 且 aT! 十 … 十 ar!=1。 这 里 取 7=nw 一 1 (假设 
Nn 庆 2), 4 二"… 二 4; 一 % 一 1， 和 


1/(n—1) 
和 本 k=1,.…, nN—1, 


( 
HH 


我 们 得 到 
| 12w (2).| n/n Tp 


<{ 生 昌 -| durdor ]™ TE 
接着 , 关于 da" 积分 , 再 次 应 用 7 一 n 一 1 的 (24.12), 但 是 这 次 选 


取 : 
Ou | pn 
m=—{| | -2% ava | ;， Fk<n—1; 


加 Ou a" 
=| | Ov" ds | 


重复 这 个 运算 , 直到 我 们 得 到 
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Ou 


(24 .13) : je tn < 值 . 
为 了 得 到 p=1 的 合计 4 10) ,只 需 应 用 初等 不 等 式 


(24.14) Qi ‘Qn < (ea 十 ‘an)’, o>0 (和 7 和 7 . 


现在 假设 p>>1. 下 们 注意 到 如 果 vECz(BR)， 那 么 函数 
je 属于 O(B"), 因 为 [tr 一 D/P [一 D/m-pD]p 
>1， 我 们 还 注意 到 ,估计 式 (24.18) 可 拓 广 到 属于 Oi (BR") 的 函数 
上 去 ， 在 (24.18) 中 用 |ul*2wr 代替 以 并 利用 下 面 的 事实 


i 1 Du 

Qfn 1}:nIp*—1) 

<{| I de 上 | Ov! 
pp 


wp—1: 
再 注意 到 4g[w 一 了 DD/w]P* 一 4}= 祈 和 (一 1D)/n 一 1/9 一 1/p', 立 
即 得 到 

(24.15) | uli < BL 1 


Fn —pD Fil Ov’ lL 


由 此 , 再 一 次 应 用 (24.14) ,就 得 到 2p> 工 时 的 (24.10). 证 毕 . 
我 们 现在 来 考察 对 于 BR" 的 有 界 开 子 集 Q 中 的 函数 有 效 的 
Sobolev 不 等 式 ， 我 们 将 分 两 种 情形 来 研究 ， 并 在 每 一 种 情形 中 关 
于 9 作 不 同 的 假设 ， 
对 于 接近 于 1 的 积分 指数 p 的 值 , 我 们 的 第 一 个 假设 为 , 通过 
一 个 连续 线性 算 子 : 
(24.16) 映射 ro 一 对 于 的 限制 一 把 H1?(B") 
映 到 五?(Q) 上 ， 并 且 ， 它 有 连续 右 道 sp, 
H "(0) 一 卫 "?(BR") [这 意味 着 roso 在 HY?(8) 
上 是 恒 等 映 射 ]， 
五 45(Q) 的 元 素 可 被 延 拓 为 玉 +?(B") 的 元 素 ， 在 $ 26 的 附录 中 
(定理 26.A.3) 将 指出 , 当 0 的 边界 89 是 01 超 曲面 , 且 0 在 它 
的 一 侧 时 , (24.16) 被 满足 . 
定理 24.1 假设 (24.16) 成 立 并 设 


”1 Ou 
{lul en ~1 | 
Bh 


LLP; 


4 一 


OU | 


os 
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(24.17) - I<p 二 n/m (mw 是 一 整数 之 0). 
如 果 记 
(24.18) lim 
则 五 "2) C77(Q8)，, 并 存在 一 常数 O>0, 使 得 
(24.19) wisxo <O lula, Vu€E H™?(0). 
在 相应 于 “大 的 ”zp 值 的 第 二 个 情形 中 , 我 们 将 假设 2 有 锥 性 


质 、 令 4 是 R* 中 单位 球面 的 一 个 子 集 ;我 们 用 工 (4, 有 表示 BR" 


中 使 0<jxi <h 和 w/|x|lE€ 4 的 向 量 % 的 集合 .我 们 将 假设 存在 一 
数 有 >0, 使 得 2 具有 下 述 性 质 ( 即 2 有 锥 性 质 的 定义 一 一 译 者 ): 
(24.20) 给 定 任 一 点 2E2， 存 在 S*! 的 一 个 开 子 集 
CO,, 它 的 (曲面 ) 测 度 不 小 于 及, 并 使 得 
z+ TO,, h)Ce. 


如 果 8 的 边界 是 0? 超 曲面 , 并 且 在 它 的 一 侧 , 或 者 ,如 果 


Q 是 凸 的 , 那么 2 有 难 性 质 (习题 24.5); 在 另外 一 些 情形 ， 这 也 成 


立 (习题 24.6). 
定理 24.2 . 假设 (24. 20) 成 立 并 假设 


《24 .21) | 和 <p< 十 ce， 和 ZI 


那么 "?(Q) Or(Q) nL~(Q), 且 存 在 一 常数 O>0， 使 得 
(24.229) sup lu 人 |<clulrso， VE H™?(Q). 


定理 鸡 .1 的 证 明 首先 考虑 m1 的 情形 ， 那 么 , 在 (24.18) 中 


定义 的 p 等 于 在 (24.9) 中 定义 的 Pr。 如 果 把 引 理 24.2 与 命题 
24.9 相 结合 , 就 看 到 五 "?(R") CIP (BR"), 并 且 , 对 于 某 个 适当 的 
常数 0>>0, 我 们 有 

(24.28) oli <Clolmrms, VEH™BR). 
然后 利用 延 拓 有 映射 so, 它 的 存在 性 (和 连续 性 ) 是 在 (24.16) 中 被 
要 求 的 。 对 于 某 个 Ci> 0 和 所 有 vE 五 +2(C2) ,我 们 得 到 


|aoul dA [ul gop,. 
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因为 显然 有 jjzmp 志 jepujzar;,， 在 这 个 情形 我 们 就 得 到 了 
(24.19). 

现在 令 m 是 大 于 1 的 任意 整数 所谓 w4wE 恕 ”…?(0), 等 价 于 
对 所 有 a, jal 万 m 一 4, 有 DaeuE Hi?(Q)， 把 m=1 时 的 (24.19) 
应 用 于 Dew，ja| 入 人 吧 一 上 (代替 ww), 我 们 得 到 

Ju lam Oo) gamaps VUE H™? (0). 

可 以 把 这 个 不 等 式 迭 代 m% 次 ， 同 时 注意 到 对 PDP 应 用 mm 次 运算 
p> p', 恰好 导致 由 (24.18) 给 出 的 2. 证 毕 ， 
定理 从 .2 的 证 明 令 z 是 8 的 一 个 任意 点 . 不 妨 假 设 它 是 原点 ， 
并 用 中 心 在 此 点 的 极 坐 标 ”，9， 把 条 件 (24.20) 中 截 去 了 顶部 的 
包 2 十 六 (Ze 由 记 作 工 . 令 9 表 示 实 直线 上 的 一 个 非 负 C” 函数 ， 
当 1<h/2 时 g(2D) -1, 当 t>34/4 时 g(t) =0., 

令 wE0(O9) 介 有?( 人 92); 对 于 9E€06, 在 m 一 1 次 分 部 积分 
后 , 同时 用 如 (由 记忆 在 7, 9 坐标 中 的 表达 式 , 即 有 


0) =—{ /er) Eg rutr, 0)1ar 


-7 | r™"{(0/0r) "Lg ru Cr, 0)I}r" ar. 


现在 关于 0 在 Ce 上 积分 ， 记 住 ，Co 的 测度 > 记 ， 由 Hilder 不 等 
式 [9 一 2/ (Pp 一 1)]， 了 


vO < mr) "(0/0)" la 
< eol 8/0)" Wa hoe 


如 果 2=I， 在 这 个 情形 g= 二 co， 我 们 有 m>n， 如 果 p>1， 则 
gm 一 170) 十 Nw 一 4 一 4， 因为 m>>n/p, | 

”为 了 完成 证 明 ， 只 需 注意 (6/6r)”" 是 (2/8cz)4，18| = 了 的 
线性 组 合 ， 其 系数 属于 LL*(T).， 当 xEO” (2) 0 五 ”92) 了 时， 从 
TC8 这 一 事实 立即 推 得 (24.22)， 因 而 ， 命 题 324.,1 蕴涵 着 定理 


24 .2 的 完全 的 结论 。 - 证 毕 . 


第 
4 


AH 
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习 题 

24.1 令 了 是 (8.19) 中 定义 的 及" 中 Taplaee 算 子 4 的 基本 解 .证 明 ,对 
于 任何 有 界 开 集 8 以 及 所 有 的 p<n/(n 一 1) (我 们 假设 %>2),， 吾 在 从 . 上 的 
限制 属于 妃 !:“(2)， 从 这 个 事实 推导 ,在 怠 的 点 zo 处 的 Dirae 测度 an, 对 于 
同样 的 那些 p 值 属于 五 -42(C2). _ 

24.2 令 Q 是 Br 的 有 界 开 子 集 ， 假 设 n>2. 令 风 是 Be 中 一 任意 的 
Radon 测度 ， 它 是 正 的 , 并 由 Q 所 承载 (这 意味 着 @ 的 余 集 具 有 有 零 几 测度 )， 
令 召 是 习题 24.1 中 考虑 的 Laplace 算 子 的 基本 解 ， 证 明 ， 对 于 所 有 的 2< 
n/n 一 1), 卷 积 娘 x4 在 9 上 的 限制 属于 互 *(Q). [提示 ， 记 


(24.24) (Bun) (2)=| Bs—y) diy), 


限制 4 的 变化 于 8, 把 如 (2 一 y) 视 作 :2 中 y 的 函数 ， 取 值 于 关于 z 的 空间 
H+'?( 人 9) 中 ,同时 利用 适用 于 如 的 平移 的 习题 24.1 中 的 结果 ,与 事实 
Sup| 如 (一 y) ezcos < 十 ce 


一 起 , 再 利用 下 述 事实 ; 积分 的 范 数 不 大 于 范 数 的 积分 , 这 里 , 是 指 在 互 :"(O) 
中 的 范 数 .] 从 上 面 所 述 的 事实 推导 ， & 中 总 质量 是 有 限 的 所 有 Radon 测度 
都 属于 有 ?C9), p<7i/(m 一 1)， 当 遇 有 锥 性 质 时 ， 从 定理 24.2 推导 同样 
的 结果 . 

24.3 令 坟 是 一 整数 ，0<w<n, ,是 在 习题 9.2 中 定义 的 广义 函数 ， 
证 明 ， 如果 p<n/(n 一 m)， 并 如 果 8 是 Rn 的 任 一 有 界 开 子 集 ， 则 
EEH™?(0Q). 

24.4 令 介 是 Rr 的 一 有 界 开 子 集 . 令 m 是 一 整数 ， 0<m<i 是 一 正 
数 ,，1< 和 D<w/mp. 令 六 是 一 大 正 数 , 使 得 + 包含 于 开 球 |z| 二 及 中 (用 XE 
表示 这 个 球 的 特征 函数 )， 令 召 。 是 习题 24.3 中 所 表示 的 广义 函数 ， 证 明 ， 
如果 [al <m, |B8| <m, 9<2C2 一 如) 和 1 一 ID++L9 -1 则 - 

(24.25) JD*+3C Bu) ro < PDrulrelxaD Balre, Vue Hr'?(Q). 
由 这 个 事实 推导 ， 对 于 所 有 使 得 1<+<np/(2 一 m) 的 r+， 有 wEZL"， 把 此 结 
果 与 定理 竹 .1 的 结论 加 以 比较 . 

24.5 今日 是 如 的 一 有 界 开 子 集 ， 证 明 在 下 述 两 个 情形 中 侣 有 得 性 
质 (24.20)，(1) 8 是 凸 的 ; (2) 29 是 一 C1 超 曲面 ， 并且 2 在 它 的 一 便 . 

24.6 给 出 一 个 没有 锥 性 质 的 BR? 的 有 界 开 集 的 例子 ， 利 用 有 锥 性 质 的 
集合 的 有 限 并 集 也 有 锥 性 质 这 一 事实 ， 给 出 卫 ? 的 开 子 集 的 一 个 例子 ， 它 非 
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三 ,其 边界 有 “ 阳 角 ”并 上 且 ， 它 有 维 性 质 
24.7 令 人 是 有 锥 性 质 (24.20) 的 有" 的 一 有 界 开 子 集 给 定 任何 一 个 
整数 mm，0< < 十 co 用 (2) 表 示 阶 数 和 om 的 所 有 导数 都 属于 2 (8) 的 咏 
中 的 复 Cr 函数 的 空间 ， 假 设 
(24 .26) la<p 和 E+, m>k+n/p, 
此 时 证 明 , H™?(9) 连续 地 嵌入 于 BC2) 中 ， 
24.8 证 明 , 如 果 p>% 则 存在 一 常数 C>>0, 使 得 
(24 .27) < 礼 2), vueCr Bn). 
[提示 : 有 
meas(Q) jz) 一 wy】 wo 一 wo)1as 二 | futy) -uca) lds, 


其 中 0 是 使 jz 一 zj 志 |z 一 y|, js 一 外 丢 jz 一 外 成 立 的 点 z 的 集合 . 此 时 , 通 
过 变 为 中 心 在 zx 处 或 y 处 的 极 坐标 , 并 应 用 Halder 不 等 式 , 估计 上 式 右 端的 
每 个 积分 ,] 

24.9 令 吕 是 了 "的 任 一 开 子 集 ,x 是 一 数 ,0<a<1. 用 4() 表 示 使 得 


[u(r) uy)| 
(24.28) Sup PE 芝 十 


的 中 的 有 界 连续 函数 % 的 空间 ，[ 有 性 质 (24.28) 的 函数 称 为 具有 Holder 
指数 a 的 一 致 H6lder 连续 的 ,如 果 0<a<l; 当 a=0 时 , 它们 就 是 连续 并 有 
界 的 函数 ; 当 a 一 1 时 ,它们 称 为 一 至 Lipschits 连续 的 .] 假 设 8 是 有 界 的 ,证 
明 , (24.28) 的 左 端 在 图 (2)》 上 定义 了 一 个 范 数 , 它 把 89(Q) 变 成 一 Banach 
空间 . : : 

证 明 用 (2) 即 为 8 中 广义 导数 属于 L~(Q) 的 连续 函数 的 空间 ， 

24.10 令 0Q 是 Rr" 的 一 有 赛 开 子 集 , 它 其 有 延 拓 性 质 (34.16)， 令 0<a 
<1, 并 用 Y" “50 ) 表示 昌 中 避 阶 导数 属于 2(Q) (参看 习题 24.9) 的 Cr 
函数 的 空间 .从 习题 24.8 中 的 结果 推导 ，R™?(Q) 连续 地 柑 入 81249) 
中 ,如 果 p= 二 7/(1 一 a). 

现在 假设 和 > 《1<p< 十 %), n/p 不 是 整数 证明 吾 …?( 介 ) 连 续 地 
典 入 9 PC) 中， 


空间 玖 "的 进 一 步 的 性 质 
属于 H”"(0) 的 函数 的 边界 值 ,或 在 39 上 的 迹 的 研究 需要 对 
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于 非 整 数值 的 s 深入 地 研究 整 体 Sobolev 空间 且 ' 一 五:(R")1. 这 
一 节 致 力 于 这 样 的 研究 . 

我 们 先 考察 鼠 " 上 的 某 些 基本 的 算 子 . 首先 ， 考察 用 光滑 函数 
相 乘 的 运算 , 我 们 回忆 ,了 =.” (了 7) 是 也 "中 这 样 的 C” 函数 ?9 的， 
空间 , 它 的 所 有 阶 导 数 在 无 穷 远 处 的 衰减 快 于 1/ |z| 的 任何 宕 
命题 中 .1 乘法 运算 (p, 人 ) 忆 gu 是 从 XH: 到 H: 中 的 双 线 
性 映射 ,使 得 
G5.0 oShl Gr "GD lan 

我 们 已 经 用 9 表示 9 的 Fourier 变换 

$6) = | 6 gp(%) dz, 


众所周知 . Fourier 变换 是 从 到 它 自身 上 的 一 个 同 构 ， 
证 明 只 需 在 3 之 0 时 证 明 此 论断 即 可 ， 事 实 上 ， 在 五 中， 乘 
9E 的 乘法 是 :中 同一 运算 的 转 置 .我们 有 
pul?= | G+ ED | O60 aE Danlae. 

但 是 ,容易 看 到 ， 

(25 .2) G+ IP lol) (1+ |é— nl’), 
因而 

puts< | Gr nD) lg! CEE | , 
应 用 经 典 的 Hlder 不 等 式 ， 
|fxglro< |flnlglr, FE gEV (1<p< + 00), 
我 们 就 得 到 (25.1). | 证 毕 . 

注 由 .1 虽然 在 许多 应 用 中 估计 式 (25.1) 已 经 足够 了 , 但 它 

还 不 是 最 好 的 ， 例如, 当 一 m 是非 负 整 数 时 ， 我 们 有 较 好 的 信和 计 - 
(25.3) @ [pul <constlul,, sup | Deplz-. 
对 于 |s| <m, 把 (25.3) 推 广 到 H+ 上 去 是 可 能 的 ， 但 是 要 证 明 它 
不 是 很 容易 的 ,还 注意 , 当 8 一 wy (或 8= 一 M) 时 , 滋 法 pvL(vLE 克 3) 


+ 在 后 面 的 讨论 中 , s 是 任意 的 实数 ,除非 有 特别 的 声明 . 
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对 于 比 刚 才 那 些 属于 ” 的 函数 多 得 多 的 函数 g 亦 被 定义 特别 ， 
对 于 所 有 阶 的 导数 在 BR” 中 有 界 的 0” 娩 数 空间 尖 *, 当 gE 
时 , 它 被 定义 .对 于 这 样 的 9, 估计 (25.， 5) 成 立 ,并 可 推 ! 到 |s Mm 
的 情形 . 

接着 , 我 们 来 考察 卷 积 在 某 种 意义 上 ， 卷 积 较 Soboley 空间 
及 上 的 乘法 整齐 我 们 用 4 表示 BR* 中 这 样 的 缓 增 广 义 函 数 
的 空 间 ， w 的 Fourier 变换 芯 是 (可 测 ) 函数 , 它 有 性质 

十 全 站 "2 人 (ET 

命题 2 .2 卷 积 运算 (v0)FP>uxv 是 从 五 ?x A4! 到 He 中 的 双 
线性 映射 , 使 得 
(25.4) fervlsor<lulsl (+ E16). 

此 论断 实质 上 是 明显 的 . 

一 个 重要 的 情形 是 当 * 是 一 个 次 数 委 mm 的 多 项 式 PP 人 的 情 


形 ;注意 ， 此 时 vE 互 -的 "， 至 于 与 此 ?的 卷 积 ， 它 就 是 通常 用 


1D), D7 一 (一 0/029，.…， 一 9/6w") ， 表 示 的 常 系数 (线性 ) 偏 微 
分 算 子 .这 样 , 我 们 看 到 

推论 25.1 令 P(6) 是 RR, 上 次 数 <<m 的 一 个 多 项 式 ， 那么 &F> 
P(D)4 是 从 HH: 到 "中 的 连续 线性 映射 . 


我 们 可 以 利用 命题 25.1 和 25.2 对 于 在 五 :中 称 (命题 


13 .了 这 一 命题 附加 某 种 精确 性 ， 首 先 ， 令 《EO>(B") 在 单位 开 
球 中 等 于 1， 并 仿 kz) =Lw/r), vz 一 1 2, …， 我 们 有 (6) = 
oz (v6) ,从 (25.1) 立 即 得 到 ,映射 uF> Li 构成 线性 映射 了 :> 如 
集合 中 的 一 个 等 度 连续 集合 , 对 于 这 样 一 个 集合 , 在 豆 * 中 的 点 态 
收敛 和 在 五 ’ 的 一 个 稠 子 集 上 的 点 态 收 化 是 一 回 事 . 因为 当 wE.Z 
时 cw 在 瑟 * 中 (事实 上 ,在 .9 中) 收敛 于 公 因此 就 得 到 下 述 结论 : 
命题 中 .1 当 函 数 入. 如 上 所 述 时 , 对 于 每 个 wE 有 H:, 其 截断 函数 
Cw 当 z-> 十 co 时 在 豆 。 中 收敛 于 亿 


现在 令 PECz(R | p(w)dv-1， 对 于 e>0， 令 mm 从 -~ 


s "p(w/8). 注意 ,ps6) 一 (Ee6)， 
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命题 号 .2 如 果 wE 及 :, 那 么 当 s-> 十 0 时 porw 在 H: 中 收敛 于 
1 | 
证 明 ”我 们 看 到 peE 4 如 ,并 由 (25. 和 ;vvF>pexu 构成 一 个 从 瑟 : 到 
它 自身 中 的 线性 映射 集合 中 的 等 度 连 续集 合 . 因为 当 wE OY 时 我 
们 的 论断 是 众所周知 的 , 因而 对 任何 vE H: 它 也 是 对 的 . 证 毕 . 
组 合 命题 25.1 和 25.2’ 我 们 看 到 ， 每 个 vE 瑟 * 是 pox (Cw) 
当 sz -> 十 0 时 的 极限 ， 特 别 , 每 个 EH: 是 属于 OF(BR") 的 
这 样 的 函数 w(t 二 1，2, …) 的 极限 ， 它 的 支 集 在 下 述 意 义 下 收 
敛 了 于 多 的 支 集 ; 给 定 任 一 紧 集 及 CBR", KN (suappww) 收 敛 于 
KN(suppwW, 
我 们 用 08 表示 阶 数 委 mm 的 导数 在 无 穷 远 处 都 趋 于 零 的 也 
中 的 m 次 连续 可 微 函数 的 空间 . 
命题 站 .3 若 S>m-+n/2, 则 | HsCOor. 
证明 由 于 推论 25.1， 只 需 证 明 m=0 时 的 论断 即 可 , 令 vE H:， 
则 存在 函数 2€ L?, 使 得 
w= (1 十 和 
车 s>>nw/2, 则 (十 18 也 属于 ,因而 WELt， 此 时 只 需 应 用 
”Lebesgue 的 经 典 的 定理 即 可 . 证 毕 . 
”命题 5.4 对 于 任何 s>0，Dirac 测度 8 属于 瑟 -”%?”.、 没 有 一 
个 支 集 包含 在 一 有 限 点 集中 的 广义 函数 属于 五”? (除非 它 恒 等 
于 零 ). 
证 明 65 的 Fourier 变换 是 1; 而 (+|E1”)'3EI?， 当 且 仪 当 


”8 之 一 %/2， 这 就 证 明了 第 一 个 论断 . 


如 果 wE :的 支 集 包含 在 一 个 有 限 点 集中 ， 则 存在 函 数 
gEO?, 使 得 pu 不 恒 等 于 零 ( 除 非 入 恒 等 于 零 '/ )， 并 且 supp (gw) 
是 一 个 点 .; 容易 看 到 , 空间 HH: 在 平移 下 是 不 变 的 , 我 们 不 妨 假设 
supp (gw 是 原点 ， 然 而 , 所 有 支 集 是 原点 的 广义 函数 具有 PCD)6 
形式 ,这 里 了 CE) 是 个 多 项 式 , P(D)6 的 Fourier 变换 恰 为 P86). 
假设 了 的 次 数 是 m， 那么 (1 十 |)3P(E) 属于 ， 当 且 仪 当 
sm 二 一 /2, 由 此 ,我 们 得 到 命题 的 后 一 部 分 ，- 证 毕 . 
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现在 令 下 表示 BRB" 的 一 个 紧 子 集 . 我 们 用 及 (KK) 表示 H' 的 
赋予 范 数 | | 的 子 空间 , 它 由 在 及 A\ 玉 中 等 于 零 的 函数 vE 五 * 组 
成 . 它 是 羡 : 的 一 个 闭 线性 子 空间 ,因而 对 于 由 Hi 所 诱导 的 结构 
它 是 一 Hilbert 空间 ， 现 在 ,对 于 8 < 之 s, 局 限 在 右 ;s(K) 上 , 我 们 
来 比较 范 数 | | 和 | | 
命题 屿 .5 今 s,s 是 使 得 s<s 的 任何 两 个 实数 ， 并 令 太 是 BR 
的 任 一 紧 子 集 ， 则 从 五:(K) 到 HH* 中 的 自然 映射 是 紧 的 . 

证 明 ”我 们 必须 证 明 , 如 果 序 列 {ww} 在 已 :( 开 ) 中 弱 收 敛 于 零 , 则 

” 它 在 Hs 中 强 收 敛 于 零 。 对 于 广义 函数 而 言 ， 序 列 的 强 收敛 和 能 

收敛 是 一 回 事 . 从 : 
WL) = Cy, om, CEO 

及 Paley- Wiener 定理 我 们 知道 , 如 人 ) 是 C* 中 指数 型 的 整 函数 ， 

当 “ 在 C* 中 的 一 个 有 界 子 集中 变动 时 , 指数 exp( 一 ;oz 5》) 形 成 


0”~(B") 的 一 个 有 界 子 集 ， 因 为 w 的 支 集 在 一 周 定 的 紧 集 中 , 因 


而 我 们 知道 % 在 0™(B") 的 这 样 一 个 子 集 上 一 致 收敛 于 零 ， 所 以 
好 在 Cr" 的 每 一 有 界 子 集 上 一 致 收敛 于 零 . 另 一 方面 , 由 “一 致 有 
界 性 原则 ”我 们 知道 , 范 数 lj 是 有 界 的， 我们 有 


EAL AGI 
MAGI 
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我 们 可 以 与 > 无 关 地 选取 如 此 之 大 , 使 得 最 后 式 子 中 的 第 一 项 


<s/2, 再 取 v 充分 大 ,使 得 第 二 项 <s/2. 证 毕 . 
命题 站 .6 令 2 8 是 使 得 ?<s 和 > 一 2/2 的 任何 两 个 实数 . 则 
对 于 每 个 s>0, 存在 83>0, 使 得 如 果 尼 的 直径 <6, 有 

(25.5) jujs<sjuj。 对 每 个 wE HCK). 、 

证 明 ”假设 命题 25.6 中 的 论断 不 真 ， 经 过 一 个 平移 以 后 , 我 们 可 
以 找到 五 : 中 的 一 列 元 素 {Ww}， 使 得 对 所 有 的 us， 有 supbwcfz 
CB" |z|<v 和 wls<1,， jsy>c>>0. 从 第 一 个 不 等 式 我 们 
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推 得 ww 的 一 个 子 序列 在 五 中 弱 收敛 , 因而 , 由 命题 25.5, 此 子 序 
列 在 H* 中 强 收敛 于 某 个 元 素 vE 吾 s 从 第 二 个 不 等 式 我 们 推 得 
wu*0， 但 是 以 的 支 集 必定 是 {0}, 而 这 与 命题 25.4 矛 盾 .， 证 毕 . 

如 果 2 是 及 " 的 任 一 开 子 集 , 我 们 记 
H: (0) =\J H'(K), 


其 中 K 跑 遍 0 的 所 有 紧 子 集 的 集合 ， 当 0 二 Br 时, 我 们 经 常 写 


HH:=H:(R"). 


我 们 用 及 i.(Q) 表示 使 得 对 所 有 wpE07(Q) 有 guEH: 的 Q 
中 广义 函数 v 的 空间 通常 对 五 fw (2) 赋予 由 半 范 vH> |guls (9 
跑 遍 Cz (2) ) 所 确定 的 拓扑 ， 在 C2 (@2) 中 找到 以 某 种 强 方式 收敛 
于 恒 等 于 1 的 函数 的 函数 序列 {pw} (v 一 41，2, …) 是 容易 的 : 如 果 
KK, 是 使 9,(%) 一 1 的 点 wE9 的 ( 紧 ) 集 合 ， 对 于 每 个 »，K, 包含 
在 医 ,w 的 内 点 集中 ， 并 且 人 等 于 KK, 的 并 集 ， 这 样 ， 半 范 族 
fup> |puuls, 2 一 1，2,…} 就 构成 Hioe (8) 上 连续 半 范 的 一 个 基 ， 
这 证 明了 空间 五 i.(Q) 是 可 度量 化 的 ， 利 用 五 * 是 完备 的 这 一 事 
实 ， 我 们 立即 可 以 验证 五 ge(O) 也 是 完备 的 ， 这 样 ， 玉 .(@) 就 
是 一 个 Fréchet 空间 ， 利用 瑟 : 的 自 反 性 (H: 甚至 是 Hilbert 空 
间 ! )， 我 们 容易 验证 五 (2) 也 是 自 反 的 .我 们 有 OC) 忆 
Hiwe (2)， 并 且 其 自然 内 射 是 连续 的 ， 并 有 稠 值 域 ; 它 的 转 置 是 从 
Hi (0) 的 对 偶 空间 到 多 '(Q) 中 的 一 个 连续 线性 内 射 ， 因 而 我 们 
能 够 把 Hi (Q) 的 对 偶 空间 等 同 于 这 个 转 置 的 值 域 ， 利用 命题 


、24.9, 我 们 立刻 看 到 , 这 个 值 域 不 是 别 的 , 就 是 Ho 人 9)。 


现在 ， 我 们 要 来 证 明 空 间 五 i (0Q2) 在 微分 同 胚 下 的 不 变性 . 
为 此 , 在 Hs 上 我 们 需要 一 个 等 价 于 范 数 | 上 的 新 的 范 数 ， 
引 理 和 . 工 如 果 0<s<1i, 则 有 


(25.6) lul?< Cm | 12 tél Ya < ve H' 


证 明 ”从 显然 的 不 等 式 ( 对 于 0<s<1) : 
(+eélD:<I+ El*<2I+|E):, 《ER， 
”立即 得 到 此 引 理 的 证 朋 . 
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引 理 25.2 如果 0<s<1, 则 对 于 所 有 的 wE C2>(B") ,我们 有 
(25.7) (29) | (GT él) a 


~ J u'sdzt0, || ec uy) |e—y|™" "dvdy, 


其 中 Cs, 仅 依 赖 于 % 和 8. 
证 明 ”由 Parseval 公式 , 我 们 有 


人 po -ue loysddy 
=| fiver 一 xD |? lol -qvdy 
= mr) || lan 1 el" EC ad 


事实 上 ，vw(z 十 妨 关于 yy 的 Fourier 变换 等 于 信 (E)exp (i《w, 6》). 
注意 , 因为 小 于 1 故 积分 


T(E) -| ee 2 一 121e| "ds 

收敛 ， 令 尽 是 BR。 中 的 一 个 旋转 变换 ， 我 们 有 

1(RE) =| lexp (i CB, 6) —1l? ol" "do 

-| ] i | | Ey | —n—280]y 仿 =tR1ig 

这 样 , TCRE) = 了 T(E), 这 证 明了 了 (&) 上 只 依赖 于 模 |E|. 另 一 方面 ， 

1 06) =} le 1 ol "do tm7(€), 1>0, 
这 指出 , T(6) 是 二 的 28 次 正章 次 函数 ， 因 而 对 于 某 一 常数 0,>>0 
有 2 (6) 0,|E1”， 这 就 很 容易 得 出 我 们 的 结论 . 证 毕 . 

注 由 .2 组 合 引 理 25.1 和 25.2 我 们 看 到 ，(25.7) 右 端的 平 

方 根 在 五 "上 定义 了 一 个 等 价 于 ‖ | 的 范 数 . 当 s 是 一 任意 正 数 ， 


也 许 大 于 1, 但 不 是 整数 时 , 下面 的 量 是 鼠 " 上 等 价 于 1, 的 一 个 
范 数 的 平方 : 


1) 译 痢 注 : 为 了 与 引 理 的 叙述 相符 ,应 为 了) 一 Ca 1 
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G5.8 > [iprulrdoto, B || 了 dedy, 
其 中 [s] 表示 <<s 的 最 大 束 数 CO, 是 只 依赖 于 s 和 %%w 的 某 一 个 数 
(Cs>0). 

注 侃 .3 回 到 0<s<1 的 情形 ， 此 时 可 以 把 女 * 定 义 为 使 得 

Iw—y| uv) uy EL RBR™) 

的 函数 wu€ (BR") 的 空间 . 

现在 考虑 从 8 到 BR? 的 另 一 开 子 集 Q2 上 的 一 个 Cr 微分 同 肚 
x， 如 果 wvEOFCQ)， 我 们 令 (wo7) (2) 二 v(x(w))，wE 62; 自然 ， 
voxE€O>(Q)， 现 在 ,如果 vE F'(0), 令 


(25.9) ooz P=(%, |) (p90)), EOF(O). 


这 里 已 用 dx/dz 表示 x 的 Jacobw% 行列 式 ， 
命题 5.7 令 KK' 是 02 的 任 一 紧 子 集 ,s 是 任 一 实数 ， 则 存在 一 
常数 0,《K'), 使 得 : 
(25.10) iuexlssCs(E lw。 对 每 个 vE H:(K’). 
证 明 ”只 需 证 明 xEO>CK') 时 的 (25.10)， 事 实 上 , 令 本 是 天/ 
在 2' 中 的 一 个 紧邻 域 .。 此 时 可 以 断言 uF>wox 是 从 赋予 范 数 
| 4. 的 CzCETD 到 五 :中 的 一 个 连续 线性 映射 ， 因 而 可 以 把 它 延 
拓 到 Cz (CE 人 在 H' 中 的 闭 包 上 去 .这 个 闭 包 包含 及 ':(K') ,正如 
”我 们 用 正则 化 所 看 到 的 那样 (命题 25.2). 

情形 I，0 二 s 过 i， 我 们 应 用 引 理 25.1 和 25.2. 记 一 Y(p)， 
y 一 X(Yy) 我们 有 


[fiw@) -wp fr le yl “dvdy 


= | ue) -uly) [ley soe, ydvdy, 
~ /AN vw —Yy dw dy 
这 里 oo Y)— | SY a 
而 其 中 dz/dw 和 dy/dy 表示 Jacobi 行列 式 ， 很 清楚 , 。 在 人’x 
"上 是 有 界 的 . 
情形 I[，s==0, 1,…， 这 是 命题 24.6 的 一 个 特殊 情形 . 


一 下 一 全 9 
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情形 TII:，s>>0 是 任意 的 ， 令 呈 ] 表 示 <s 的 最 大 整数 ， 并 令 
0 一 5 一 [中 .此 时 , “属于 瑟 * 意 味 着 对 所 有 oa，|aj 和 [中 ， 有 
DevE 万 "而 lulls 等 价 于 : 
: > | De 


12i 8 
”把 这 个 考察 与 相应 于 9 的 结果 结合 起 来 ， 我 们 就 容易 得 到 关于 s 
的 结果 ， 
情形 TV: s<0. 我 们 有 
lwozl,=sap | | 
其 中 上 确 界 是 对 于 使 得 上 2|_,=1 的 所 有 wvEO7 取 的 .事实 上 ,我 


们 可 以 局 限于 支 集 在 (KY) 中 的 那些 上 ， 这 里 1 是 KK' 在 9 
中 的 一 个 紧邻 域 ， 现 在 , 如 令 w=x(w), 则 


[uoxl, =sup jake) (vox) (ol) 0 
< lB 


Jacobi 行列 式 的 绝对 值 |dz/dw’ | 在 下 ' 的 一 个 开 邻 域 中 (事实 上 ， 
在 Q' 中 ) 是 O= 函数 ， 因 而 ， 用 这 个 函数 相 乘 的 乘法 运算 在 
及 (KR') 上 定义 了 一 个 有 界线 性 算 子 ， 另 一 方面 , 用 v 代替 也 用 
代替 x, 用 一 s 代替 s 后 , 可 以 应 用 (235.10)， 我 们 得 到 
jwoxls<constjvl|_sluls = constlel,. 证 毕 ， 

现在 我 们 能 够 证 明 前 面 所 说 的 不 变性 了 ， | 
命题 5.8 邻 x 是 一 从 Q 到 0Q 上 的 微分 同 胚 ， 那么 wHywoy 是 
从 Fis(29 到 Hiw(Q) 上 的 一 个 同 构 ， 其 北 是 映射 wy vox 
证 明 令 pECz(O) 是 任意 的 ， 令 Upox 我 们 有 

GUX) = (WU) ox%, 

因而 , 由 命题 25.7, 有 9(ue) ,<0 CK) eol ,IC 下) >0 依赖 于 


紧 集 太一 suppg].， 这 束 证 明了 映射 wox 是 从 匡 iw (8') 到 
Hi.(02) 中 的 连续 上 映射。 自然, 这 已 经 足够 了 ， 证 毕 . 


oo 


一 


; ”空间 结构 
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我 们 现在 能 够 定义 五 : GW) , 当 只 是 一 紧 致 CO” 流 形 (无 边 的 ) 
时 , 这 意味 着 路 是 具有 0” 结构 的 紧 致 Hausdor 仔 拓扑 空间 , 后 者 
可 以 如 下 描述 ， 给 定 了 岂 的 一 个 开 覆 盖 {0。} (a€ 4) ， 对 于 每 个 
aE 4, 存在 一 个 从 Us 到 BR" 的 一 个 开 子 集 上 的 同 胚 ga( 维 数 %% 不 
依赖 于 w, 它 被 称 为 流 形 踊 的 维 数 ) . 这些 同 胚 we 满足 下 述 条 件 . 
假设 UafIUpe=UueA Yb, Wa 和 和 Pa 在 La 上 的 限制 必须 有 下 面 的 性 
质 : / 


(25.11) psp 是 从 alUag) 到 elUsa) 上 的 GO 微分 同 胚 ， 
这 就 给 出 了 一 个 函数 了 在 趴 中 是 0” 的 这 一 说 法 的 意义 ,这 意味 


着 ， 给 定 任何 a€ 4, fopu 是 po(Us) 中 的 一 个 0” 函数 ， CD 
的 对 侦 空间 是 中 中 的 广义 函数 的 空间 多 ' (0D , 显然 , ui> wogs 是 
从 oz (pe(Ua) 到 O02>(Us) 上 的 一 个 同 构 ; 其 转 置 是 从 DF (Uo) 到 
9'(gs(Us)) 上 的 一 个 同 构 ， 因 而 我 们 可 以 用 Hie(Us) 表示 
“Hie (ga (Us)) 在 这 个 转 置 映射 下 的 象 - 
定义 中 .1 我 们 用 五 :WM) 表示 足 中 这 样 的 广义 函数 尺 的 空间 ， 
对 于 每 个 a 以 在 Us 上 的 限制 属于 His (U6). 

从 (25.11) 和 命题 25.8 我 们 知道 , 这 是 一 个 合适 的 定义 . 

注 由 .4 我 们 只 是 在 采用 记号 及 WR) 而 不 采用 瓦 iv 
的 时 候 用 到 了 观 的 紧 致 性 ， 在 非 紧 致 流 形 的 情形 , 必须 用 后 者 赫 ， 
代 前 者 一 一 香 则 , 它们 是 一 样 的 ， 现 在 , 我 们 将 以 一 更 本 质 的 方式 
来 利用 跨 的 紧 致 性 ， 它 将 使 我 们 能 够 给 瓦 s() 赋予 一 Hilbert 
然而 (一 般 地 ) 它 不 是 典 则 的 ， 

当 对 是 紧 致 的 时 候 ， 我 们 可 以 在 覆盖 {Ds} 中 选取 一 个 有 限 
开 子 覆盖 Us， …， Us. 此 时 , 令 gi，…, gt 是 附 于 子 覆 盖 Ua …， 
Us 的 一 个 0” 单位 分 解 ， 对 于 每 个 j 一 1 …, 7， 9/€ O07(Ua); 在 
gt 上 gi 十 … 二 gi=1， 令 : 


Go ,= 六 (Cn go (oogo 
我 们 就 能 在 卫 * CW) 上 定义 一 个 Hilbert 空间 结构 ， 这 里 ， 在 等 式 
右 端的 (,), 表示 五 (BR") 中 的 Hormite 内 积 
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从 (25.11) 和 命题 25.7 立即 得 到 , 如 果 上 改变 有 限 子 覆盖 {U0。} 
的 选取 ,或 者 改变 单位 分 解 1? 的 选取 ， 那 么 我 们 就 要 用 一 个 等 
价 的 结构 来 代替 态 : (MM) 原来 的 Hilbert 空间 结构 (这 就 是 说 ， 基 
础 的 局 部 凸 拓扑 向 量 是 不 变 的 ). 


习 题 
25.1 用 习题 17.10 的 概念 和 记号 ， 特 别 是 用 “ 半 群 "er t>0， 对 于 - 
” 任 一 6€ [0, 1], 令 Hs 表示 1 在 映射 try 4 下 的 象 ， 证明 , H? 对 于 范 
数 |4esullm 是 一 Hilbert 空间 . : 
令 w 是 HI? 的 任 一 元 素 ,并 记 w0) =e-'4ww, i>0， 证 明 ,我 们 有 
(25.12) w(t) ELIO0, 十 ce; HI NOIHUO, + oof; 五 0)， 
w(t) € LO0, + ce; HO). 
反之 ,证 明 ,给 定 任 一 满足 (25 12) 的 函数 (ty), 则 w(0) € HY2. 
令 了 是 一 连续 线性 映射 有 H? 一 Ho, 它 在 五 :上 的 限制 定义 一 连续 线性 映 
射 瑟 ! -> 及， 考虑 v( 人 一 Twult), 这 里 u(t) 满足 (25.12), 证 明了 定义 一 连续 _ 
线性 映射 HY?» HY2 | 
25.3 令 9 表示 Rr 中 这 样 的 C"” 函数 的 空间 , 这 些 函数 的 所 有 阶 的 导 
数 在 整个 R* 中 是 有 界 的 ， 证 明 , 给 定 任 一 函数 E 8", 对 于 每 个 整数 s(>>0 
或 <0)， 委 法 映射 ur> gu 是 从 下 到 FH: 中 的 连续 映射 ， 应 用 习题 25.1 中 
的 “内 播 法 ?结果 , 对 于 任何 实数 去 推 得 与 上 述 相同 的 结论 . 
25.3 令 f(t) 是 实 直线 上 的 一 广义 函数 ， 它 有 包含 在 开 区 间 0<i<2x 
中 的 紧 支 集 ; 把 其 视 作 单位 圆周 S1 上 的 广义 函数 , 用 了 (0) 表示 同一 个 广义 
函数 , 并 令 cm 是 它 的 Fourier 系数 ， 
oo 一 | eme7(9)a9 
《其 中 的 积分 只 是 广义 函数 与 S1 上 的 C” 函数 之 间 对 偶 性 括号 的 一 个 记 法 而 
已 )， 证 明 , 广 义 函 数 了 属于 下 (RD ， 当 且 仅 当 
(25.13) 、 Stm)lonl?<+o 
(s 是 任 一 实数 )， 、 
25.4 利用 习题 25.3 中 的 结果 证 明 琴 (T")《T*，% 维 环 面 ) 是 Fourier 
系数 cala € Z") 满足 
(25 .14) .2 TtlalD'lel?<+% 


本 
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的 To 上 上 的 广义 函数 % 的 空间 (s 是 任何 实数 ). 
25.5 令 双 是 一 紧 致 0” 流 形 ， 并 假设 右 扩 观 )， 且 1() 都 被 赋予 
Hilpert 空间 结构 ， 证明 ， 存 在 从 L(8) 到 妃 "(J) 上 的 一 个 线性 等 距 4， 
它 是 正 的 , 即 对 于 某 个 co>0, 有 


(25 .15) CAu, Wo>cohuli, vue HCM). 
证 明 , 此 时 我 们 不 仅 有 (235.15), 而 且 对 某 个 适当 的 c1>>0， 还 有 
(25 .16) Au, wo clelio, YE 五 ICOD . 


再 证 明 ，47-3， 互 "CD) 一 已 可 被 视 作 从 五 "97 到 其 肯 身 中 的 一 个 紧 算 


子 ( 必 定 是 自 伴 的 ). 


25.6 用 习题 25.5 中 的 概念 和 记号 ， 令 LX2 之 … 是 4 1. 五 0"( 员 7 一 
OA( 顺 ) 的 按 重 数 重复 计数 的 特征 值 序列 ,并 令 {9} (fj 二 1,，2,…) 是 瑟 "( 顷 ) 
中 的 完全 正 交 系 ,使 得 对 每 个 j, ;是 4 的 相应 于 特征 值 为 的 特征 函数 . 

证 明 , 对 于 任何 实数 s, 瑟 "( 吕 ) 是 器 中 广义 函数 的 空间 ， 它 可 写 为 


(25.17) : ep wb, 
其 系数 满足 
(25 .18) | 高 好 "lwl2<+eo. 


25.7 令 观 是 一 紧 致 0~ 流 形 , ds? 一 局 guadzfawf (n=dim 喘 ) 是 中 
了 一 - 


上 的 一 个 Riemann 度量 ， 证 明 ，ds2 在 每 个 五 * 上 (s ER) 定义 一 个 Hilbert 
空间 结构 , 并 且 定 义 中 上 的 一 个 二 阶 微分 算 子 4, 此 4 定义 一 个 从 下 GD) 
到 五"(9D 上 的 等 距 算 子 . 证 明 , 4 必 是 椭圆 的 (定义 19.4). 

25.8 令 0 是 Br 的 一 开 子 集 ， 证 明 , 对 于 任何 s>0, 00CQ) 不 包含 在 
Hiwol8) 中 . - : 

25.9 邻 5S? 表示 上 维 单位 球面 (# 一 0, 1，…); 把 5* 看 作 Si 中 的 “过 
道 ”, 这 样 ,对 于 <n 一 2, 5* 就 看 作 S"-1 的 子 集 , 因而 也 看 作 Br 的 子 集 . 令 


”dox 是 看 作 R" 上 的 Radon 测度 的 5* 上 的 典 则 测度 , 确切 一 些 说 , 即 是 测度 


se EL CA 


使 得 do (看 作 了 Ron 上 的 广义 函数 ) 属 于 HC(BR") 的 实数 s 的 最 小 上 界 是 什么 ? 

25.10 证 明 , 给 定 任 一 整数 《>>0 或 <0, 映射 7g 一 一 BR" 中 的 广义 函数 
对 于 BR? 的 开 子 集 2 的 限制 一 是 从 HCR") 到 H:(Q) 中 的 连续 线性 映射 . 
证 明 ,这 个 映射 有 秽 值 域 , 如果 <0、 证 明 , 存在 一 个 从 BY8 (Ce) (mm>0) 到 
Hm"(R") 的 闭 线性 子 空间 上 的 自然 内 射 , 并 且 , 豆 -”"(Q) 典 则 同 构 于 丸 -"《R") 
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的 一 闭 线 性 子 空间 . 描述 后 者 ， 并 把 它 在 互 -"(BR") 中 的 正 交 补 与 上 述 限制 
映射 yo 联系 起 来 证明， 如 果 中 是 有 界 的 , 并 且 k<mC% 之 0 或 <0), 那么 
从 五 P(9) 到 五 *(9) 中 的 自然 映射 是 紧 的 ，〈 这 是 经 典 的 Rellich 引 理 的 一 
种 叙述 .》 : 

25.11 令 人 是 Rr 中 原点 的 一 个 邻 域 , Plw, D) 是 一 个 在 2 中 具有 C” 
系数 的 m 阶 的 线性 偏 微分 算 子 。， 假设 算 子 Px, D) 的 主 算 符 (定义 19.1) 
Pu(z, ) 作 为 & 的 多 项 式 对 9 中 任意 的 x 都 不 恒 等 于 零 ， 证 明 下 述 引 理 : 
引 理 如 .8 令 s,s',s" 是 三 个 实数 , 使 得 "<s. 令 zo 是 的 任意 一 点 ,8 是 
任 一 大 于 零 的 数 . 那么 , 存在 zo 的 一 个 开 邻 域 0CQ 和 一 依赖 于 s, s', 3", 8 
和 zo 的 常数 0O>0, 使 得 
(25.19). ule:<Cl Pr, Duls eluls, vueCs (DD. 

[提示 : 假设 对 于 辕 定 的 s,s', s" 和 s (如 在 引 理 25.3 中 一 样 ), 不 存在 邻 域 
0 或 常数 CG， 证 明 , 这 兽 涵 着 存在 一 列 函数 E07 CQ), diam (suppw,) > 0， 
. 它 的 支 集 收敛 于 {xo}， 并 使 得 


《25 . 20) [wll >1, 
而 
(25.21) IPle, Dds <1/v, huhe<et. 


由 此 , 并 应 用 命题 35.5 推 得 , 对 于 HH* 中 的 范 数 , w, 收敛 于 一 非 零 的 广义 函 
数 w, 它 的 支 集 被 缩小 到 单个 的 点 {zo}， 再 应 用 习题 1.12 中 的 引 理 1.1.] 证 


明 ， 如 果 我 们 去 掉 PC(z，D) 的 主 算 符 在 介 的 任何 点 处 都 不 恒 等 于 零 这 一 假 4 


设 ,那么 引 理 25.3 中 的 结论 不 再 成 立 . z 
.25.12 令 ps 表示 在 命题 25.2' 中 用 到 的 软化 子 (p==p)， 令 L(E) 是 
BR 上任 一 线性 形式 ， 证 明 , 存在 一 常数 C>0, 使 得 对 所 有 &, ne BR, 有 


(25 .22) IL(8)P(eé) —LODB (en | 入 CE 一 qq. 
. 由 此 推 得 , 任 给 函数 c(x) E07?(BR"), 出 
(25 .23) Tou= LD)(per (cu) —c(perw)) 


定义 的 算 子 形成 ( 当 。 在 ] 0, 1 [上 变动 时 ) 线 性 映射 、 玉 * > 五 :集合 中 (s ER 
是 任意 的 ?的 一 个 等 度 连 续集 合 . 由 此 推导 五 7iedyichs 引 理 . 

引 理 纹 .和 令 P(x, D) 表示 在 及 的 一 开 子 集 台 中 有 0” 系数 的 办 (>>0) 阶 
线性 偏 微分 算 子 . 令 s 是 一 任意 的 实数 ， 任 给 广义 函数 4€ 下 (9),， 则 差 
(35.34) Plx, D) (pu) — per Pr, Dw 

当 8 一 十 0 时 在 如 "+1(Q2) 中 收敛 于 零 . 

[提示 ; 在 (25.22) 的 证 明 中 ,只 需 考虑 n=1 的 情形 和 LCE) =& 即 可 ,再 注意 


26。 五 m (2) 中 的 迹 他人 本 


| 。 to [ft 3 本 、 
cp(e6) -nfle) =| {| ear par. 
算 子 T, 的 等 度 连续 性 的 证 明 类 似 于 命题 35.1 的 证 明 .] 


26，H"(Q) 中 的 迹 


_ 在 整个 这 一 节 中 , 将 是 及 "的 有 界 开 子 集 , 它 的 边界 92 二 本 
是 一 CO” 超 曲面 ， 为 了 简单 起 见 ,不 妨 假设 Q 是 连通 的 , 整个 地 位 
于 工 的 “一 侧 ”( 就 是 说 , 8 是 BR"\T 的 一 个 有 界 的 分 支 )， 但 是 马 
同样 也 可 以 是 这 样 的 连通 有 界 开 集 的 一 个 有 限 并 .在 上 一 节 末 给 
出 的 空间 :WW) 的 定义 适用 于 完 = 工 的 情形 . 
我 们 将 证 明 下 述 结果 : 
定理 26.1 令 m% 是 任 一 非 负 整数 ， 则 属于 0~(BR") 的 函数 在 Q 上 
的 限制 构成 五 ”(Q) 的 一 个 筒子 空间 +. 
可 以 看 到 ， 这 个 稠 子 空间 不 是 别 的 ， 就 是 0”(8) 一 一 8 中 0” 
”函数 的 空间 ， 这 些 函 数 的 所 有 阶 导数 可 作为 连续 函数 延 拓 到 Q 的 
”” 闭 包 上 . 对 于 这 样 的 函数 , 我 们 显然 可 以 定义 它们 在 边界 工 处 的 
值 一 一 称 为 它们 它 不 过 是 它们 在 六 上 的 限制 
定理 26.2 令 n 是 严格 大 于 零 的 任 一 整数 .那么 最 先 对 于 0” (02) 
定义 的 在 荆 上 的 迹 可 (用 一 唯一 的 方式 ) 延 拓 为 从 互 "(O) 到 
H”12( 厂 ) 上 的 一 连续 线性 映射 . 
在 这 两 个 定理 的 证 明 中 (如 在 许多 类 似 的 定理 的 证 明 中 一 
样 ), 第 一 步 由 局 部 化 和 边界 的 平坦 化 组 成 ， 这 可 以 如 下 来 做 . 
选取 了 的 一 个 由 BRB" 的 开 子 集 构 成 的 有 限 开 覆盖 {V1,….， 
有.}， 使 得 对 每 个 j=，…', 7, 存在 一 个 从 VV 到 BB" 的 单位 开 球 
B= {zwER' lo| 一 癸 上 的 Or 微分 同 胚 oj， 使 
(26. 1) VNQ 在 多 下 的 象 是 开 的 上 半球 
— {ER"; [v1 <1, w+ > 0}. 
在 并 的 这 分 小 的 开 了 入 (这 些 子 集 构成 工 的 一 个 覆盖 ) 中 利用 局 


1 当 m 一 0 时 定理 26.1 是 熟知 的 ， 在 这 一 节 的 余下 部 分 ,我 们 将 假设 fr 之 1. 
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部 耸 称 一 一 并 利用 志 的 法 方向 把 这 些 坐 标 拓 广 到 BR" 的 开 子 集 ， 
我 们 就 看 到 上 面 记述 的 选择 是 可 能 的 ， 我 们 把 其 细节 留 给 读者 . 
令 Vo 是 82 的 一 个 相对 紧 的 开 子 集 , 包含 


| Ko=Q\U(V ND, 
并 令 fo tv， 总 表示 OF CR") 的 "+1 个 元 素 ， 使 得 在 百 的 一 


邻 域 中 5o 十 6 十 … 十 各 一 二 并 对 每 个 了 一 0 1,…,r, supp LV 


然后 令 芭 是 妃 "(9) 的 一 个 任意 元素 假设 对 每 个 7 0<) 

<7, 可 以 找到 在 五 "(VN98) 中 收敛 于 《到 的 一 列 本 数 内 

COz (CV) ， 此 时 我 们 断言 ,sy 在 互 "(@) 中 收敛 于 cxx， 这 是 简单 

的 , 因为 bx4 和 乌 ,w 在 ;的 一 紧 子 集 大 ; 外 人 恒 等 于 零 , 因而 在 
oV NEKNT 


的 一 邻 域 中 恒 等 于 零 ， 由 此 即 能 得 到 ， 函数 ww= 习 W 在 9 上 的 


限制 在 及 "(6Q2) 中 收敛 于 ww， 因而 就 证 明了 定理 26.1. 

现在 假设 是 及 "中 一 个 Cr 函数 在 2 上 的 限制 , 并 用 yx 表 
示 它 在 了 工 上 的 迹 , 即 它 在 蔗 上 的 限制 ， 为 了 证 明和 定理 26.2, 我 们 
要 证 明 对 于 某 个 不 依赖 于 的 常数 CO>0, 有 
(26 .2) [yu gw-cry SO ul gmg,, 
即将 看 到 , 这 等 价 于 证 明 下 面 的 事实 ; 对 于 每 个 ;=14，…, 7 和 茶 
个 不 依赖 于 %% 的 适当 常数 Cj>0, 有 : 
(26 .3) [ye [am < Oi Cl gmcg,). 
自然 , 我 们 在 及 ”3 (7) 上 正 用 着 8$ 25 末尾 定义 的 Hilbert 结构 
”的 范 数 , 例如 , 用 局 部 图 (了 i 间 了 ,gi| rom 定义 的 范 数 ， 

把 (26.2) 和 定理 26.1 结合 起 来 , 我 们 就 看 到 ? 可 延 拓 为 一 连 
续 线性 上 映射 五 "(8) 一 瑟 ”?3( 了 )， 现 在 只 剩 下 证 明 这 个 映射 是 
映 上 的 . 

令 2 是 有 ”2( 了 7) 的 一 个 任意 的 元 素 ，Cw (lj<7) 的 意义 
是 清楚 的 ， 它 是 "与 人 在 三 上 的 限制 之 积 ， 此 时 假设 我 们 已 经 
证 明了 下 述 事实 ， 存 在 wE H"(ViNQ)， 它 的 支 集 包含 在 了 ;的 
一 紧 子 集中 ,因而 , 它 定义 了 9) 的 一 个 元 素 ( 也 用 W 表示 ) 使 
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得 五 "(8) 的 这 个 元 素 在 和 上 的 迹 等 于 im。 自然 ， 此 时 全 十 … 
+w 在 荆 上 的 迹 将 等 于 %. / 
这 就 结束 了 论证 ， 并 指出 ， 为 了 证 明定 理 26.1 和 26.2, 不 妨 
只 在 集合 2, 玉 NT 中 讨论 (附带 着 上 面 所 提 的 所 有 注意 
之 处 )， 这 就 是 我 们 所 谓 的 局 部 化 ， 接 着 的 一 步 是 边界 的 平坦 化 ， 
用 0” 微分 同 胚 w (1<j<7) 把 六; 变 成 单位 球 B 来 完成 这 一 步 . 
我 们 知道 (命题 24.6)，wi>uopy 定义 一 个 从 "(N09) 到 


Hm(B+) 上 的 同 构 ， 并 由 命题 25.8, vi>0o 册 (其 中 山 是 gy 在 
VNT 上 的 限制 ) 定 义 一 个 从 HEVNT) 到 五 后!2(2) 上 的 
同 构 , 这 里 
了 一 {zE 有 "|z| 天 1 w=0}. 
关于 这 一 点 ， 我 们 应 该 记 住 在 第 一 步 局 部 化 论证 中 用 到 的 
_H"(Vin9) 和 互 攻 22 人 (人 六 的 所 有 元 素 的 支 集 包 含 在 忆 的 紧 
子 集中 这 一 事实 .对 于 在 上 面 的 同 构 下 它们 的 象 也 有 类 似 的 情形 : 
这 些 象 的 支 集 包含 在 单位 开 球 B 的 紧 子 集中 .由 于 这 个 事实 ,我 
们 将 只 需 证 明 下 述 论断 : 
(26.4)” 令 wE "(B+) 的 支 集 包 含 在 B 的 一 紧 子 集中 . 

那么 和 是 一 函数 序列 在 豆 "(B+) 中 的 极限 ， 这 

些 函 数 是 07(B) 的 元 素 在 B+ 上 的 限制 . 
(26.5)” 令 %EO?(CB), yw 是 它 在 习 上 的 迹 ， 则 存在 一 
| 不 依赖 于 久 的 常数 O>0, 使 得 

yw gm Ol ul Hm(B+), 
其 中 我 们 已 把 及" 与 了" 中 的 超 平面 "==0 等 同 起 来 了 . 
论断 (26. 少 和 (26.55) 使 我 们 能 对 支 集 包含 在 :B 的 一 紧 子 集 

中 的 所 有 元 素 wE 瑟 "(B+) 在 翌 上 的 迹 yw 加 以 延 拓 .第 三 个 论 
断 是 
(26.6) 对 于 每 个 具有 紧 支 集 包含 在 习 中 的 函数 

v€EH"V2(R"!)， 存 在 u€ "(B+), 它 的 支 

集 包 含 在 B 的 一 个 紧 子 集中 , 使 得 Yu=%. 
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事实 上 , 因为 w 和 的 支 集 分 别 包 含 在 B 和 号 的 紧 子 集中 这 
一 条 件 ， B 就 变 得 有 点 不 突出 了 ， 因 而 处 处 可 用 R" 代 将 (这 等 
价 于 把 全 和 在 它们 的 支 集 外 用 有 零 延 拓 )， 这 引导 我 们 用 BB" 代 
玲 卫 和 用 Ri foEBRw mm>0} 代替 B+ 然后 我 们 将 证 明 下 述 结 
果 ， 
定理 26.3 属于 0O>(B") 的 函数 在 Ri 上 的 限制 在 玉 "(R:) 中 秽 ， 


在 下 面 的 叙述 中 , 我 们 把 BR" 等 同 于 超 平 面 2*~0， 我 们 可 - 


以 定义 作用 在 函数 fEO?(R” 在 了 + 上 的 限制 上 的 迹 映射 ?y: 
?7( 力 是 了 在 超 平面 必 一 0 上 的 限制 . 
定理 26.4 迹 映射 7 可 延 拓 为 一 个 从 H"(R4) 到 HR" 
上 的 连续 线性 映射 . 

从 这 两 个 定理 容易 推出 我 们 上 面 所 述 的 三 个 论断 (26. 4)， 
(26.5) 和 (26.6). 只 和 需 利 用 在 % 和 w% 的 支 集 (在 BB 中) 的 邻 域 中 
等 于 二 的 截断 函数 和 EO0>(B) 芭 可 ， 注意, 我 们 有 乘法 性 质 . 
(26 .7) YU 一 7(O)y(O0，2pEOF(R)，vLE H" (BR'). 
事实 上 , 当 久 本 身 是 O07 (BR") 的 一 元 素 的 限制 时 (26.7) 是 对 的 ， 因 
而 ,由 定理 26. 3 和 26. 4， 对 于 所 有 wE€ H"(R3), (26.7) 也 是 对 
的 . 

定理 26.3 和 26.4 表现 了 在 “ 迹 ”问题 的 变换 中 的 最 后 一 步 , 
如 果 要 把 事情 作 得 稍微 抽象 一 些 , 证 明 这 两 个 定理 也 是 不 难 的 , 主 
要 之 点 是 把 "(BR") [或 者 ， 有 "(BR')] 解 释 为 实 直 线 R' 上 的 (或 
者 , 正 半 直线 Ri 上 的 ) 一 一 在 其 上 变量 是 人 ”一 一 函数 的 空间 , 这 些 
函数 取 值 于 前 面 % 一 1 个 变量 x = (ww,，…':, ww”1) 的 某 个 适当 的 机 
数 空 间 中 .更 明确 些 , 我 们 将 把 wE HBR” 视 为 Be 上 的 一 个 
DL 函数 , 取 值 于 ,H"(BR"“) 中 ,具有 下 述 附 加 的 性 质 . 
(26.8) ”对 于 每 个 j=0, 二， m, Div€E (BRB; H™’(B"!)), 
我 们 已 令 Di= 一 ~ 一 19/6w"， 我 们 用 记号 (下 ; 加) 表示 测度 空 
间 (了 ,az) 中 取 值 于 Hilbert 空间 召 中 的 到 函数 的 空间 ， 显然 ， 
(26.8) 构 成 豆 ”(R”) 的 一 个 等 价 定 义 。 类 似 地 ，wE BH"™(B') 可 
视 为 及 + 上 的 一 函数 , 它 使 得 
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(26.9) 对 于 每 个 j=0, 1 …, m, Diw€ TPR 五" 一 (BoD)， 
还 有 ，H"(B") 上 的 范 数 一 到 目前 为 止 在 这 个 空间 中 我 们 曾 考 
虞 过 的 任 一 范 数 一 等 价 于 下 述 范 数 
{SB Dati 
用 了 符 换 R*, 用 Rt 痊 换 R1, 关于 H"(B4) 我 们 有 类 似 的 组 
述 . 


”定理 26.3 的 证 明 


令 uE H"(B%)， 我 们 将 利用 其 特性 (26.8)，. 关 于 “ 模 截 变 
量 ”w 一， ww*” 截断 并 将 其 正规 化 ， 我 们 看 到 , “是 有 下 
沁 棋 大 的 信 数 的 一 个 序列 在 有 "(BR4) 中 的 极限 . 
(26.10) ”存在 BR" 的 一 个 (依赖 于 % 的 ) 紧 子 集 帮 ,使 
得 对 每 个 实数 s 和 每 个 j=0, 1,.…, m, 有 
DjE 天 (Ri HE)). | 
我 们 提出 (26.10) 是 为 了 避免 用 空间 (Ri; O02 (KK')), 它 可 能 使 
读者 花费 较 多 的 时 间 ; 从 我 们 的 观点 米 看 , 当 应 用 于 大 的 时 (s~ 
十 co)，(26.10) 是 有 意义 的 . . 它 有 只 包含 一 个 值 域 Hilbert 空间 
卫 一 Hs(K') (至 少 , 对 于 任 给 的 史 这样 的 方便 之 处 . 用 卫 表 示 及 
中 或 及 + 中 的 变量 ， 我 们 知道 ， 对 每 个 j=0, 1,…, m, 有 4 E 
32(BR4; 马 )， 此 时 若 了 <mm, 则 wv 中 在 Bi 中 必定 是 绝对 连续 的 ; 


1 事实 上 , 当 j< 冯 时 ,wo 可 作为 连 球 函 数 延 拓 到 BR1 在 Ri 中 的 闭 
包 上， 因而 可 以 谈论 召 的 元 素 wo(+0) 0-0 mr 人， 令 


“GECz(CRD (例如 是 实 值 的 ) 在 原点 的 一 邻 域 中 等 于 二 并 在 整 
个 实 直线 及 : 上 如 下 地 定义 一 新 函数 了 (从 : 


VQ)=2(t) 车 0; VF()= 40P3 和 GE 若 t<<0. 
则 六 (9) 的 阶 数 mn 的 (小 义 ) 导数 痢 是 注 续 冰 要 ; Vm 属于 
IA(B4 如)， 并 当 t>0 时 它 等 于 om， 再 令 pE07(B*), | ol- 
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十 1]， 并 令 ps( 四 一 e p(t/8)，e>>0， 当 8 王 十 0 时 ， 对 于 任 何 
7 二 0,…, Mm， 有 ”i 


(各 (pe 了 ) 趋 于 V5 在 如 (BA 大) 中; 


因而 S| pT) Hod > 0 
我 们 知道 ， poxV 是 取 值 于 如 = H*(K) 中 的 0" 函数， 但 s 任 意 
大 ， 而 我 们 的 亚 的 定义 不 依赖 于 s 因而 pxV 是 1 的 取 值 于 
02(K') 中 的 0” 函数 ?， 用 变量 t 一 z 的 截断 函数 (具有 紧 支 集 包 
合 于 Rt 中 的 Or 函数 ， 它 在 一 尽 可 能 大 的 区 间 上 等 于 -1) 与 px 
相 乘 , 我 们 得 到 一 个 属于 Cz (BR") 的 函数 的 序列 , 它们 在 RS 上 的 
限制 在 4”(B4) 中 收敛 于 | 

证 毕 . 


定理 26.4 的 证 明 


(26.11) ”存在 一 常数 OQ>0, 使 得 如 果 入 是 属于 0> (BR*) 
” ”的 任 一 函数 在 BR 上 的 限制 , 则 有 
(26 .12) [yu sm SO ul gn. 
令 WUE 29) 表示 w(o) 关于 w= (人 27 的 Fourier 弯 
换 ， 我 们 有 


(26.13) 12( 0 一 Re 站 26 人 DC Hd 


在 (26.13) 的 两 边 乘 以 (上 16|)"13, 并 关于 名 在 且 。; 上 积分 ， 
由 Qauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 有 : 


(26 .14) re) (ee, DE t) ad | 


2 1/9 
dr"de | 


OV” 


Ce 


”1) 详 者 注 : 原文 将 Ce (K”) 误 为 C2 (EK)。 
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x{) rie ly wn) ret} 
如 果 利 用 第 227 页 关于 H™ (了 3 ) 上 范 数 的 注 ， 那么 立即 看 到 
(26.13) 和 (26.14) 的 结合 蕴涵 着 (26 .12). 
-我们 来 证 明 y 把 瓦 ”( 及 4) 喘 到 五” 2 2(R" 1) 上 ,为 此 , 构造 
?7 的 右 这 天 一 一 事实 上 是 构造 从 严 ” 2 (有 5) 到 及 "(B14) 中 的 
一 个 连续 线性 映射 , 它 使 得 对 于 所 有 的 wE H"”W2， 有 YY(Kw) 
VD， 只 需 对 4E.Y(BR"1!) 构造 Kw 即 可 ， 令 5 人 2) 表示 % 的 
Ironurier 王 换 ,那么 Kv(z) 将 是 函数 
(26 .15) 2(€ exp(— (+1€ D0) 
关于 &' 的 Fourier 逆 变 换 . 换 句 话说 ， 
(26.16) Kw(@) = (2n) "| oxp[iLw’, &> 
( 工 十 |é’ 12)1/2% "ve de”. 
显然 , 对 于 2*' 宇 0， 半数 (3. 15) 属 于 (R12)， 并且 , 如 果 jm， 
刚 : 


| jp [a de 


= Qo" a 二 |E 2)m /36xp[—2(1 
十 | 全 全 2(€) [aé' do" 


一 -一 一 | |z Hm-(C4+1)2( BR- 1) < | 也 人 Hm-1/2(R"-1y)y 


它 指出 了 开展 "了 -> 及 "(B14) 是 连续 的 . 由 于 (26.16)， 
显然 有 Yl(K?v) = 证 毕 . 
注 26. 1 .从 (26.16) 我 们 得 到 
(0/ ow) Kw (1— ， 入 (9182) ) Ko, 
因而 Kv 是 RR 中 下 述 Cauchy 问题 的 解 
(26.17) (DKv=0, 
(26 .18) yy(KY) =0. 
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现在 可 以 在 H"(BR%) 上 定义 所 有 的 阶 7 < 的 迹 .， 事实 上 ， 
(yaono); 把 百 "(B3) 映 入 "(BE) 中 ， 而 迹 映射 > 把 后 者 映 到 
HY™- 了 一 /2(R" 1) 上 ， 今 
(26 .19) y’ (Wu) =7 (0/02") ww). 
这 样 ,yi 就 是 一 连续 线性 映射 H"(B1) 一 五 "人 172(R" 
现在 回 到 具有 光滑 边界 荆 的 有 界 开 集 Q 的 情形 如 果 我 们 
记 住 局 部 化 和 边界 平坦 化 意味 着 什么 , 那么 就 可 看 到 , 现在 必须 以 
入 的 法 方向 上 的 偏 导数 8/8y 去 代替 9/8w*， 自 然 , 离开 了 边界 , 向 
量 场 9/6v 不 可 能 有 定义 , 但 是 当 我们 考虑 在 忆 上 的 迹 时 ,离开 边 
界 后 发 生 什么 事情 就 无 关 紧 训 了 ， 因 而 , 令 
(26 .20) yi(w) =Y{ (0/0v) 0), wvE H”*(Q), 0<ij<m 
就 有 意义 了 . | 
定理 26.5 今 Q 是 BR 的 一 个 具有 光滑 边界 荆 的 有 界 开 子 集 , 它 
位 于 工 的 一 侧 ， 车 0<j<m， 则 j 了 了 阶 迹 y 是 一 个 从 五 "(C) 到 
及 ”I-32( 了 ) 上 的 连续 线性 映射 
自然 , 我 们 必须 证 明 这 个 定理 的 “上 映 上 ”部 分 ， 通过 局 部 化 和 
边界 的 平坦 化 , 我 们 容易 把 它 归结 为 证 明 Bi 中 类 似 的 定理 : 
定理 26.6 ”如果 07 二 m, 则 7 {把 五 ”( 了 4) 上 喘 到 已 (BY ) 
上 . 
我 们 已 再 次 把 R*-1 等 同 于 超 平面 x*~0. 
证 明 今 0 CE HY™-i -1/2 (BR ). 置 
(26.21) Ku(w) = i i i |exp[i Lo 名 
一 (十 | 如 | 人 ao] (Lt | D9) GE 
显然 , 当 mm=0 时 (eva 开始 =v 用 上 页 了 = 0 的 情形 中 所 用 的 
相同 方法 , 可 以 看 到 天 NE 五 "(R4)， | 证 毕 . 
我 们 证 明 五 "(Q) 和 五?(9) 的 一 些 富有 启发 性 的 性 质 来 结 
” 束 这 一 节 ， 下 面 不 再 进一步 声明 ,我 们 总 假设 Q 是 有 界 的 ,有 光滑 
的 边界 , 并且, 2 在 它 的 边界 的 一 侧 . 
定理 26.7 对 于 0 的 限制 把 五 "(B") 映 到 H"(Q) 上 . 
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， 虽然 在 定理 26.7 的 证 明 中 我 们 将 假设 mw>0， 但 是 当 m=0 
时 定理 26.7 自然 也 是 对 的 , 定理 26.7 说明 每 个 fE 及 ”(Q) 可 延 
拓 到 BR" 上 为 五 "(R") 的 元 素 . 通过 局 部 化 和 边界 的 平坦 化 , 定理 
26.7 的 证 明 归 结 为 B* 中 类 似 的 定理 的 证 明 . 
定理 26.8 在 有 上 的 限制 把 互 "( 了 及) 上映 到 HH"(R?) 上 . 

证 明 “我们 只 说 个 大 意 ， 令 wE 五 "(R3)， 而 yzGo) 是 它 的 了 阶 
迹 , j 一 0,…, m 一 1， 令 vo 是 及"(B*) 的 任 一 元 素 使 得 对 每 个 
j= 二 0,…, m 一 1 有 Yi(W) 一 Yi(v) (自然 , R 一 {rE BBR"; ?<0}; 这 
里 , 迹 意 味 着 在 超 平面 z* 一 0 上 的 迹 )， 令 双 表 示 当 zx*>>0 时 等 于 
wu， 当 信 达 0 时 等 于 4b 的 函数 .如 果 我 们 把 嫌 看 作 om(E 且 9 的 函 
数 ， 取 值 于 关于 wz € BR"1 的 广义 函数 空间 中 ,那么 容易 验证 它 有 
直到 m 一 4 阶 的 连续 导数 , 并 且 对 于 任何 KCO<k<m)，(9/9%")?w 
是 一 个 当 w'>>0 时 等 于 (8/9w”) ww， 当 wr<0 时 等 于 (8/82)%w 的 
函数 .由 此 得 到 , (8/6%") 六 是 w* 的 函数, 取 值 于 H”*(B3!) 
中 . 证 毕 , 

注 26.2 在 上 面 的 证 明 中 如 果 知 道 对 每 个 4<m 有 Yi(w) 一 
0, 那么 可 以 取 vw 二 0， 此 时 如 即 为 % 的 在 R* 中 取 零 的 延 拓 . 

令 ? 是 从 五"(2) 到 


1 H™- 4 一 ad7) 


中 的 映射 wF> (7000 ，…， 7 )、 
”定理 26.9 了 在 五 "(8Q) 中 的 核 恰 为 H3(0).， 

因为 0? (Q) CKery, 因此 肯定 有 He (2) CRKery. 我 们 还 必 
须 证 明 相 反 的 包含 关系 . 通过 局 部 化 和 边界 的 平坦 化 , 我 们 把 它 
归结 为 证 明 及 + 中 的 类 似 的 定理 : 
定理 26.10 7 了 在 五 "(B3) 中 的 核 怡 为 HYCBS). 
证 明令 wxEKery、 由 于 注 26.2,v 到 及 "的 延 拓 4- 一 在 及 4 的 
余 集 中 ， 令 趣 = 0 一 一 属于 万 "( 有 ID) ， 另 一 方面 , 是 由 ws 人 (= 
(wr 一 8) 定义 的 函数 we 当 s 一 二 0 时 在 五 "(R34) 中 的 极限 . 
因为 后 者 的 支 集 离 及 + 的 边界 的 距离 之 8， 因此 它们 属于 HS 及 +) ， 


1 


是 
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因而 包 也 属于 HH5 (BR'). 证 毕 ， 

注 28.8 令 vE "(OQ)，, 并 令 如 表示 4 到 BR" 的 延 拓 , 它 在 0 
的 余 集 中 为 零 .自然 地 ，vE [2 (BR"), 但 是 一 般 4 不 属于 HH”(BR"). 
我 们 曾 看 到 当 wE HW(Q) 时 ，WwE BH"*(BR").， 事实 上 ， 这 是 使 
2 E 五"( 及 ") 的 唯一 的 情形 (习题 26.1). 


附录 ” 太 ”…? (32) 的 元 素 到 R* 上 的 延 拓 


虽然 本 节 的 迹 映 射 定 理 (定理 26.2, 26.4 到 26.6, 26.9 和 
26.10) 对 于 pz#2 的 空间 妃 ”z 而 言 没有 简单 的 类 似 物 ， 但 是 一 些 
其 它 的 结果 , 例如 定理 26.1， 当 p#2 时 仍然 是 对 的 ， 我 们 将 扼要 
地 指出 如 何 证 明 它 们 . 整个 附录 中 , wp 是 任何 正 数 , 1<p<< 十 o0; ， 
m 是 任何 整数 , mm>>0. 用 某 种 比 这 一 节 中 所 证 明 的 形式 稍微 更 一 


般 的 形式 叙述 这 些 结果 是 方便 的 . 更 明确 一 些 ， 我 们 不 假设 工 一 


98 是 0” 超 曲面 ， 而 仅 假 设 它 是 om 的 ， 在 这 一 节 中 这 也 是 力 所 
能 及 的 ， 考察 一 下 证 明 就 使 读者 容易 确信 这 一 点 (为 简单 起 见 , 也 
为 了 有 对 于 任何 m 都 成 立 的 命题 , 我 们 没有 这 样 做 ). 

定理 26.A.1 令 m% 是 一 非 负 整数 , p 是 使 T 生 2<< + co 的 一 数 , 8 
是 BR* 的 一 有 界 开 子 集 , 其 边界 9 是 一 C" 超 曲面 .那么 ,属于 
O%(BR") 的 函数 在 2 上 的 限制 在 五"?(2) 中 和 再 . 

证 明 ”通过 局 部 化 和 边界 的 平坦 化 ， 我 们 把 这 里 的 证 明 归 结 为 证 
明 一 个 (236.4) 型 的 命题 .必须 记 住 , 为 了 拉平 边界 , 我 们 可 以 利用 
的 微分 同 胚 一 般 不 是 0” 的 而 只 是 C” 的 .与 (26 .4) 类 似 的 命题 


(26.A.1) 令 uE€ 瑟 ”?(B+) 的 支 集 包 含 在 B 的 一 紧 子 

集中 ， 那 么 入 是 一 函数 列 在 五 "?(B+) 中 的 

极限 , 这 些 函 数 是 0 CB) 的 元 素 在 B+ 上 的 

限制 . 
自然 , 可 视 为 H"…?(R*) 的 一 个 元 素 ， 其 支 集 包含 在 B 的 一 紧 
子 集 中 ， 通 过 重复 定理 26.3 的 证 明 , 可 以 证 明 下 述 定理 , 它 显然 
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蕴涵 着 (26.A .1). 
定理 26.A.2 令 mn 是 任 一 非 负 整 数 ，p 是 任 一 使 1<p< 十 oo 的 
数 ， 则 属于 Cz (BR") 的 函数 在 Ri 上 的 限制 在 及"? (BR) 中 稠 . 

定理 26.A.2 的 证 明 与 定理 26.8 的 证 明 是 一 样 的 ， 除 了 
必须 处 处 以 严 代 赫 严 之 外 ， 特 别 必须 用 五 *( 民 ) {we 
HR"1!); supp wCK 代替 空间 HH:(K”). 不 过 现在 s 是 一 全 
意 大 的 整数 ，H”?(K’') 是 一 可 分 Banach 空间 . 在 论证 中 其 它 
方 不 用 再 改 ， 

Om(B") 中 的 函数 在 Q 上 的 限制 显然 属于 0"(D)， 即 人 Q 中 
Ow 函数 的 空间 ， 这 些 函 数 的 阶 数 入 mm 的 导数 可 延 拓 为 2 的 闭 包 
“上 的 连续 函数 .事实 上 , 如 果 定 理 26.A.1 中 的 假设 被 满足 , 则 ， 
x 2 上 的 限制 映射 re 把 C2(BR") 映 到 O"(9) 上 ， 此 时 不 难 构 作 
Fo 的 右 逆 80: O™ (0) -> OY (BR”), 它 在 0O™(Q) 被 赋予 五 ”OO) 的 
范 数 而 07 (有 9) 被 赋予 吾 ”…? (BR") 的 范 数 时 是 连续 的 , 令 9 是 Cr (2) 
的 一 个 任意 的 元 素 ， 经 过 局 部 化 和 边界 的 平坦 化 之 后 ,我们 可 以 
假设 2= B+, 并 设 9 的 支 集 包 含 在 B 的 一 紧 子 集中 , 对 于 2’<0， 


今 


PL) -pe, 一 pig ， Wi>0, 1=0, .°°, m, 
并 如 此 选取 实数 入, ,使 得 9 在 超 平面 ”一 0 上 的 每 个 Xb 阶 (0 、 
<) 迹 等 于 9 的 相同 阶 数 的 迹 。 如果 


(26.A .2) > ut— (—1)’, j=0, m, 


则 上 述 即 真 ， 它 比 用 2 的 Taylor 展 式 来 延 拓 要 好 ， 好 处 在 于 此 
时 可 用 9 在 瑟 %?(B3) 中 的 范 数 来 估计 92 在 互 "?R*) 中 的 范 
数 ， 事 实 上 , 对 于 某 个 只 依赖 于 mw p 和 和 ,pi 的 常数 C, 我 们 有 
、 1g | aes SO 9 samcns. . 
然后 令 ， 对 于 好 > 0 B=g; 对 于 wr<0, =g， 此 时 我 们 知道 ， 
5 的 支 集 是 B 的 一 紧 子 集 , BE Os(B) 且 

[Bam ON 9) mscpe). 


现在 可 以 回 到 最 初 给 出 的 开 集 Q， 经 过 整理 , 得 到 下 述 定理 . 
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定理 26.A.8 令 m ,pp 8 如 定理 26.A.1 中 所 述 . 令 2 是 及 * 的 


包含 2 的 闭 包 号 的 任 一 开 子 集 ， 则 存在 线性 映射 

so O™(Q) 一 O8 (2o)， 
使 得 rogo 一 一 一 0"(2) 的 恒 等 映 射 ， 当 Cm (2) 和 Co 分 别 
被 赋予 瓦 "?(2) 和 五 "?(2o) 的 范 数 时 ，so 是 连续 的 . 

从 定理 26.A.1 推 得 , CO"(5) 在 互 ”"?"(@) 中 稠 ， 因 而 有 
推论 26.A.1 定理 26.A.8 中 的 映射 so 可 延 拓 为 一 连续 线性 映 
射 五 %?(Q8) -> HY?(8o).， 映射 ro 一 -在 2 上 的 限制 一 一 把 
万 42(2o) 上 映 到 五"?(9) 上 . 

注 26.A.L1 考察 一 下 构造 延 拓 映 射 so 的 方法 即 可 发 现 ， 它 
可 以 选择 得 与 p(1<2<< 十 ce) 无 关 , 并 使 得 对 每 个 大 = 0 二, 到， 
它 是 从 囊 ”?(Q) 到 有 5?(Qo) 中 的 连续 映射 。， 


习 题 

26.1 令 虽 是 Rr 的 一 有 界 开 子 集 具有 0” 边界 工 ; 假设 只 在 卫 的 一 
侧 . 令 m 是 一 不 小 于 零 的 任意 整数 ， 证 明 , H8(Q) 是 H"(R") 的 一 子 空间 
在 限制 映射 roCRn* 中 的 广义 函数 在 Q 上 的 限制 ) 下 的 象 , 此 子 空间 由 H"(R") 
”中 支 集 包含 在 台中 的 函数 组 成 . : 

26.2 令 虽 是 Br 的 一 有 界 开 子 集 ,关于 原点 它 是 星 形 的 (star-shaped) 
(这 意味 着 ,如 果 z 是 台中 的 任 一 点 , 则 连接 0 到 zxo 的 闭 直 线段 包含 于 9 中 ). 
证 明 ，R* 中 的 0” 函数 在 8 上 的 限制 在 互 "(9) 中 稠 . 

26.3 令 Q={(vw,Y) ER <1}, QoQ\{0}， 证 明 , 在 2o 上 的 
限制 映射 把 五 "(8) 映 到 .五 "(Po) 的 一 闭 线 性 子 空间 上 .， 

26.4 ”利用 与 习题 26.3 中 相同 的 记号 . 给 (CQ) 赋予 内 积 DCw, v) = 


| eraa Cerad dz ( 它 确定 一 等 价 于 标准 结构 的 Hilbert 空间 结构 ). 证 


明 , 如 果 w€ 五 1C2o) 正 交 于 [对 于 DCw, v) 而 言 ] Hi*(8) 的 所 有 元 素 的 限制 ， 


则 必定 有 
/一 人 (CD) (logr) +h, 

其 中 天 是 单位 圆 盘 2 中 的 调和 函数 ,而 8(D) 是 Rn" 中 的 常 系数 微分 算 子 . 由 
此 推导 , w 必须 恒 等 于 零 , 并 且 , 在 8。 上 的 限制 把 EL), 因而 也 把 五 (Rn)， 
映 到 五 Ceo) 上 ， 


A, 
1 一 
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26.5 用 与 习题 26.4 中 相同 的 记号 . 证明, 从 C248o) 到 CC2) 中 的 自 
然 内 射 可 延 拓 为 一 个 从 瑟 i(80) 到 五 ;8G9) 上 的 等 距 映 射 ， 由 此 推导 , 存在 属 
于 互 i(2o) 的 0” 函数, 它 在 原点 的 一 邻 域 中 醒 等 于 1. 

26.6 令 瑟 是 一 复 Hilbert 空间 .证 明 ,存在 一 有 界线 性 算 子 e: Hi(R!， 
E) > H1(R1; B)， 使 得 对 于 任何 we 1(R1; 怠 ), su 在 Ri 上 的 限制 等 于 
《应 用 定理 26.A.3 证 明 中 的 方法 )， 再 令 8' 是 了 Re- 的 一 开 子 集 . 利用 上 面 
的 结果 证 明 ， 存 在 一 个 从 (02'x RI) 到 HH1(8' x Ri) 中 的 连续 线性 延 拓 映 
” 射 ( 即 ,限制 映射 的 一 个 连续 右 道 ). 令 (BR4)" 表示 1 个 开 的 正 半 直线 的 积 .证 
明 , 存在 一 个 从 五 :( (BRB,)") 到 五 (BR") 中 的 连续 延 拓 上 映射 ， 令 中 是 一 凸 多 面 
体 ， 也 就 是 一 个 有 限 点 集 的 凸 包 的 内 点 集 ， 证 明 ， 存 在 一 连续 的 延 拓 映射 
“ H1(Q) —> Hi(R"). ' 

26.7 令 8 是 Br 的 一 有 界 开 子 集 ， 使 得 “Rr 中 的 函数 在 2 上 的 限制 ” 
的 映射 *o, 即 看 作 连 续 线 性 映射 了 "(BR") -> 五 "(@), 有 一 连续 右 逆 so (参看 
定理 26.A.3)， 证 明 ， 对 于 任何 整数 Xx<m(%k 可 以 是 负 的 )， 从 Hm(Q) 到 
H*(0) 中 的 自然 内 射 是 紧 映 射 这 是 经 典 的 Rellich 引 理 的 一 个 标准 的 叙述 ; 
另 一 叙述 是 命题 25.5). 


27， 回 到 Dirichlet 问题 
直到 这 上 界 的 正规 性 


: 令 0 是 BR" 的 一 有 界 开 子 集 ， 其 边界 是 一 C” 超 曲面 六 Q 位 
于 工 的 一 侧 ， 出 于 在 $ 26 中 所 得 到 的 结果 ， 现 在 我 们 可 以 对 于 
( 非 齐 次 ) Dirichlet 问题 的 弱 形 式 给 出 一 个 简洁 的 表述 : 

(27 .1) 给 定 任 一 JE 五 一 (@) 和 任 一 g€ "OY(T), 求 

wuE 万 (2) ,使 得 . 

(27 .2) (A—A)u=f 在 名 中 ， 

(27 .3) : 7 (0 一 9. 

我 们 回忆 一 下 , YQ 是 丸 在 全 上 的 迹 。 由 于 定理 26.2 我 们 知道 ， 

存在 56 "(0Q), 使 7Y(V) 一 9， 因 而 , 令 w=w 一 2, 就 把 上 述 问 题 

变 为 求解 下 述 问 题 [在 有 石 `(8) 中 ]， 

(27 .4) (A 一 人 Jw 在 介 中 ，Y Ww) 一 0， 
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其 中 五 =f 一 ww 十 加， 由 定理 26.9 我 们 知道 ，Ylw) 一 0 等 价 于 
wE Hi(Q)， 如 果 应 用 定理 28.1, 则 对 于 实 的 非 负 的 入, (27 . 少 与 
问题 (27 .2)-- (27.3) 一 样 , 都 有 一 唯一 的 解 ， 我 们 可 把 它 叙述 为 
定理 中.1 今 0 是 Br 的 一 有 界 开 子 集 ， 其 边界 是 一 0” 超 曲面 
,8 位 于 工 的 一 侧 . 令 和 是 任 一 非 负 的 数 ， 则 映射 : 
(27 .5) : UHF> (Mu Adu, (WW) 
是 从 及 1(Q) 到 互 +(8) x HY3(T) 上 的 同 构 . 
现在 , 来 研究 下 述 问题 . 假设 我 们 加 强 问题 (27.1) 中 数据 f, 9 
的 正规 性 要 求 ; 此 时 , 关于 解 的 正规 性 我 们 能 说 些 什 么 呢 ? 作为 
这 个 问题 的 部 分 回答 , 我 们 将 证 明 下 述 结果 : 
定理 鸡 .8 在 与 定理 27.1 相同 的 假设 下 ， 令 mm 是 任 一 严格 大 于 
零 的 整数 . 则 映射 (27.5) 是 从 Hm"(@) 到 吾 ” 2(2) x H"Y3(T) 上 上 
的 同 构 ， 
证 明 ”我 们 必须 证 明 的 是 ， 如 果 fE€H"3(8), .€ H™W2(T)， 
则 (27.2) 一 (27.3) 的 解 w 一 一 我 们 知道 它 属于 五 1(Q) 一 一 事实 上 
属于 瓦 "(2) ， 因 为 我 们 总 能 用 v 一 "代替 w 这 里 2€ "(0Q), 且 
使 y(o) =9 (由 定理 26.2), 因此 只 需 在 g 一 0 时 证 明 此 事实 即 可 . 
为 了 证 明 我 们 的 结论 , 我 们 将 利用 局 部 化 和 边界 的 平坦 化 , 事 
实 上 将 利用 $ 26 开 首 处 引进 的 介 的 同一 开 窗 六 Vo, Ty,…,V， 
和 同一 单位 分 解 bo，L1,…,，《:， 注意 ， 对 每 一 个 j=0, 1,…, 7， 
有 . . 


(27 .6)， (一 小 (5a0 = 方 在 中， 
其 中 _ 
加 (27 .7) fy= Cf +2 grad Cs;, grad w+ (AC uu,. 


假设 我 们 已 经 证 明了 wu€ H*(0), 1<k<m， 此 时 访 显 然 属于 
H*-1(Q)， 我 们 将 证 明 这 蕴涵 着 uE€ 及 "1(Q)， 因 为 当 =1 时 我 
们 的 假设 EH*(Q) 是 确实 的 ， 因 而 由 关于 6 的 归纳 将 得 到 我 们 
的 论断 . 

由 下 述 引 理 容易 解决 j= 0 的 情形 ; 
引 理 2.1 令 vE HI(BR") (>0) 使 得 一 人 voE HYYCBR"”)， 则 
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VE HHI(R"). 
证 明 我 们 有 一 人 v= 信 一 候 v 十 (一 和 9%, 并 且 1 一 4 是 一 个 从 
HsH1(BR") 到 及 -1(BR*) 上 的 等 距 映 射 ( 对 于 任何 实数 ， ”证 毕 . 

从 现在 起 我 们 把 注意 力 集中 于 和 > 0 的 情形 ， 这 意味 着 也 与 
边界 超 赐 面 一 相交， 注意， 我 们 可 以 把 每 个 记 选 得 如 我 们 所 要 
求 的 那样 小 (自然 ， 这 或 许 会 迫使 我 们 增加 覆盖 {F} 中 元 素 的 个 
数 *,， 并 扩大 “中 心 ” 元 素 Fu 一 一 但 这 些 事实 不 会 影响 下 面 的 论 
证 ). 

这 样 , 我 们 将 对 于 人 0 研究 方程 (27.6);. 事实 上 将 去 掉 下 标 
地 记名 以 代 震 yw, 记 玉 以 代 震 六 i, 记 -f 以 代替 fj, 等 等 . 这 样 ， 
就 有 | 
(27 .8) 一 了 w= 了 在 VN8 中 ， 

这 里 EH3(V N8)， 此 外 必须 记 住 , 现在 

” (27.9) 及 中 suppw supp 的 闲 包 是 六 的 紧 子 集 . 

我 们 必须 证 明 的 是 下 述 结论 , 它 蕴涵 着 我 们 所 要 的 结果 : 

(27 .10) ”如 果 i 志 km, 并 有 旦 如 果 wE H*(V 站 Q)， 
feEH*"1(QNV), 则 EH*iV NO). . 

我 们 再 一 次 指出 , 如 果 (27.10) 中 的 假设 被 满足 ; 则 一 人 w= 了 十 

(1 一 和 wuE H*-1(V 由 Q)， 这 意味 着 我 们 可 以 假设 入 等 于 1. 

我 们 从 把 边界 平坦 化 开始 ， 这 样 的 手续 可 以 用 我 们 所 愿意 的 
任何 一 种 方式 来 施行 ,但 是 我 们 将 利用 Laplace 算 子 的 特殊 性 质 来 
施行 此 种 手续 (尤其 是 利用 Laplace 算 子 的 旋转 不 变性 )。 这 将 简 
化 我 们 的 叙述 , 但 决 不 是 本 质 的 .同样 的 推理 适用 于 所 有 的 有 0” 
系数 的 .其 主 部 是 Hermite 二 次 型 的 二 阶 椭圆 算 子 . 

首先 ,不妨 假设 点 zo 是 BR" 中 的 原点 ， 其 次 , 如 有 必要 , 在 BR， 
中 作 一 个 旋转 , 之 后 就 可 以 假设 工 在 z 处 的 法 线 是 ”坐标 轴 . 事 
实 上 ,此 时 可 设 矿 六 由 方程 中 =p(o') 所 定义 ， 这里， 如 往常 一 
样 ，w 一 (2 一 2"! ， 然 后 令 Y=wv 如 = 如 一 pz) ， 因 为 我 们 
可 能 要 缩小 六 (至 多 有 限 次 ! ), 我 们 就 能 指出 ， 在 了 的 x 方向 投 
影 的 一 个 固定 的 开 邻 域 环 ' 中 , p 有 定义 并 为 Cr 的 ， 上 上面 的 变量 
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加 -3 ( 2 国 Op ， 局 ) — 2 ) 
必须 注意 


(27 .11) grad g (0) 一 0. 
擂 令 U, 了 表示 wf 在 新 坐标 y 中 的 表达 式 . 我 们 有 
(87 .12) QU 了 在 VNQ 中 ， 


显然 UE iV NN 8).， 事 实 上 ，suppU 和 supp 卫 都 包含 在 的 
紧 子 集中 ,因而 可 把 7 视 作 3(B?) 的 一 元 素 ,同时 可 把 万 视 作 
H*1(B4) 的 一 元 素 。 于 是 我 们 必须 证 明 , 如果 UE AH*(B3), 那 
么 事实 上 UE TCRY)， 
和 记 Q= (i—D)+R, 
其 中 

R23 Be mr lerrdol( Br) + (dp) Br. 
使 和 忆 作 用 在 支 集 包含 在 的 紧 子 集中 的 函数 上 . 这 样 ,在 VV 
之 外 忆 无 定义 这 一 事实 将 无 关 紧要 .虽然 如 此 ， 为 了 避免 在 叙述 
时 过 分 复杂 ， 我 们 将 把 8 (用 任何 方式 ) 延 拓 为 整个 空间 BR" 中 的 
0? 函数 ， 这样, R 就 处 处 有 定义 了 . 

我 们 来 指出 ?如 何 证 明 论断 (27.10) .构造 一 个 线性 算 子 Go， 
使 得 对 任意 整数 一 0, 1 …, 下 述 事实 成 立 : 
(27.18) Go 诱导 出 一 个 有 界线 性 算 子 H*1(B’) -> 

Hi(B’); z z 
(27.14) ”对 于 任何 支 集 包含 在 刻 中 的 wE ert(RY)， 
GoQw 一 w 局 于 H*"? (BR). 

于 是 ,如果 假 设 UE HH"BRIY) 和 -QUE JH*1(B4), 这 里 >1, 
则 从 (27.18) 就 推 得 GoFE HH**+(B4) ,从 (27.14) 就 推 得 U 一 GoP 
也 属于 及 "(BA4), 因而 U 也 属于 H*+1(B). 


1) 译 者 注 ， 从 此 处 至 定理 27.2 证 明 的 结束 , 原 书 有 误 ， 这 一 部 分 是 根据 作者 寄 
来 的 修改 稿 翻 译 的 。 
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算 子 Co 的 构造 


令 wy 是 的 任意 一 点 我 们 用 :下 述 记 号 . 
Qo = Wo (Yo, OY) 


二 1 一 4+2 写 -让 《V0) 一 一 一 BA — lgrad 9 (yo) | (总 了 -) . 


因为 显然 存在 BR" 和 的 个 线 作 入 把 & 变 为 1 一 4, 因 此 就 
确定 一 个 从 HCBR4 ) 到 已 了 ) 了 我 们 先 着 手 给 出 其 
逆 同 构 
x*EOF(R” ), 它 在 V 中 等 于 1; 对 于 任 一 ,ec HH" (BR4), 令 

Gow (Y) =X(Y) [Gi (Yo0) 2 (9) | | ys=y. 

自然 ， 只 需 对 于 五 "(B33) 的 一 个 稠 子 集 中 的 4 定义 Go 即 ， 
可 . 把 2 取 为 在 Bi 的 闭 包 中 是 Cr 的 ,在 一 个 有 界 集 的 外 部 等 于 
零 . 我们 必定 有 
(27 .15) QoGV = 1. 
关于 = (2) 人 Fourier 变换 是 自然 的 ; 令 表 示 ， 
关于 wy 的 Fourier 机 网 

一 Gr jm TE Ra. 

方程 (27.15) 可 改写 为 


(2 -0 )( Br +o) G7 = 一 9, 


h 

-== (1+|grad p(y0) | 六 [十 | 人 上 一 人 gradg(yo)) 

+ 1grad gp (yo)}. 

由 于 (27.11) 我 们 看 到 , 如 果 六 充分 小 , 则 ps 的 实 部 具有 p 的 阶 . 
这 样 就 归结 为 在 >0 中 求解 一 个 依赖 于 参数 中 (和 的) 的 常 微分 
方程 ， 关 于 其 解 , 我 们 有 两 个 基本 的 要 求 ， 第 一 ， 当 名 一 0 时 解 必 
须 等 于 零 ; 这 相应 于 Ga% 必须 属于 有 3(R") 这 一 事实 ， 第 二 , 关于 
1 ， 解 必须 是 缓 增 的 ; 这 是 必要 的 , 如 果 G40? 是 B3 中 的 一 个 广义 
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函数 关于 % 的 Fourier 变换 ， 我 们 将 看 到 , 满足 这 两 个 要 求 是 可 
能 的 . / : 
分 别 求 两 个 因子 
Ls 
的 逆 是 有 益 的 ， 令 
已 (301 内 一 一 | explo- (~DIG, Ds. 
显然 , 如 .一 v, 并 且 召 -v 关于 ?7 是 缓 增 的 。 也 可 以 定义 
Hi (yo) 2, Y) -| exp[—p; (fb, HA, 
则 有 五 ;再 一 她 Biv 关于 ”是 缓 增 的 .最 后 , 令 
-一 一 一 A ” 
Gi (Yy) v= — Bi (go BE. (YL 
= | exp[—ps (7D) 4p t—s)IO, s) dsdi, 
用 五 记 Heaviside 函数 , 邻 ( 对 于 色 关 0): 
(7.16) G(y, s, 7) 
= HCG-t)oxp[—ps Y"—D) +p- Ct—s) 1dt| wy. 


与 我 们 早先 说 过 的 一 致 , 取 
7.17) 
Go 的 一 mepGG 3 s) dr ds. 


0 
-省 厂 -一 -一 
Oy" P+, 一 


Go 把 [六 -CR 映 入 HETTR1) 的 证 明 


我 们 利用 特征 根 px 的 表达 式 , 从 这 些 表达 式 我 们 推导 ，ps 关 
于 % 的 任何 导数 被 一 常数 乘 以 p 所 界 ， 另 一 方面 , 对 于 适当 选取 
的 Cc 之 0, ex 六 0, 当 420 时 (ob |exp( 一 Pa 的 |<orexp(—cpt). 因 
而 , 对 于 任何 % 一 1 重 指 标 a, 可 以 找到 一 个 常数 0O>>0, 使 得 
(27 .18) [DG (ty, s, 7) <C| H(s—t exp[—cp ly"—t) 


+cp(t—s)]at. 


-1 NA ty 
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这 意味 着 
{DyG Cy, s, Wd, ds < OB Bnld07, gm 


其 中 记 加 ,一 exp( 一 cpy") ， 而 卷 积 是 关于 施行 的 ， 由 关于 卷 积 
的 Halder 不 等 式 , 得 到 


(27 .19) 川 pze (y, s, EY, s)s Op 
< (op | 567 由 15ao 


”在 估计 Goo 关于 y 的 Fourier 变换 0 (Wy") 时 我 们 利用 
(27.19). 在 关于 9 分 部 积分 2.Jf 次 后 , 从 (27.17) 推 得 


Go 人 ~ Qo fe 


x A—ldy) Tx) Gy, s, WV, dsdray, 
这 里 对 是 一 个 整数 , 将 在 下 面 选取 . 应 用 Leibniz 公式 和 (27.19)， 
得 到 


Cr7.20 {Tow wpa 

<0 +l -d+ 

x 0 [2 (7, 9 jay 
其 中 我 们 已 经 用 了 下 述 事实 ， 积 分 (在 成 (B35 中) 的 范 数 不 大 于 
范 数 的 积分 ， 因而 ， 利 用 suppx 的 紧 性 就 完成 了 关于 4 的 积分 ， 
、 在 (27.20) 的 左 端 乘 岛 (+ 16|) 闻 站 ,并 应 用 (25.2) ,得 到 
Gre ly LG Ce, yo) rar} 
<0" [Gry el) Lr |) 

x {| oy, | ay} dy. 
取 用 > 二 (b+n)， 并 再 次 一 -这 次 是 关于 7 一 一 利用 Halder 不 
等 式 , 就 得 到 
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-一 
G7.20 [Gry DG oy, gayaor 
<o"|| (1 十 [7 2) wl |v (9y, y) Bd dy". 
另 一 方面 , 我 们 有 
(Br 2 )| 00, s, WV, s) ds 
-| GC, Sexplp yr—) ds—p:) Gy, s, PE, ds, + 
( Br )| Gy, s, WV, sds 


一 37，g +p] ol, s)oxp[p-:(y"—s)]ds 
-pr( Bi) Gy, 3, WE, 9 | 
由 归纳 法 , 我 们 可 以 得 到 | 9éds 关于 y 的 相继 的 导数 ， 在 上 面 


的 公式 中 , 可 以 认为 % 已 由 久 所 代替 .因而 可 以 关于 9 微 商 of 次， 
得 到 与 (27 .19) 类似 的 合计 : 


(MAG , nv de) dy 
<05 en (2 ) i, | oy 
当 j>2 时 这 是 对 的 ; 当 j=1 时 它 仍然 成 立 , 如 果 在 其 右 端 只 保留 


1=0 的 项 ， 通 过 和 j=0 的 情形 完全 相同 的 推理 , 我 们 推 得 
(27 .22) 
(= 6 


人 GD 人) Gv, on 
<0S /far (a ) 20 四 
这 即 蕴涵 着 (27 .18)， 


qd ay" 


对 
dam ady". 


(27.14) 的 证 明 


现在 令 久 属于 耳 (B14), 它 的 支 集 包含 在 让 中 ,用 Qo(y', 60,) 
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表示 微分 算 子 @o， 其 中 令 ~y， 注 意 到 @=-Qo(y，aj) 十 
(4y) 已 ,由 此 即 得 [8-Q@oGy， 8)]w 属于 五 *(R3)， 如 果 用 Gu 
”作用 在 这 个 函数 上 , 就 得 到 "+?(B) 的 一 个 元 素 ， 因 而 , 为 了 证 
明 (27.14) ,只 需 证 明 GoQo(y, 9y)w 一 w 属于 五 zt3(R4) 即 可 ， 


根据 (27 .19) ,我 们 有 
Goeo (y, 0,) 也 


= 2a) () | | eepGG #1, 1) Qo ly, 02)w (2) dady 


~ (Qn) (|) er Gy, #1, 1) [Qo le’, 02) 
—Q CY, 02) J Co) dediy 
+ (Qn) () || eG Gy, oo ly, OD wo) dod 


考察 最 后 一 项 , 我 们 知道 它 不 是 别 的 , 而 是 

xz {Gi (yi) Qo yo, 39) w (9) [ys-1} = 0) 
另 一 方面 [Qo(#， 82) 一 Qo(y/ 8D)]w(z) 是 ww 人) 的 二 阶 导数 的 线 
-性 组 合 ， 线 性 组 合 的 系数 是 (z,，%) 的 光滑 函数 ， 当 z=%/ 时 等 于 
零 ， 因 而 , 问题 就 归结 为 证 明 形 如 
(07.28) 700 {| eG yy, 2, 7) oy) eC, Vv dod 
的 y 的 函数 属于 及 ”3(B4)， 在 (27.28) 中 ，1<j<n-1; vE 
有 下 (BB), 且 suppYCF al, YY) 是 光滑 的 , 并且 因为 x 和 % 都 
有 紧 支 集 , 因此 我 们 可 以 并 且 将 假设 4 也 有 紧 支 集 。 在 这 些 假设 
下 我 们 来 证 明 ， 加 之 于 4 的 (27.28) 确定 一 个 有 界线 性 映射 
-3(B3) -> +2(B4)， 为 了 推导 所 需 的 估计 ,我 们 将 把 函数 4 
限于 在 了 4 的 闭 包 中 属于 0~, 关于 my 分 部 积分 , (27 .23) 即 等 于 ? 


2 (9) =x(Y) 中 CAO AACR OLICOL LL 
=zx) {| oD,,0) Cy, s, TB, s, dadry, 


1) 铎 者 注 : 原文 将 下 式 用 9( 力 表示 。 为 了 如 免 与 27.3) 中 的 g 相 混 消 ， 改 用 
六 功 表示 ， 
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其 中 , 我们 用 Gy, s 77) 表示 a(z',Y)v(Y, 8) 关 于 Z/ 的 Fourier 

变换 ; 当然 , 它 等 于 a(z, Y) 的 Fourier 变换 和 “的 Fourier 变换 

的 卷 积 .应 用 (25.2)， 由 此 即 得 ， 对 于 任何 如 om, 对 于 适当 的 

0>>0, 我 们 有 : 

27.29 Gr ily) 2 js 人 由 
<C 站 G+ 17 3" (Br 


另 一 方面 , 从 (27.16) 我 们 推 得 
(27 .25) D,,G (vy, 3, 7) 


-一 人 HG-DL(D,pr) ~) 
十 (D,,p_) (3—t) Jexp[L—pr+ ("~—t) Fp-(t—8)]ai, 


其 中 已 令 %=y， 这 里 的 要 点 是 |Dsps | 是 有 界 的 .这 个 事实 导致 
两 个 不 同类 型 的 估计 ， 


| 忆 ,G 委 Cap 二 人 五 (8 一 芒 exp[ 一 6p( 凡 一 2 十 8] qd 


yrar 
) dC, WD| dyady. 一 


(27 ,26) 0, 
|D,G|<0 | H (8—t) (yr—21 
+s)exp[—cp (Gy"—2t+s)]dat. 
其 中 第 二 种 类 型 的 估计 指出 , 当 把 G 看 为 关于 (8) 的 核 时 , 它 
的 性 状 象 一 个 三 重 卷 积 的 核 。 当 用 DYG 代替 GQ 时 , 我们 有 类 似 的 
估计 . 
还 是 从 (27.25) ,我 们 推 得 
全 HG—t)exp[—op(y"—2+)] dt, 
用 D%G 代替 时， 再 一 次 得 到 类 似 的 估计 . 这 指出 了 , 在 某 些 方 


面 -元 Bo D;,,G 有 一 些 类 似 于 G 的 性 质 例如 (27.18)。 表达 式 


《27. 25) 指 出 ,Dirac 广义 函数 SC 一 s) 将 只 出 现在 D,G 关于 沪 
的 微 商 三 次 之 后 , 它 的 天 阶 导 数 只 出 现在 微 商 8 十 3 次 之 后 ， 
如 果 利 用 所 有 这 些 性 质 , 我 们 就 得 到 一 个 不 等 式 


om 
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dle 


~) DIO) Ga Hy, ,7) |as | dy 
<0 已 SE 


Ba’ I20 Dy (2 py ) D1 Cy 2 yy ? 0) | dy". 
从 这 点 开始 ， 我 们 可 以 与 从 (27 .19) 推导 (27 .31) 几乎 完全 一 样 地 
进行 。 我们 计算 h(y) 关于 2/ 的 Fourier 变换 , 它 导 致 处 理 
| BY (I 二 | 条 一 攻 | 3) —M : 

x (1—A) {x Cy) (DGD (y, s, WI vy, s, Wf) }dsdy' dy 
以 及 一 个 类 似 的 量 , 其 中 G 用 (- 吉 ”) G 代替 .应 用 Leibniz 公式 ， 
并 选取 玫 充分 天 ,我 们 得 到 下 述 形式 的 个 计 | 
G7.27) {thle | ') 


<C “9 A bp3| |ar I 1 TY 
A( so) ly, ,| dy 
组 合 (27.24) 和 (27.27) ,我 们 就 得 到 所 求 者 . 

这 样 , 就 完成 了 定理 27.2 的 证 明 . 
推论 允 .L 我 们 作 与 定理 27.1 和 27.2 中 相同 的 假设 如果 
JEor( 可 和 gE0~(T), 则 (27.2) 一 (27.3) 的 解 双 属于 CD)， 
从 
(27.28) 0~(D) = Mz"(0) 

这 一 事实 即 得 此 推论 . 


2 + 
a day" 


XxX 


习 题 
27.1 令 0O={(z2, 9) ER 到 十 多 二 二 对 于 在 信 中 《几乎 处 处 ) 定义 
的 函数 施行 Fourier 级 数 展开 ， 
(27 .29) ulr, 0)= 之 cm)e 
关于 其 Fourier 系数 cw(")， 叙 述 并 证 明 使 W7， 0) EH"(Q)(% 是 一 下 整数 ) 
的 必要 和 充分 的 条 件 。 利用 在 习题 25.4 中 所 描述 的 及 (TT!)(s €E BR) 的 特性 
以 及 所 找到 的 充 要 条 件 ,证 明 下 述 论断 ; 
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(1) 任 给 >1 和 we HQ), 如 果 0<j<k， 则 (8/6r) 和 4 在 69 上 的 迹 
属于 Be 42(39); 加 
(3)》 任 给 8> 工 和 下-12(89) 的 元 素 g, 则 在 8 中 存在 一 个 唯一 的 调和 
函数 , 它 属 于 五 (Q), 且 g9 是 它 在 3 上 的 迹 . 
27.2 令 9 是 了 "的 一 有 界 开 子 集 , 它 有 C"” 边界 89, 并 且 , 人 在 39 的 


一 侧 、 令 妈 是 一 整数 , m 之 414， 并 用 HN™(89) 表示 9 中 属于 五 "9) 的 调和 六 


数 的 空间 ， 证 明 , "C0) 是 .fm(9) 与 Hm(Q) n HCQ) 的 拓扑 直接 和 |. 
z 27.3 令 Q 是 取 中 的 单位 圆 盘 2 上 + 轨 <1， 给 出 函数 veHIHCO)n 
H2(9) 的 一 个 例子 , 它 使 得 久生 LCR?), 其 中 产 是 通过 在 RAQ 中 令 人 0 而 
得 到 的 和 对 于 B? 的 延 拓 ， 
”27.4 令 QcR" 是 开 的 ,有 界 的 ,有 光滑 的 边界 ,并 且 , 它 在 其 边界 的 一 
侧 ， 证明, 对 于 任意 给 定 的 一 组 函数 
fEH1Q), g1EEFP0O 82(90) (G=0, 无 一， 
存在 一 个 唯一 的 函数 w€ 五 ”1(Q), 使 得 - 


(27.30) dtu= 六 在 9 中 ， 
(27 .31) yh) =gy, j=0, .kl, 
其 中 7 是 在 399 上 的 迹 . 


关于 一 个 变量 X 的 具有 实 系数 的 多 项 式 P(X), 给 出 一 个 适当 的 条 件 ， 
使 得 在 用 
(27 .32) P(4)w=f 在 @ 中 
代替 方程 (27 .30) 之 后 ,相同 的 结论 仍 成 立 . 


28. 弱 极 大 值 原理 


在 这 一 节 中 ， 我 们 首先 致力 于 从 弱 Dirichlet 问题 或 广义 
Dirichlet 问题 的 到 理论 到 所 谓 经 典 理论 的 过 渡 . 在 经 典 忽 论 中 ， 
关于 数据 ， 开 集 9, 它 的 边界 工 一 99, 右 端 f, 边界 值 9 等 的 正规 
性 假设 被 放松 了 ,或 者 , 更 正确 地 说 , 不 同 于 它们 在 2 理论 中 的 假 
设 . 例如， 我 们 必须 会 处 理 开 集 2 是 平面 中 的 一 正方 形 ， 或 者 是 
Bs 中 的 一 立方 体 的 情形 。 另 一 特性 是 ， 边 界 值 y 的 正规 性 将 不 
能 用 空间 五 M2(T) 来 描述 ， 例 如 ,9 可 以 只 是 一 连续 函数 ， 类 似 
地 , 大 端 f 将 不 必 属 于 五 -1(0)，, 等 等 ， : 


二 Te 
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暂时 , 我 们 略 去 关于 8 的 任何 光滑 性 要 求 。 只 假设 Q 是 BR” 
的 一 有 界 开 子 集 ， 事 实 上 , 在 很 多 命题 中 , 甚至 有 界 性 的 假设 也 可 
去 掉 . 

在 这 一 节 中 , 所 有 的 函数 和 广义 函数 都 是 实 值 的 这样 
的 处 理 只 是 技术 性 的 ， 对 于 结论 没有 多 大 影响 ， 所 研究 的 算 子 
和 一 4(>0) 把 实 函 数 变 为 实 函数 ,而 复 函 数 人 一 个 w= 可 被 分 解 
为 两 个 同类 型 的 实 方程 ， 空 间 五 "(Q), 0~ (9) 等 将 都 由 实 函 数 和 
实 广义 函数 组 成 ; 玉 "(Q) 将 被 视 作 一 个 实 Hilbert 空间 . 

我 们 从 引进 一 个 新 概念 开始 , 这 个 新 概念 是 关于 五 1(2) 的 元 
素 的 (部 分 ) 次 序 关 系 . 记 住 , 0~(8) n BE31C9) 在 五:(Q) 中 是 稠 的 
(命题 24.1) . 
定义 28.1 令 瑟 是 2 的 任 一 子 集 , % 是 五 :(Q) 的 任 一 元 素 . 我 
们 说 ， 在 五 1(Q) 的 意义 下 4 在 加 上 是 非 负 的 ， 如 果 在 0”(Q) 
H1(Q) 中 存在 一 个 在 五 1(9) 中 收 全 于 的 序列 {wus}, 使 对 每 个 
”下 述 事实 成 立 ; 
(28.1) 在 BR" 中 存在 加 的 一 个 开 邻 域 U,, 使 得 在 

Un 中 人 必 >>0. 

此 时 ,我 们 记 为 ， 在 五 上 ww>0. 

如 果 在 如 上 一 v 关 0， 则 记 为 : 在 如 上 %<<0 此 时 我 们 说 ， 
在 百 1(Q) 的 意义 下 在 盏 上 是 非 正 的 , 如 果 在 召 上 同时 有 "0 
和 ww0, 则 记 为 ， 在 召 上 w<0， 这 样 ， 通 过 在 召 上 检验 是 否 有 
w 一 v=0 或 一 v0, 就 能 在 加 上 比较 有 1(Q) 的 任意 两 个 元 素 


“&%, 9， 自 然 , 此 时 我 们 就 分 别 写 为 在 五 上 v 关 ?7 或 w=<%v, 等 等 .我 


们 说 ， 在 五 1:(Q) 的 意义 下 4 在 召 上 是 有 界 的 ， 如 果 对 某 个 实数 
MMM, 在 召 上 ww 村. 这些 数 以 的 下 确 界 称 为 入 在 召 上 的 极 大 值 ， 
并 记 为 maxs w%w.、 还 可 以 定义 入 在 召 上 的 极 小 值 ; 用 minsw 表示， 
我 们 还 注意 ， 使 得 在 如 上 “0 的 函数 VE 9) 的 集合 是 
瑟 :(2) 中 的 一 个 闭 吓 锥 . 

人 们 也 许 希望 把 “在 刀 上 v 六 0” 这 一 概念 与 更 通常 的 概念 “在 
百 上 几乎 处 处 〈a.e.)v 关 六 加 以 比较 . 容易 证 明 下 述 命题 , 它 在 以 
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后 将 用 到 : 
命题 28.1 如 果 在 中 a.e.v 宇 0, 则 在 Q@ 上 v 关 0. 
如 果 吾 是 的 一 个 子 集 ， 又 如 果 在 吾 上 wx>=0， 则 在 召 中 
a.0.U>0. 
证 明 :事实 上 ， 如 果 我 们 回 到 命题 24.1 的 证 明 , 那么 第 一 个 论断 
的 证 明 是 显然 的 ， 在 此 证 明 中 所 构造 的 函 数 v, 和 % 在 中 之 0， 
并 且 w 十 8 
敛 于 . 
接着 我 们 来 证 明 第 二 个 论断 . 令 EOrOn Oo) 在 
”本 中 收 伍 于 ww 并 对 每 个 风 令 攀 是 吾 在 如 中 的 一 个 开 邻 
域 , 在 U, 中 以 >0。， 令 耳 表 示 所 有 的 U, 的 交集 ; 则 至 C 玉 , 且 万 
是 可 测 的 . 因为 好 在 天 (2) 中 收敛 于 岂 因此 存在 ftw} 的 一 个 
在 中 a.e. 收敛 于 的 子 序列 、 因 为 这 个 子 序列 的 元 素 在 了 上 
都 二 0, 因而 ， 我 们 就 得 到 在 中 久 必 然 几 乎 处 处 这 0 这 一 结论 
证 毕 ， 


现在 考虑 一 个 在 实 直线 上 是 一 致 Lipschitz 连续 的 〈 实 值 ) 画 


数 GC) ,即使 得 对 某 个 常数 尼 >0, 有 

(28.2) GD -GO) I<K|t-#Y| 对 所 有 的 ER 

显然 ，G 的 广义 导数 G' 属于 L”(BR!), 并 且 其 LL” 范 数 界 于 到 , 事 
实 上 , 任 给 gEO7(BR!), 有 


CA LAOL, 
-lim|G@ Ftp -p(t+D]d 


lim | [G0 -GAD, 


因而 ， 由 (28.2), |《G', p>》|<Klpln， 这 证 明了 我 们 的 论断 [ 注 
意 , 其 道 亦 真 ; 若 GAEL”™(B7), 则 (28.2) 成 立 , 其 中 玉 = 站 Gel] 
我 们 有 

引 理 28.1 令 G 在 了 Ri 中 是 一 致 Lipschitz 连续 的 ， 并 令 G' 表示 
其 广义 函数 导数 的 一 个 有 和 界 的 表达 式 ， 则 wt> Glw) 把 五 1(9) 映 


在 中 它 >0 一 一 当 s 趋 于 +0 时 在 (82) 中 收 
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入 自身 , 并 且 

(28 .8) (60/0%’) GUO) = () (8/0 uw, j=1,……, %n, 
这 里 约定 , 当 右 端的 任 一 因子 等 于 零 时 , 右 端 也 等 于 零 . 此 外 , 如 
果 G(0) =0, 则 wt>Gw) 把 五 i(Q) 映 入 自身 ， 

证 明 令 {tw} 是 0~(Q) Hi(Q) 中 的 一 个 序列 , 它 在 五 : (0) 中 
收敛 于 vx。 我 们 将 反复 应 用 (28.2): 首先 ， 对 于 每 个 ww 有 
1G(w 人们)| 生 1G(w(co)|1+ 玖 lw 人 oo 1+ 区 lu,(wv)|， 其 中 % 是 
9 中 的 动 点 ,而 mw 是 2 的 一 个 任意 选取 的 固定 点 .这 指出 了 每 个 
G (ww) 属于 (0) (注意 , 所 有 这 些 函 数 在 人 Q 中 都 是 连续 的 ) . 其 次 ， 
我 们 有 【Go 一 Go ao 和 天 一 ilzo， 这 指出 了 GC) 构 
成 (8) 中 的 一 Oauchy 列 , 再 次 , 对 每 个 zEQ, 有 |G (w(%)) 一 
G (wlz2))| 志 玉 |w(w) 一 w(w)|, 这 指出 了 GCw 属于 三 (9) 和 和 
(28 .4) [G6) —G 0 |ecw<Kl,— ul rp; 

这 样 ， GGw) 在 到 (2) 中 收敛 于 GCw)， 由 直接 计算 [G0 的 广义 
导数 ] 看 到 , 公式 (28.3) 是 对 的 .特别 , 对 每 个 v, 它 草 涵 着 

(28 .5) z | (0/0%) G4) Dcp < Kl,li. / 

从 (28.4) 和 (38.5) 得 到 ，{G (w)} 是 五:(Q) 中 的 一 个 有 界 序列 | 
因而 , 它 有 一 子 序列 在 五 1(2) 中 弱 收 化 一 一 当然 弱 收 敛 于 G(w)， 
因而 GCw) 属于 H1(0). 

现在 假设 G(0) ~0 和 wE Hi(9)， 我 们 可 以 在 0>(Q) 中 取 
上 面 给 出 的 序列 fu， 此 时 GQw) 有 包含 于 Q 中 的 紧 支 集 , 因而 
G(w) 属于 HH;(Q) (命题 24.3). 另 一 方面 , 我们 已 看 到 G(w) 属 于 
{G G4)} 的 弱 闭 凸 包 ， 由 Hahn-Banach 定理 的 一 个 直接 推论 知 
道 ，{G (4)} 的 弱 闭 凸 包 与 其 强 闭 凸 包 是 一 样 的 , 而 后 者 包含 在 闭 
线性 子 空 间 HECQ) 中 . ”证 毕 . 
命题 28.2 令 必 属于 五:(Q) [或 者 ， 属于 HiCQ)]I. 则 y Iul, wt = 
sup(w, 0), w- 一 inf(w, 0) 亦 然 . 令 ? 是 五 1(O) [或 者 , H3(Q)] 的 
另 一 个 元 素 ， 则 sup (uw, v?) 和 inf(w, v) 也 属于 五 1(9) [或 者 ， 属 
于 Hi(®]. 
证 明 ”关于 |x| 的 命题 ， 只 需 对 于 GG)=| 引 应 用 引 理 28.1, 而 


避 
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wr =u |) suplu, 2) =ut (V9—W), inf (Wu, %) 


wut (WV—wW). 证 毕 . 

我 们 现在 需要 Lax-Milgram 定理 ( 引 理 23.1) 的 一 个 推广 ， 
令 互 是 一 实 Hilbert 空间 [对 我 们 而 言 , 五 将 为 妃 i(042)， 或 着， 
在 推论 28.1 中 , 五 = 右 *(Q)]; 令 牙 是 五 的 一 个 团 凹 子 集 ， 用 


HH' 表示 五 的 对 偶 空 闻 , 用 《,> 胡 示 五 和 瑟 ' 间 的 对 侦 性 括号 . 对 -- 


于 任 一 w€ 到 ,我 们 令 
(28 .6) 玉 v 一 世 E 五 ; 3p>0, 使 得 wpvEK}. 
当 玉 是 一 仿 射 子 簇 (affine sabvariety) 时 《〈 即 ， 某 一 线性 子 空间 的 


平行 集合 ), 我 们 有 尺 ,一 一 w%, 它 是 一 线性 子 空间 。 一般 地 , 玉 。- 


是 一 凸 锥 ; 我 们 有 :， 五 =- 互 , 当 且 仅 当 人 属于 天 的 内 点 集 ， 

引 理 28.2 令 alu, 急 是 吾 x 互 上 的 一 个 连续 双 线 性 形式 假 
设 5 在 刀 上 是 强制 的 (定义 23.1), 对 称 的 ， 并 假 妆 其 让 作 一 次 玫 
式 ac, 切 是 非 负 的 . 

则 , 任 给 JE 已， 存在 天 的 唯一 一 个 元 素 包 使 得 
(28 .7) caQb 之 《4f, ?> 对 每 个 0E€K,. 

在 引 理 28.2 中 令 玉 = 且 , 则 在 实 Hilber# 空间 的 情形 , 我 们 
得 到 Lax-Milgram 定理 ( 引 理 23.1)。， 在 这 个 情形 , 久 。= 五 ， 并 
且 , 9E Ks 当 且 仅 当 一 0€ KK。， 因而， 我 们 必须 同时 有 4(w, 2) 之 
和 <<《f, ?》。 当 区 s 是 某 些 直线 (而 不 仅 是 半 直 线 ) 的 并 集 时 , 例 
如 , 当 ,是 一 线性 子 空间 时 ( 即 ， 当 五 是 一 仿 射 子 能 时 )， 此 论证 
仍然 有 效 ， 

引 理 8.2 的 证 明 令 

TCD 一 au WW) —2X8, WD. 
我 们 来 证 明 , 存在 一 数 d> 一 co, 使 得 对 于 每 个 EK， 有 工人 dg) > 
Qa, 并 且 ， 对 于 某 一 唯一 的 wE€ 玉 ， 有 IQ@=a， 此 论证 与 证 明 


Hilbert 空间 中 对 于 一 闭 凸 集合 的 正 交 投影 的 存在 性 的 论证 是 相 


同 的 , 事实 上 , 引 理 28.2 是 此 存在 人 性 的 重 述 ， 
首先 ,由 cw, 9) 的 强制 性 ,有 


ww . 
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Tu) ee lula = (cluls 一 一 Fl —e™ Fl, 


因而 ， = int,er TW)>— 一 Co. 
对 于 每 个 j=1, 2, …， 令 天 一 {nE 天 ;To <d+1/ 和 办. 各 


果 ms， 属于 下 i, 则 到 (ms 十 va) E 玖 ,因为 下 是 凸 的 ， 并 且 ， 
于 @ 201 — Wa, Wi — Wa) 
= a(W, Wi) Fa Cvs, Wo) — 20 (各 去 各 ， 人 各 ) 


=I(w) +I(w) 一 27 (2 所)<a(e+ 了 了 ) 一 24- 了 


如 果 再 一 次 利用 a (w, %) 的 强制 性 ， 我 们 就 看 到 K; 的 直径 < 
2/ (eM 了) .因为 是 闭 的 ; 因而 ;的 交集 只 由 单一 个 点 uwE 玉 组 
成 、 自 然 , TQwW 一 Q. 

z 现在 令 vE 吾 是 使 得 对 于 某 个 p>0 有 wpoE 忆 的 一 元 素 
因为 及 是 凸 的 , 所 以 对 于 所 有 的 4 (0<i 和 po， 我 们 即 有 w+ipE 
KK, 我 们 知道 ， 在 (0, p) 上 ， 函 数 Z(u 十 如 ) 一 ICo) =tjaa(o, 切 十 
i {a (wu, 9) 一 《f, 2?》} 之 0. 但 是 ,为 要 这 是 可 能 的 , 当 且 仅 当 (28.7) 
成 立 . 

现 假设 用 wwEK 代替 入 后 ，(28.7) 仍 然 成 立 ， 注 意 , 我 们 有 
DC—Ww—uEKk,, 而 一 20€K,， 从 (28.7) 推 得 

alu, >, 办， 一 cao WF>—f, O, z 

i 把 这 两 个 不 等 式 相 加 ， 即 得 a (2, 2?) 过 0， 因为 a(%; 之 ov] 
”因而 必 有 w= 证 毕 . 
推论 28.1 邻 zlu, 人 是 五 x 刀 上 的 一 连续 对 称 双 线 性 泛 函 , 它 
在 互 的 一 闭 线性 子 空间 五 。 上 是 强制 的 . 

令 玉 是 如 的 一 闭 旧 子 集 , 使 得 对 某 个 hE 瑟 , 有 KCHot+b, 
则 在 在 下 的 唯一 一 个 元 素 u, 使 得 
(28.8) cl bv) 守 0 对 每 个 EK,. 
证 明令 开 % 一 玉 一 12，、 显然， 下 "是 Ho 的 一 闭 凸 子 集 ， 并 且 ， 
uCECK Ouv—hEeKR' 和 和 
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- uh pvE KOOutporE rk, 
因而 , 天. 一 {2€ Ho 3p>>0, 使 得 4 一 如 十 p20€ 大 洛 ， 我 们 可 以 应 
用 引 理 28.2, 其 中 用 五 。 代替 五 , 用 "代替 大 ,而 f 为 f: hr> 
一 a (ho, 人 我们 推 得 , 存在 一 瞧 一 的 vv 一 如 E 天 ,使 得 
eh, 9) 字 一 ag(1, 0) 对 每 个 VE 上,. 

- 定义 8.2 我 们 说 , 中 的 广义 函数 入 是 和 A 一 4 的 一 个 下 解 
(subsolution) ,如果 (4 一 和 4% 是 8 中 的 正 Radon 测度 . 我 们 说 , 
是 一 上 解 (supersolution) ， 如 果 一 v 是 一 下 解 . 

当 和 =0 时 , 即 , 当 所 研究 的 算 子 是 负 Laplace 算 子 时 , 下 解 就 
称 为 下 调和 (subharmonic) 广义 函数 (或 函数 )， 上 解 称 为 上 调和 
(saperharmonic) 广义 函数 (这 样 , 如果 4 是 一 正 Radon 测度 ， 则 
4% 是 下 调和 的 ). 

经 典 的 L. Schwartz 定理 说 ， 任 一 正 广义 函数 是 一 正 Radon 
测度 ; 因而 , v 是 和 一 4 的 下 解 意味 着 
(28 .9) QQ 一 小 内 一 人 NW—NDo9<0, 

对 使 得 在 8 中 9 之 0 的 每 个 9€ 05(0). 
此 外 , 如 果 还 知道 w%E 五 12),， 则 可 以 用 下 述 方式 重 述 4(28.9): 
(28.10)  &(w, 9) -| updz 十 立 | -站 Br -dv<0, 

对 所 有 9E€05(0), 9g 之 0. 
定理 中 .1 令 刀 vvELO) 是 一 4 十 和 的 两 个 下 解 , 则 sp 0) 
也 是 一 4 十 入 的 下 解 . 
证 明 令 w=sup(w, 2), 并 用 长 表示 使 得 
(28 .11) fw 在 0 上, f-w€ Hi(9) -. 
的 JE 已 9) 的 集合 ， 作 为 五 "2) 的 一 闲 凸 锥 和 一 闭 仿 射 子 簇 
的 交集 ，K 是 有 1(Q) 的 一 闭 凸 子 集 ， 由 于 适用 于 @;《w, 2) 的 推 
论 28.1, 我 们 得 到 , 存在 一 唯一 的 9E 天 ,使 得 
(28.12) ax(n, DD) 之 0 对 所 有 的 gE 此，,. 


这 时 ,我们 注意 , 太 , 包含 所 有 在 2 中 去 0 的 函数 pECz(2)， 事 ， 


实 上 ， 各 mt 则 对 任意 的 p>0,， 我 们 也 有 72? 十 pp 尖 ， 并 且 , 如 


一 二 - 
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果 9 一 2 属于 HC2)， 则 ?十 pg 一 2 也 属于 五 (Oo 如果 在 
(28.12) 中 用 这 样 的 函数 mp 代替 9， 即 得 到 : 7 是 一 4f+% 的 一 个 
下 解 . 

现在 令 《 一 sup 人 一 4 十 一切 + 一 9 一 (一 功 -。 显然 ( 参 
看 命题 28.2), 在 人 2 上 《天 w。 我 们 知道 , 9 一 w 是 0? 的 一 元 素 序 
列 {gv} 在 五 (82) 中 的 极限 . 如 果 回 到 互 !(2) 的 两 个 元 素 的 上 
确 界 的 定义 (参看 命题 28.1) ,就 得 到 ,5 一 属于 函数 集合 {sup (wu 
一 ww，9y)} 的 闭 凸 包 , 并且， 在 gs 的 支 集 之 外 sap( 一 2，oo) 等 于 
零 ( 因 为 处 处 有 “天 几 ， 因 而 它 有 紧 支 集 , 所 以 属于 五 3(Q), 因此 
我 们 看 到 5 一 wE B80(02)， 总 之 , EEK，, 并 且 , 自然 有 6 一 7EK， 
从 (28.12) 我 们 得 到 
(28. 18) a (mn, 一 7) 宕 0、 

从 < 的 定义 立即 得 到 一 必 人 一 DD = 一 人 0 一夫 +9 一 网 - 在 
2 中 人 恒 等 于 零 ， 另 一 方面 ， 公 一心 和 性 一 们 的 一 阶 广义 函数 导数 
是 局 部 可 积 郑 数 .由 此 即 得 


(28.19) 《() -Br)C-=0 在 2 中， 


( 记 住 , 用 我 们 的 术语 , 一 个 函数 总 是 被 视 作 一 广义 函数 , 当 其 表示 


式 的 任意 一 个 一 一 并 且 , 每 一 个 一 一 儿 乎 处 处 等 于 零 时 ， 它 “ 恒 等 


于 " 零 ). 从 (28.14) 即 得 


a (CL—u, CL— =0,. 
即 @.(&, Co) 一 Cr 《一 人). 
现在 我 们 将 利用 5 一 mE 3(8) 和 在 缚 中 5>7 这 一 事实 ， 通过 截 
断 和 正规 化 ， 我 们 看 到 ，5 一 m7 是 Cr (8) 的 一 非 负 元 素 序 列 在 
五 i(@) 中 的 极限 ， 因 而 ,由 《28 10), 我 们 有 &; (lw, 一 二 0.、 所 
bl, : z z 
(28.18) Qa, 一人) <0. 
从 (28.15) 减 去 (28.18), 我 们 看 到 ai( 作 一 nm, 一 9) <0, 因而 ， 因 
为 &; 是 强制 的 , 则 ==1. | 

这 样 ,， 几乎 处 处 有 和” 三 ww， 类 似 地 ， 几 乎 处 处 有 2% 所) 所 ww 
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通过 修改 w, +» 和 或 者 更 确切 地 说 ， 通 过 适当 地 选取 wv 和” 
的 表示 式 , 我 们 不 妨 假设 这 些 不 等 式 处 处 成 立 ， 因 而 , 对 于 任 给 的 
ZE 2 如 果 w(w) = 二 w(w)，, 我 们 就 有 ”C2) =w(w); 相同 的 结论 亦 
真 ， 车 w(%) =%(w) .我 们 得 到 了 w=” 这 一 结论 ， 因 为 我 们 已 经 
证 明了 7 是 一 下 解 , 因而 就 完成 了 定理 28.1 的 证 明 . 
推论 6.2 如 是 vE 五 09) 是 下 调和 的 , 则 sap(w,%) 亦 然 . 
推论 28.8 如 果 vE 互 (9) 是 下 调和 的 , 则 对 任意 实数 0， 
{wu}e=—sup (wu, 0) 

亦 然 ， 特 别 , w+ 二 sup(w, 0) 是 下 调和 的 . 
推论 28.4 令 和 >0 且 wEHIi(0) 是 一 4+% 的 一 下 解 ， 则 对 任 
给 的 数 9<0，{w}e 也 是 一 4 十 入 的 下 解 ， 

事实 上 , (4 一 0= 一 0>0. 

现在 我 们 来 证 明 这 一 节 的 主要 结果 . 
定理 28.2 令 wEHIiCQ) 是 一 4 十 和 (Nh 之 0) 的 一 下 解 ， 如 果 几 乎 
处 处 4& 宇 0, 则 


(28 .16) max umax vw, 


注 28.1 由 于 命题 28. 2， 不 等 式 (28. 村 意味 省 在 人 中 几 
平 处 处 有 vw<maxso v. 
定理 个 .2 的 证 明 假设 改 王 maxsow< 十 cc， 我 们 需要 下 述 引 理 ， 


引 理 如 .3 令 wE Hi(Q) 在 已 1(9) 的 意义 下 是 在 22 上 有 界 的 ， 


如 果 9 是 任 一 严格 大 于 maxsov 的 实数 , 则 (we 一 人 )+E 万 1(2). 
证 明 ”由 假设 ， 在 0~(Q) Nn H+(Q) 中 可 找到 一 序列 {gv}, 它 在 
如"(Q) 中 收 鱼 于 ww 且 使 得 对 每 个 >， 在 一 集合 0, 站 8 上 有 9, 过 
9, 这 里 UV 是 9 在 BBR" 中 的 一 开 邻 域 ， 但 是 ，(w 一 0)+ 属于 函数 
集合 {(g, 一 外 二 在 五 1(Q) 中 的 闭 四 包 (参阅 引 理 28.1 的 证 明 ); 
对 于 每 个 vz，(9, 一 0)+ 在 Usnge 中 人 恒 为 零 ， 因 而 (wo 一 分 + 属于 
有 (0) (命题 24.3) ,所 以 (w 一 0)+€ Hi(@). 证 毕 , 
现 假设 在 2 中 几乎 处 处 %>0， 如 果 一 co 和 1 一 0 则 从 引 理 
28.8 应 推 得 : 对 任意 9, 有 ML<9<0, 有 (ww 一 0)+=w+ 10|€ Hi(0). 


-~ 所- 
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但 是 , 读者 容易 弄 清 楚 , 这 是 与 在 QO 中 几乎 处 处 有 ww 十 10| 宇 10|>>0 
这 一 事实 相 矛 盾 的 .。 这样, 必 有 及 宇 0. : 
除了 在 中 几乎 处 处 w>0 这 一 假设 外 ， 现 在 再 假设 v 是 
一 4+A 的 下 解 . 再 令 8 是 任 一 大 于 以 的 数 .显然 ,4 一 0 是 一 4 二 和 
的 下 解 , 因而 , 由 推论 28.4,，(w 一 0)*? 也 是 一 4+A 的 下 解 . 所 以 ， 


对 所 有 在 Q 中 之 0 的 pgE0s(8), 有 
- (28.17) a ((u—0)+, 9) <0. 


由 连续 性 ， 可 把 (28.17) 推广 到 在 2 中 几乎 处 处 之 0 的 所 有 yp6E 
五 5{Q) 上 .因而 ,由 引 理 28.3, 可 以 取 gp= (ww 一 0)+, 又 由 cx 的 强 
制 性 ,我 们 推 得 (w 一 0)+=0, 即 , 几乎 处 处 <9.， 自然, 这 蕴涵 着 


几乎 处 处 4% 及. 证 毕 ， 
推论 28.5 令 uE H+(Q) 是 -4+ 和 0) 的 下 解 . 则 
(28 .18) max umax 7 


事实 上 ,在 2 中 at. 可 以 应 用 (28. 16) ， 其 中 用 wt 全 管 “ 
(由 于 推论 28.4) . 
推论 加 .6 令 v€ Hi(0) 是 下 调和 的 ， 则 


(28 .19) z maxu<maxw,. 
9 30 


证 明 以 到 记 (238.19) 的 右 端 ,假设 以 << 十 co, 并 令 9 是 一 严格 大 
于 及 的 实数 . 则 ww 一 9 显然 是 下 调和 的 (这 里 和 =0), 因而 ， 由 
(28.18) 知道 ， 在 台中 几乎 处 处 v9<maxzo(w 一 了 +， 但 是 
(一 六“ EC2) ( 引 理 28.3)， 因 而 maxso(w 一 六 + 一 0、 这样 ,在 
4 中 几乎 处 处 v 生 0, 因而 在 4 中 几乎 处 处 v 委 开 . 证 毕 ， 
推论 28.7 令 vE 0) 是 一 4+X>0) 的 上 解 ， 在 2 中 几乎 
处 处 ws0， 则 


(28 .20) min we min 7 
证 明 一 是 一 4 十 和 的 一 下 解 几乎 处 处 非 负 ， 因而 ， 当 用 一 公民 
替 4 时, (28.16) 成 立 . 证 毕 ， 


推论 28.8 令 VvE 了 IC) 适合 在 从中 (一 4 十 和 w=0， 则 
(28 .21) max|ul <max lw|. 
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证 明 注意 和 一 w 是 一 4+ 和 \ 的 下 解 ， 因而， wt 和 一 w= 
snp( 一 0) 也 是 一 4 十 入 的 下 解 。 我 们 可 以 应 用 (28.16) 于 wt 和 
一 w-, 这 样 就 直接 得 到 (28.21)， 证 些 . 
推论 28.9 令 wE 且 1(Q) 是 一 4+ 和 的 一 下 解 ， hE HH!1(Q) 适合 : 
在 Q 中 (一 4 和 k=0. 如 果 w 一 hEH3(Q)， 则 在 Q 中 几乎 处 处 


wh 


证 明 显然 , 4 一 hb 是 一 4+ 入 的 下 解 , 因而 (w 一 区 + 亦 然 ， 由 命题 一 


28.1, 后 者 属于 3(Q)， 因而 由 定理 28.2， 在 从中 几乎 处 处 


(一 从 + 安 0. 证 毕 . 
推论 28.10 令 vE 万 (9) 是 一 4 十 和 的 下 解 , 则 在 Q 中 几乎 处 处 
v0, 


注 8.2 如 果 我 们 研究 较 一 4 十 入 更 为 一 般 的 二 阶 椭圆 算 
子 , 则 本 节 中 的 全 部 论证 同样 有 效 . 我 们 可 以 把 这 些 论证 应 用 于 
(23.6) 型 的 在 一 算 子 工 , 工 的 相伴 双 线 性 形式 4lw, %?) [参阅 
(23.7)] 在 五 1(Q) x 了 H1(Q) 上 是 对 称 的 ,连续 的 , 在 及;(Q) 上 是 
强制 的 ， 对称 性 要 求 甚至 可 被 去 掉 一 一 但 这 时 我 们 需要 进一步 推 
广 Lax-Milgram 定理 ， 在 引 理 28.2 中 , c(w %) 是 对 称 的 这 一 条 
件 应 被 证 明 是 多 余 的 ， 可 以 做 到 这 一 氮 ， 但 是 相应 的 证 明 大 大 地 
难于 引 理 28.2 的 证 明 . 
”我 们 应 该 问 一 下 , 与 Laplace 算 子 4 有关 的 一 些 结果 , 如 推论 
28.2, 28.3 和 28.6, 在 研究 (23.6) 型 的 一 般 算 子 工 时 ,是否 有 类 
似 的 结果 .检查 它们 的 证 明 即 发 现 , 用 到 的 唯一 事实 是 , 常数 函数 
是 (一 4 的 ) 下 解 、 因 而 , 在 (23.6) 中 的 零 阶 项 clw) 恒 等 于 零 时 ,对 
于 (23.6) 型 的 任何 算 子 万 类似 的 命题 仍 成 立 ， 一 般 说 来 , 在 关于 
下 解 的 命题 的 证 明 中 ， 当 c(o) 不 人 恒 等 于 零 时 ， 非 正 的 常数 函数 是 
下 解 这 一 条 件 是 必要 的 ， 这 就 要 求 在 中 几乎 处 处 6(%) 之 0. 


29. 应 用 ， 经 典 Dirichlet 问题 的 解 
”我 们 用 与 $ 28 中 相同 的 记号 ，8 是 BR* 的 有 界 开 子 集 ， 在 0 
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中 我 们 研究 算 子 \ 一 4, 这 里 守 0， 除 非 另 有 声明 , 否则， 我 们 假 
设 所 有 的 函数 和 广义 范 数 都 是 实 值 的 、 . 

令 9 是 边界 32 上 的 任 一 连续 函数 . 可 以 把 9 延 拓 为 及" 中 具 
有 紧 支 集 的 连续 函数 9， 并 可 构造 及" 中 的 0” 函数 序列 ， 璧 如 说 
一 个 多 项 式 序列 , 它 在 5 的 支 集 上 一 致 收 你 于 9. 再 令 fj} (= 
0, 1 …) 是 此 序列 在 9 上 的 限制 .对 于 每 个 7， 存 在 唯一 的 一 个 
函数 ww EH*(0), 使 得 


(29 .1) (一 人 人 一 0 在 届 中 ， 
《29 .2) w—gE Hi(Q). 
”由 纶 极 大 值 原理 (推论 28.8), 我 们 有 
(29.8) max|w—ws| < max | 太一 oz <max|% 一 9z| 。 


(29.8) 立即 蓝 池 着色 在 2 中 一 致 收敛 ; 令 vE 0°(Q) 是 其 极限 . 
自然 , 在 2 中 我 们 及 一 候 w 一 0。 显然 , v 不 依赖 于 序列 {gy} 的 
选取 (因而 不 依赖 于 序列 {wy}), 这 是 把 w 与 别 的 这 样 的 序列 的 极 
限 加 以 比较 而 得 到 验证 的 . 
定义 29.1 刚才 给 出 的 函数 公称 为 经 典 Dirichlet 问题 
(29.4) QQ 一 人 Du=0 在 Q 中 ,， 
(239 .5) w=g 在 00 上 

假设 存在 满足 (29. 少 一 (29. 鳃 的 E0829); 否则 , 假设 可 用 
某 种 方法 把 8 延 拓 到 2 上 , 使 得 延 拓 后 得 到 的 函数 9 属于 0?°( 人 3) 
NH1(Q), 并 假设 存在 wEH1(Q), 满足 29.49) 且 使 得 wg€ 
HH3(Q) .在 这 两 种 情形 中 , % 一 吾 ,(g) (习题 29.1).， 

用 乡 "(Q) 表示 台中 有 界 连续 函数 /的 空间 ， 赋予 范 数 
supo|]f|， 从 (29.8) 和 maxolw| 二 maxzo|g;| 这 一 事实 得 到 
命题 239.1 万 , 确定 一 个 从 0°(80) 到 妥 "(2) 中 的 连续 线性 映 
射 . 

令 z 是 2 的 一 固定 的 然而 是 任意 的 点 ， 则 线性 映射 
(29.6) ghH> H, (9) (%) 
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在 Ce(89) 上 是 连续 的 , 因而 它 定义 39 上 一 个 Radon 测度 me 
(29.7) Hg (WD =| gdmaly), EQ. 


X=0 的 情形 值得 特别 一 提 ， 在 此 情形 , 测度 ms 称 为 92 上 的 
调和 测度 .因为 8 中 的 在 98 上 恒 等 于 工 的 唯一 调和 函数 是 在 4 


中 恒 等 于 1 的 函数 , 我 们 即 看 到 , ms 的 总 质量 是 1， 由 于 “ 极 小 值 


原理 ”对 于 39 上 任何 非 负 的 连续 函数 9, 我 们 有 
| ,9gW dm) >0, VwED, 


即 ， ms 是 9 上 的 正 Radon 测度 、 总 之 , 我 们 看 到 , ms 是 02 上 
的 一 概率 ， 这 个 事实 导致 了 (Laplace 方程 的 ) Dirichlet 问题 一 个 
新 的 用 概率 论语 言 的 解释 , 这 个 途径 (或 更 确切 一 些 , 它 的 第 一 步 ) 
的 一 个 简短 描述 可 在 $ 31 中 找到 . 

很 清楚 ，Radon 测度 的 积分 理论 现在 使 我 们 能 够 拓 广 泛 函 
五 ; 的 定义 域 : 
定义 239.2 32 中 的 实 值 函 数 9 (不 一 定 连 续 ) 称 为 是 分 解 的 

(resolutive) ， 如 果 对 于 @ 中 的 每 个 %, 它 关 于 ms 是 可 积 的 ， 在 
此 情形 , 公式 (29.7) 还 定义 了 Dirichlet 问题 (29. 销 一 (29.5) 的 广 
义 解 . 

对 于 fE0?(Q), gE€0(90)，, 我 们 还 能 定义 非 齐 次 Dirichlet 


问题 | 

(29 .8) ”QW 一 人 Du=f 在 82 中， 
(29 .9) w=g 在 2 上 
的 广义 解 . 


令 了 在 全 中 等 于 f， 在 R"\0 中 等 于 零 。 令 如 是 和 一 4 的 任 
一 基本 解 .我们 来 证 明 下 述 引 理 . 
引 理 29.1 卷 积 x 了 7 在 Br 中 是 Lipschtz 连续 的 ， 并 且 对 于 BR” 
的 每 个 紧 子 集 区, 存在 一 常数 CO>0, 使 得 
(29.10) sup | (Ex*f) (2)|<Olfls., 


C9.10D sup |(B*) go — Bs)) (0) | <0ls—w le. 
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证 明 ”因为 我 们 处 理 的 是 入 一 4 的 什么 样 的 基本 解 这 一 点 无 关 紧 
要 ， 因 此 不 妨 取 加 =G, 即 在 习题 9.7 中 所 考虑 的 广义 函数 ， 从 
(9.27) 和 (9.28) 立即 得 到 , 召 和 grad 五 在 R" 中 是 局 部 可 积 的 ， 
因而 得 到 fi> x 了 和 fr>grad8x 了 是 从 L*(0) 分 别 到 Lis (Ri 
R) 种 Li。 (BR"，B") 中 的 连续 线性 映射 . 证 毕 . 
现在 ， 令 v 表示 x7 在 Q 上 的 限制 , 表示 恕 x 了 在 9Q 上 的 
限制 ， 这 两 个 限制 都 是 连续 的 ， 此 时 在 (29.8) 一 (29,9) 中 可 以 取 
(29 .12) U 一 由 十 五 (9 一 0) . 
研究 9 一 0 的 情形 是 有 意义 的 此 时 , 考虑 到 (29.7) ,可 把 (29.12) 
更 明确 地 写 为 
《29 .13) Ww (2) 一 。 E(w—w)f (ew ) dv 


-| (| (y—%) fv ) dw ) dms Ce) ， 
即 


(29 .14) 2 (2) 一 | G(w, w) fv) a, 
其 中 z 


(29.15) Go 2) = Bw) —| ,Bly—o) dma(y). 


显然 ,G(x, 2) 是 2x8 中 的 一 广义 函数 ; 在 人 x9 的 对 角 线 的 余 . 
集中 它 是 一 Cr 函数 ， 事实 上， 在 Qx& 中 人 Go) 一 下 (一 2 
是 Cr 函数 . 当 90o) = 已 人 一 2) 时 ，G(o，2) 一 百 (% 一 %) 是 
(29.4) 一 (29.5) 的 广义 解 。 

函数 G (zw, w) 不 依赖 于 基本 解 如 的 选取 .事实 上 , 任 一 别 的 
基本 解 与 恕 相差 一 函数 , 此 函数 是 (一 分 h=0 在 全 空间 中 的 解 
然而 , 此 时 : 

how) = | Ryo) my), », Cn. 


定义 29.8 QxQ 中 的 广义 函数 G(z，o) 称 为 8 中 的 算 子 和 A 一 4 
的 Dirichlet 问题 的 Green 蚁 数 .，. 
在 某 种 类 似 于 定义 29.1 的 意义 下 , 我们 有 
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(29.16) (0 一 人 Ge =( -40GG ao =SCz 一 ao 
在 CQ2x2 中 ， 
(29.17) ”Go 4) 一 0 对 于 zE88 (wy EQ). 
对 于 “一 般 的 "也 和 9 在 (29.12) 中 给 出 的 (29.8) 一 (29.9) 的 
广义 解 可 写 为 
(29.18) ul) =|, Gl%, jw)dv + | gdma(y), wED. 


强调 一 下 下 述 事 实 是 重要 的 ， 即 使 g 是 22 中 的 连续 函数 而 
mo 是 08 的 任意 点 ， 在 %EQ8 趋 于 wo 时 , u(%) 也 不 一 定 收 人 证 于 
9 (zo) 。 我 们 现在 来 看 一 下 发 生 刚才 所 述 事 由 [ 即 ， 当 2 一 wo 时 
wv) 一 g(wo)] 的 那些 点 . 
定义 9.4 边界 88 的 点 wo 称 为 正规 的 (regular) ,如果 对 80Q2 上 的 
任意 连续 应 数 g, 当 2E8 收敛 于 wo 时， 五 ,(9) (w) 收敛 于 g (2%0). 
不 难得 到 一 个 点 是 正规 点 的 必要 条 件 。 首先 , 有 - 
命题 29.2 令 mwE20 对 于 1 一 4 是 正规 的 那么 ,对 于 2 中 的 任 ， 
意 的 点 2 ， 当 wE8 趋 于 wo 时, G(z, ww) 趋 于 零 , 并 且 , 对 于 台中 


的 任何 连续 函数 户 |。 G(z, 2)f (2)dw 一 0， 


由 于 (29.13) 到 (29.15), 这 是 明显 的 . 
命题 38.8 令 mE8a9 对 于 和 一 4 是 正规 的 ， 则 存在 具有 下 述 性 
质 的 函数 BE HH!(@)， 
(29.19) . (A 一 人 B= 一 4 在 0Q 中; 
(29.20) 在 吕 中 6 一 0， 并 且 ， 对 于 任意 的 YE 860, y 去 
vo, 有 lm Bo <0; 


(29.21) B(%) -0 当 wE8 趋 于 wo 时. 

证 明 考虑 w(w) =1 一 exp (M1|s 一 wo|*)， 容 易 验证 ,一旦 24 和 > 
%, 即 有 (一 仿 w>X>0， 令 有 B 是 (29.19) 在 五 (9) 中 使 得 8 一 mn 
E 五 ji(C9) 的 上 唯一 解 、 因 为 B 是 下 解 , w 是 上 解 , 从 推论 28.10 即 推 
得 在 中 B<w, 因而 推 得 (29.20). 由 定义 29.1, 我 们 有 (cec) = 


-| sw oa 二 | wy dmaly), 由 和 是 正规 的 这 一 假设 ， 同 、 
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时 注意 到 命题 29.2, 就 得 到 : 当 wxE 0 趋 于 ze 时 8( 四 一 w(co) 一 0. 
证 毕 ， 
我 们 将 证 明 命题 29. 3 的 某 种 逆 全 了 题 。 首先， 引进 下 述 经 典 定 
义 : 
定义 29.5 令 mm 是 边界 2 上 的 一 个 点 . 2 中 的 连续 函数 8 称 为 


2o 处 的 一 个 阅 (barrier) 函数 (对 于 入 一 少 , 如 果 B 是 一 4 的 下 解 ， 


且 满足 (29.20) 和 (29.21) ， 
在 级 述 和 证 明 这 一 节 的 主要 结果 (定理 29. 少 之 前 , 注意 下 述 

39 中 的 函数 

(29.22) B'(y) — Tn B(), yE20 


是 上 半 连 续 的 、 特 别 地 , 在 69 的 任 一 紧 子 集 上 , 它 达 到 它 的 极 大 
值 . 
定理 29.1 点 wo€98 是 正规 避 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 一 个 属于 
五 "(0Q) 的 zo 处 的 闸 函 数 6. 
证 明 必要 性 从 命题 29.3 即 得 ， 现在 我 们 来 证 朋 充 分 性 . 令 9 是 
20 上 的 任 一 连续 函数 , 并 令 v= 互 :9) . 我 们 将 证 明 ， 任 给 8 二 0， 
在 Rr* 中 存在 m 的 一 个 开 邻 域 V (xco， 使 得 
(29.28) |w(w) 一 g(wo) | 天 s 对 每 个 zEU (wo0) no. 
如 果 回 到 本 节 开 头 处 于 (9) 的 定义 (用 序列 gy 和 已 ， 我 们 就 看 
到 ， 只 需 在 9 可 以 被 延 拓 为 及 "中 的 Cr 区 数 这 一 情形 证 明 我 们 的 
论断 即 可 ; 我 们 仍 用 9 表示 此 延 拓 . 

令 n, 5 是 两 个 大 于 零 的 数 (m 小 ,5 大 )， 令 有 (相应 地 , 六) 
是 B" 中 满足 一作. 一 0, 并 使 得 

hs (vo) 一 9 (ob) + 
的 一 函数 。 我 们 令 
v=h-_+7T8, w= bh — x8, 

则 "是 和 一 4 的 下 解 , w 是 上 解 . 我 们 将 证 明 , 如果 立足 够 大 , 则 
在 台中 <9<2, 事 实 上 ,在 zo 在 了 "中 的 一 充分 小 的 邻 域 N (xzo) 


中 ,我 们 有 
h_ <g<h,, 
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因而 , 由 于 在 2 中 B<0, 有 
(29 .24) vw) 968) SUH), VIEN (20) 1 0, 
假设 W (zo) 是 开 的 , 并 设 To 是 入 (wo) N69 关于 39 的 余 集 . 根据 
我 们 预先 的 注释 , 如 果 B* 是 在 (29.22) 中 定义 的 92 上 的 函数 ， 则 
存在 一 数 eo>0, 使 得 对 所 有 的 VETo, 有 B*(y) < 一 e， 但 是 这 就 
蕴涵 着 , 如 果 稍 微 减 小 c, 就 将 有 z 
z B< 一 。 在 Q\N (wo) 中 . 
自然 , 这 意味 着 可 以 选取 7 如 此 大 , 以 致 于 有 
(29.25) w<infg 一 7， supg 十 D7 二 w 在 人 NW (zo) 中. 
结合 (29.24) 和 (29.25) 就 得 到 在 9 中 ?<g<w. 

令 人 0 一 wu 显然 , 六 属于 及 1(Q) 并 为 A 一 4 在 Q 中 的 一 下 
解 ， 类 似 地 , 歼 一 w 一 w€ HH1(Q) 并 为 8 中 的 上 解 . 由 推论 38.5， 


我 们 有 
(29 . 26) maxl Ve max V+ 


注意 ， ?==W 一 g 一 (Ww 一 9))!+== sap(o— g, WU—9) — (wu— 9). 

我 们 知道 一 gE€ H3(Q). 令 {gj}; j=1, 2, …，, 是 O7 (9) 中 的 一 
函数 序列 , 它 在 五 (2) 中 收敛 于 ww 一 g， 我 们 还 知道 , sap(o 一 9， 
u 一 g) 属于 由 函数 集 {sup(% 一 g, 办)} 张 成 的 闭 凸 包 (参阅 引 理 
28.1 的 证 明 ), 并 且 因为 在 Q 中 %<9, 在 四 =0 处 就 有 saup(o 一 9 
4) 二 0。 我 们 得 到 ， 每 个 函数 sup (一 9, $9)) 属于 卫 i(Q), 并且 


sup( 一 9， wu—g) 也 属于 Hs (02), 因而 三 汞 然 . 然而 ， maxooV + | 


一 0, 并 且 由 于 (29.26) ,在 Q 中 我 们 就 有 六 <0a.e.. 但 是 ,在 8 中 
4 是 连续 的 , u 是 解析 的 , 因而 在 8 中 处 处 有 vw<w， 类 似 地 , 在 0 
中 以 <w， 与 性 质 (29.21) 一 起 , 利用 w w 的 定义 及 有 的 连续 性 ， 
我 们 看 到 ， 可 以 选取 充分 小 的 mn 和 UU(wo)， 以 致 满足 (29.28)， 
证 毕 . 
我 们 通过 给 出 下 述 事 实 的 一 个 充分 条 件 来 结束 这 一 存在 
一 个 在 边界 32 的 一 给 定点 wo 处 的 六 画 数 此 判别 准则 是 经 典 的 ; 
必须 注意 , 它 不 依赖 于 入 之 0. 
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命题 38.4 如 果 在 及" 中 存在 一 闭 球 B, 使 得 
(29 .27) {zo0} = 2 NB, ~ 
则 存在 BR? 中 的 一 广义 函数 B, 使 得 
(29.28) 4B86=1 在 B 的 球 心 的 余 集 中 ; 
(29.29) Blwo) =0， B(w) <0 对 所 有 的 wzE 屯 ,zzzo， 

我 们 经 常 把 条 件 (29.27) 说 成 为 ， 对 于 8, 在 wo 处 存在 一 密 
切 球 面 . 
证 明 不 妨 假 设 球 召 的 中 心 是 原点 ; 令 忆 是 了 如 的 举 径 . 我 们 把 B 
取 为 只 是 8 二 1z|? 的 函数 ; 则 

4B=4s(0/08)°B* 2n(0/0s) B. 


8 的 -到 (lo 一 本 十 C(jzl" 一 本 9 车 n>2， 


B(w) = 于 (|sl? 一 BRB) -Clog(lzl/B 车 w=2. 
对 于 任何 的 常数 0>0, 在 BR"\{0} 中 48 一 1 (事实 上 ,在 了 中 
4B 一 1+018)、 再 者 , 当 |z| 一 情 时 B(w) =0, 特别 ,B(xo) 一 0. 因 
此 ,只 剩 下 选取 足够 大 的 0, 使 得 对 每 个 2€ 可, 2 关 wmo， 有 
Iz1? 一 RR?<2n0 (BR 一 一 |2| 2 人) 车 %>>2， 
Iz|? 一 BR?<201log(|z|/R”)) 车 n=2. 
因为 9 是 有 界 的 , 因此 只 需 在 |z| ~ 有 +s(e>0 充分 小 ) 时 验证 它 


。 即 可 , 然而 , 在 这 个 情形 , 它 是 特别 明显 的 . 证 比 ， 


我 们 不 坊 说 ,入 一 4 的 经 典 的 Dirichlet 问题 在 8 中 是 适 定 的 ，. 
如 果 对 于 每 个 JEO'CO) 和 每 个 gE0《808), 存在 “EC CO)， 在 
2 中 它 满足 \(X 一 分 w 一 f， 在 20 中 它 满足 v=9。 由 命题 29.3 我 
” 们 看 到 ， 此 Dirichlet 问题 是 适 定 的 ， 当 且 仅 当 在 89 的 每 一 点 处 
存在 一 个 属于 H+(Q) 的 闸 函 数 ， 由 命题 29.4 我 们 看 到 ， 很 大 一 
类 开 集 有 这 个 性 质 ， 例 如 ，(i) 所 有 凸 集 ; (ii) 所 有 边界 为 O01 超 
曲面 的 集合 2 (并 且 , 位 于 其 边界 的 一 侧 ). 容易 作出 更 多 的 例 
子 . 
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习 题 


29.1 证 明 紧 接 在 定义 29.1 下 面 的 论断 , 

29.2 给 出 平面 及? 的 有 界 开 子 集 8 的 一 个 例子 ， 它 不 是 凸 的 ， 边 界 不 
是 C1 曲线 , 但 它 仍然 有 下 述 性 质 ， 对 于 2 的 边界 中 的 任意 一 点 Zo， 存 在 为 ? 
中 的 一 闭 圆 盘 , 它 与 互 只 交 于 xo (参阅 命题 29.4)， 

29.3 证 明 ，R" 的 一 有 界 开 子 集 9 的 边 者 60 中 的 具有 下 述 幅 质 的 点 
zo 的 集合 在 9 中 再， 对 于 点 zo， 在 ReNg 中 存在 一 个 具有 性 质 (29.27) 的 
开 球 B. 

29.4 令 9 是 Rr 的 任 一 有 界 开 子 集 ，G(%, 2 ) 是 算 子 和 一 4(>0) 在 
人 中 的 Green 函数 .证 明 , G 是 CQx82 中 的 对 称 的 广义 函数 [这 意味 着 


(29. 30) | co， oplo dd =| Gr, or aw, VpeCs(O)]. 
29.5 0 和 G(s, w') 如 习题 29.4 中 所 述 , 证 明 , 在 X82 中 , 当 %>3 时 


有 
(29.31) Gz, o) ~ 1-*+3 当 |z 一 x/|~0 时 ， 
然而 , 当 w=2 时 有 
(29.. 32) Gs, 2) ~ log|z 一 2 当 jz 一 | 和 ~0 时 ， 
给 这 些 关 系 以 明确 的 意义 . 

29.6 证 明 , 相应 于 R" 中 开 球 1x| < 羽 的 调和 测度 等 于 
(29.33) ao 工 。 开 -lz go 


TER ey 
其 中 oy 是 球面 |] 一 妃 上 的 典 则 面 元 测度 ， 现 在 用 "表示 关于 球面 
ly1 一 B 的 反 演 : 
BR 
JoF 
证 明 , 相应 于 开 球 lz| < 五 的 Laplace 算 子 的 Green 函数 , 当 2>3 时 等 于 
、 1 /ABR 1 
9:3 Go, 0) 0 | (i) 


其 中 ==(w 一 多 15”? 然而 , 当 mn 一 2 时 它 等 于 


(29 .85) G(x, 2) = log (| 起 二 1). 


29.7 令 日 是 如 的 一 有 界 开 子 集 , 它 的 边界 是 0 的 , 并且 它 位 于 边界 
的 一 侧 ， 令 GGx 7) 是 入 一 4(A>0) 关于 旭 的 Green 函数 ，Qdmoly) 是 由 


TX* 一 
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(29 .7 定义 的 “元 调和 ”测度 ， 从 公式 410.8) 推 导 : 


(29.36) rz €Q, y Eon, 


其 中 3/3v 是 关于 4 变量 的 、 在 69 的 内 法 向 上 的 法 向 导数 . 

29.8 在 和 ^=0 和 人 是 半径 五 >0, 中 心 在 原点 的 开 球 的 情形 下 验证 公 
式 (29.36), 

29.9 邻 旬 是 Rr 的 一 有 界 开 子 集 , Gz, w ) 是 入 一 _J 在 中 的 Green 
函数 .证 明 , 映射 


C-(DJ dh (cry | Ge, ago do ) 


可 被 延 拓 为 从 互 -419)7 到 五 1(C2) 上 的 一 个 同 构 . 
29.10 用 zx, y, 8 表示 Rs 中 的 坐标 ,并 令 和 2 一 双 十 多 用 只 表示 形 中 


由 

(29 .37) ?7 十 82 过 1], ?>exp( 一 1/2zs) 车 s>0 

定义 的 开 集 。 找 绘 8, 并 证 明 , 的 每 个 异 于 原点 的 边界 点 是 正 规 的 (定义 
29.4)， 


令 凡 是 正 Radon 测度 > [$C0，0，#) ads， 并 把 卷 积 卫 在 怠 上 的 
限制 记 为 % 这 里 如 = (dm) 12 + y+ 0) 2. 证 明 ， 相差 一 个 常数 因子 ， 有 
(29 .38) w= (r+ (8—1) ?2 (r+ g2)1/2 

十 51log|(*2 士 2)112 十 4| | (7*2 十 (Ge 一 1D913 
十 工 一 4 和 | 一 2s log 
证 明 ,w 在 人 中 是 调和 的 , 并 且 , 4 在 边界 29 上 的 限制 在 22 上 是 连续 的 . 


对 于 a 的 不 同 的 值 , 0<a<1, 计算 当 (z, y, #) 沿 着 曲面 
一 6XP( 一 X/28)， #2>0 


趋 于 0 时 % 的 极限 .由 此 推断 原点 不 是 正规 的 (相对 于 Laplace 方程 和 开 集 


0; 329 的 如 这 个 习题 中 的 原点 这 样 的 点 称 为 Lebesgue 机 (spine) . 

29.11 令 介 是 平面 B? 中 的 一 有 界 开 子 集 , so 是 只 的 边界 中 的 一 点 ,对 
于 它 ,存在 一 条 完全 包含 于 ReN 中 的 直线 段 [so， 54 (#6 下 #1)， 证 明 , 对 于 0 
中 的 Laplace 方程 , 20 是 正规 的 ,[ 提示: 考虑 适应 于 这 个 情形 的 log (#— 0) 
的 一 个 分 枝 , 并 研究 函数 一 Re{l/log(s 一 #0)}.] 

39.13 仿 a<b 人 令 卫 =5-4。 证 明 ， 任 给 一 复数 
它 不 等 于 数 一 pm?/T 中 的 任何 一 


- le, 5 中 的 微分 算 子 和 一 和 /dz 存在 Grema 函数 Galz, 0)。 令 
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BE,(¢) = {ee -ox + HOA}, 
其中 z 是 平方 根 的 这 样 的 分 棱 , 对 于 正 实 的 它 是 正 的 ; 给 出 
Gt, TY) — Et) 
的 明显 表达 式 ， 描述 当 4 趋 于 一 ,或 5 趋 于 -+ co 时 发 生 的 情形 , 并 措 述 当 
和 趋 于 临界 值 一 2m?/L2h 一 1, 2,…) 之 一 时 发 生 的 情形 (a 和 5 仍然 有 限 》. 


30. Laplace 方程 理论 ， 上 调和 
函数 和 和 位 势 


”在 上 两 节 中 ， 通 过 修改 经 典 的 Perron 方法 ， 并 结合 弱 极 大 值 
,原理 (参阅 $28) 的 利用 ， 在 数据 只 是 连续 的 时 候 我 们 “解决 了 ” 
Dirichlet 问题 . 这 种 手段 的 好 处 在 于 两 个 方面 ， 第 一 ， 它 是 变 分 
方法 一 一 它 导 致 弱 解 一 一 的 自然 推广 ; 第 二 ， 也 是 更 重要 的 , 虽然 
我 们 仅 将 其 应 用 于 典型 的 算 子 一 4, 实际 上 还 可 将 其 推广 到 很 广 
泛 的 一 类 二 阶 椭圆 型 方程 ， 甚 至 不 必要 求 这 些 方程 的 系数 是 连续 
的 (参阅 [2])， 然 而 必须 注意 ,在 原来 的 Laplace 算 子 一 4 的 研究 
中 , 我们 要 处 理 比 一 般 情形 更 为 细微 的 信息 ,它们 比 一 般 情形 中 的 
信息 更 有 价值 。 特别 , 我 们 曾 利用 了 遵从 极 大 值 (或 极 小 值 ) 原 理 
的 下 解 ( 和 上 解 )、 在 Laplace 方程 的 情形 ， 它 们 即 为 下 调和 (或 上 
调和 ) 函数 ， 它们 满足 更 朋 确 的 不 等 式 ， 即 , 在 球 心 处 的 函数 值 至 多 


等 于 (至 少 等 于 ， 若 我 们 研究 上 调和 函数 ) 函数 在 此 球面 上 的 平均 


值 ， 在 这 一 节 中 将 会 看 到 ， 这 个 事实 对 于 它们 的 正规 性 有 深刻 的 
影响 

上 调和 函数 的 重要 性 在 于 它们 包括 着 所 谓 的 位 势 (下 面 将 看 
到 , 大 致 地 说 , 每 个 上 调和 函数 可 表示 为 一 个 位 势 与 一 个 调和 函数 
之 和 )， 自然, 在 应 用 于 引力 理论 , 静电 学 和 磁 学 , 热传导 等 等 的 时 
候 , 位 势 是 很 重要 的 ， 历 史上 (十 八 世纪 和 十 九 世 纪 ), 在 一 个 牢固 


的 数学 基础 上 建立 上 述 这 些 理论 的 过 程 中 , Laplace 方 程 已 经 起 


了 基本 的 作用 .用 这 个 方程 描述 的 许多 现象 的 类 型 必须 符合 于 一 


~. 


 。 味 着 (至 少 局 部 地 )， 互 是 一 数量 函数 0 一 一 位 势 
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个 明确 和 简单 的 模式 ， 它 们 都 和 一 均匀 介质 ( 它 充满 了 空间 的 某 
一 区 域 用 ) 的 “ 态 ” 有 关 ， 并 且 , 它们 是 稳定 的 ， 即 不 随时 间 的 改变 
而 改变 ， 在 介质 中 有 一 个 场 ， 对 我 们 来 说 ,这 疮 味 着 在 级 中 给 出 
了 一 个 向 量 场 半 ， 这 个 场 有 两 个 基本 的 性 质 , 不 存在 环流 
(cireulation) ,流量 不 变 ， 用 通常 的 语言 说 , 第 一 个 性 质 意味 着 不 
存在 涡流 (eddy)， 用 数学 的 语言 说 , 这 意味 着 curl 也 ~0, 这 也 意 
的 梯度 . 也 
通过 一 块 曲面 o 的 流量 在 数学 上 定义 为 邓 的 法 分 量 展 布 在 o 上 的 
积分 ， 它 的 守恒 意味 着 从 力 管 纵 截面 的 一 端 进入 的 流量 等 于 从 另 
一 端 出 去 的 流量 . 用 数学 的 语言 说 , 这 意味 着 场 且 是 没有 散 度 的 : 
div 对 一 0。 如 果 将 此 与 卫 =gradU 这 一 事实 结合 起 来 ， 即 得 到 
LU 一 0. 

然而 , 此 场 必 须 由 某 一 物产 生 :， 此 物 是 “电荷 ?或 “质量 ”( 取 决 
”于 所 考虑 的 理论 )， 它 们 在 空间 的 一 ( 紧 ) 区 域 % 中 的 存在 可 由 下 
” 述 事实 察 党 ， 场 也 通过 包围 中 的 任 一 闭 曲 面 3 的 流量 不 为 零 ; 
此 流量 不 依赖 于 此 曲面 , 因为 在 失 的 余 集 中 div 肝 =0 (自然 ,如 
果 马 离 和 不 太 远 )， 它 的 值 可 取 作 由 跑 所 承载 的 总 电荷 或 总 质 
量 的 菜 种 度量 ,根据 物理 学 家 所 同意 的 假定 , 在 重力 和 电 的 情形 , 
习惯 于 把 总 的 电荷 等 同 于 通过 畔 的 进入 的 流量 , 即 等 于 


-| (Xa, 


其 中 v 是 的 外 法 向 ， 出 公式 (10.6), 这 等 于 一 4 在 之 的 内 部 


… 即 在 中 上 的 积分 ， 如 泉 假设 在 内 部 存在 一 个 “生长 ”(ereation， 


相对 于 吸收 ) ,我 们 就 看 到 一 40 的 总 质量 至 少 为 零 . 如 果 将 此 论证 
推进 到 无 限 小 的 量 级 ， 我 们 就 看 到 一 40 必须 是 一 正 (Radon) 
测度 ; 即 ， U 必须 是 一 上 调和 )“ 义 函数 . 这 就 是 我 们 要 仔细 考察 一 
下 这 类 广义 函数 的 原由 . 

除 有 特别 的 声明 之 外 ， 在 这 一 节 所 考虑 的 函数 和 广义 函数 都 
是 实 值 的 ， 给 定 一 定义 在 闭 球 |z 一 zol 7? 上 (并 且 在 其 上 足够 正 
规 ) 的 函数 f, 我 们 引进 它 在 球面 jz 一 z| =7 上 的 平均 值 
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0 fr(e0n) =1S"11 | ,fotrd) do 
和 它 在 球 jz 一 ao| <+ 上 的 平均 什 
(3809) Jan = | 有 于 ft ry, 


其 中 B" 是 BR" 中 的 单位 球 , 而 |B"| 是 B" 的 “体积 . 


令 Q 是 BBR* 的 一 开 子 集 .下 面 我 们 将 研究 定义 于 9 中 的 函数 ， 


其 值 或 是 (有限 的 ) 实数 或 是 十 cc。 这 样 的 一 个 函数 称 为 在 2 的 
点 m 处 是 下 半 连 续 的 ， 如 果 对 每 个 (有 限 的 ) 实 数 a<f(zo), 在 0 
中 存在 2 的 一 个 邻 域 U。 使 得 对 Us 中 所 有 的 zw, 有 fCw)>>a; J 
在 的 一 子 集 4 中 是 下 半 和 连续 的 ， 如 果 它 在 4 的 每 个 点 处 是 下 
半 连 续 的 . 容易 看 到 , 一 个 函数 在 2 中 是 下 半 连 续 的 充分 必要 
条 件 是 , f 是 8 中 一 族 连续 函数 的 上 包 络 (upper envelope) 站 . 
定义 30.1 0 中 一 函数 了 称 为 是 超 调和 的 (hyperhamonic) ,如果 
它 是 下 半 连 续 的 , 对 于 每 个 zEQ 有 .Jo) > 一 ceo, 并且 、 
(80.8) fF#(w; 7T) EFE), VER, Vr<d(w, 00). 
在 (380.8) 的 两 端 关 于 7 积分 , 我 们 立即 得 到 
(30.3) fewr) fm), ViEN, Vr<d(v, C0). 
由 下 述 事实 一 一 我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 作为 一 习题 一 一 术 
语 “ 超 调和 ”是 恰当 的 ; 
(30.4) ”如 果 在 中 了 是 超 调 和 的 , 人 是 调和 的 ， 且 若 
对 8 的 边界 的 任 一 点 y( 或 在 无 穷 远 处 ,车 是 
无 界 的 )， 有 Bm (f(z) 一 w(z)) 之 0， 则 在 9 中 
fu. 
我 们 用 lim 表示 下 极限 . 特别 , 如 果 B 是 闭 包 包含 在 8 中 的 任 一 
开 球 ， 并 用 I? 表示 关于 B 的 Poisson 积 分 [ 它 在 公式 (10.86) 
中 定义 ， 在 3 上 的 积分 显然 可 被 延 拓 为 半 连 续 函 数 ], 则 在 B 中 
处 处 有 f 宇 7. z 
2 中 的 超 调和 函数 形成 一 凸 锥 : 这 样 的 函数 的 任 一 正 系数 有 


也 译 者 注 : 这 里 所 说 的 上 包 络 , 即 上 确 界 ， 见 第 269 页 ， 
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限 线性 组 合 仍然 是 这 样 的 函数 ， 超 调和 函数 的 另外 两 个 重要 的 ， 
然而 几乎 是 显然 的 性 质 为 ， 
(30.5) 2 中 超 调和 函数 的 任 一 递增 的 有 序 集合 的 上 包 
络 在 4 中 是 超 调 和 的 

[递增 的 有 序 的 “意味 着 , 任 给 此 集合 中 的 两 个 元 素 f, 9, 存在 第 
三 个 元 素 有 , 使 得 h 之 sup(f, 9)]. 
《80.6) ”如 果 f,g 在 02 中 是 超 调 和 的 , 则 it 9) 亦 然 

下 面 的 性 质 不 太 显 然 
命题 30.1 令 f 是 98 中 的 一 超 调 和 消 数 . 则 在 0 的 每 个 连 
通 分 枝 中 , 了 或 者 恒 等 于 十 ce, 或 者 是 局 部 Lebesgue 可 积 
的 . 
证 明 人 的 由 下 述 点 组 成 的 子 集 4 显然 是 开 的 : 在 这 些 点 的 一 邻 
域 中 了 是 可 积 的 . 令 zoEQ\A4. 由 下 半 连 续 性 ,存在 一 数 7, 0<7 去 
d(xo，CQ) ,和 一 有 限 常数 对 ,使 得 对 每 个 x€ Bwo)， 即 ,对 每 个 
2，|2Z 一 四 | 过 7r， 有 了 (ww) 十 如 之 0-( 我 们 在 这 里 利用 了 了 无 处 等 于 
一 co 这 一 性 质 )， 如 果 [wa 一 co| <7/2, 则 woE Ba 21) CO, 
了 C2) 十 了 H 在 Ba(lw1) 上 不 能 是 可 积 的 (否则 j 本 身 在 vo 的 一 邻 域 
上 将 是 可 积 的 )， 由 (80.8, 我 们 有 (f+M) (zDD) 之 (f+M)®(w; 
7/2) = 十 coo. 这 指出 了 Q\4 也 是 开 的 ， 且 在 此 集合 中 J 二 十 00， 

证 毕 ， 

2 中 一 函数 y 称 为 低调 和 的 (hypoharmonic), 如 果 一 g 是 超 
调和 的 、 由 中 值 定理 (定理 10.14) 我 们 看 到 , 调和 通 数 既 为 超 调 和 
”的 又 为 低调 和 的 ; 事实 上 , 它们 是 唯一 的 这 样 的 函数 (下 文 的 推论 
30.1). 

现在 我 们 来 介绍 下 面 的 经 典 术 语 . 
定义 80.2 在 2 中 局 部 可 积 的 超 调和 函数 称 为 上 调和 
的 . 

一 个 函数 f 称 为 下 调和 的 ,如果 一 f 是 上 调和 的 . 

如 果 f 在 8 中 是 调和 的 , 则 一 |f| 是 上 调和 的 . 一 类 重要 的 
上 调和 函数 是 下 面 的 例 . 
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例 30.1 Newton 位 势 
这 是 函数 
(80 * 7) G (w) = -a i 3 


其 中 假设 na>8 和 7 一 jz|， 如 果 回 到 8 9 中 Laplace 方程 基本 解 - 
如 的 定义 , 我 们 即 看 到 


(80 .8) 一 4G 一 6 (Dirac 测度 )， 在 Br* 中 ， 
当 mw=2 时 ,我 们 取 @G 为 对 数位 势 ; 
(80.9) Ge) = 二 log 寺 . 


显然 , G 在 BR" 中 是 局 部 可 积 的 ; 我 们 将 反 G 视 为 一 个 “页 正 的 ” 函 
数 ， 而 不 把 它 看 作 几 乎 处 处 相等 的 函数 的 一 个 等 价 类 ， 我 们 约定 
G(0)= 十 ce. 

此 时， 引进 标准 软化 子 ps(s>0):，pe(o) 一 sp(2/s)i pE 
OF(B") ,处 处 有 p>>0， | pdw 一 十 1， 则 正规 化 Gp。 是 4-P。 


的 解 , 因而 是 及 " 中 的 C” 函数 , 对 于 所 有 的 zoE BR", r+>0, 它 满足 ， 
(G#ps) # (vo; 7) < (Gupe) (wo) (习题 10. 切 .在 s 一 十 0 时 取 极 限 ， 
得 到 
(80 .10) G+(w0; 7 ERAN0), VioER', Vr>0 
(注意 ，G 在 任 一 球面 上 的 限制 在 此 球面 上 是 可 积 的 ). 自然 , 此 时 
还 有 : 
(830.11)  G®(go; PSG00), VER", Yr>0. 
显然 ,， G (w) 是 下 半 连 续 的 . 


例 30.2 Rr" 中 的 位 势 


定义 30.3 令 几 是 到 "中 具有 紧 支 集 的 一 个 广义 函数 ， 若 2>>8， 
G 是 Newton 位 势 (830.7), 若 %=2,G 是 对 数位 势 (30.9) 。 


、 
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卷 积 Gx 称 为 及 的 位 执 , 并 用 Ur* 表示. z 

上 面 定 义 的 这 种 类 型 的 位 势 是 “整体 的 ” 即 它们 定义 于 整个 
了 Buclid 空间 中 . 以 后 我 们 将 介绍 Green 位 势 ， 它 定义 于 BR" 的 一 
给 定 的 开 子 集 8 中 ， 

” 太 义 函数 上 AEc 的 位 势 U* 满足 非 齐 次 Laplace 方程 

(80.12) 一 AU* 二 ww 在 RR 中. 
记 住 (Weyl 引 理 , 定理 9.1), U* 是 supp 4 的 余 集 中 的 解析 函数 ， 
命题 80.2 如 果 jEGB, 则 其 位 势 U* 是 (80.12) 的 在 无 穷 远 处 趋 
于 零 的 唯一 解 . 
证 明 唯一 性 是 显然 的 , 因为 如 果 (30.12) 存在 另 一 在 无 穷 远 处 误 . 
” 减 的 解 V*, 则 差 U* 一 V+ 应 为 在 整个 空间 中 的 调和 函数 ， 在 无 穷 
也 处 是 训 减 的 , 因而 , 由 极 大 值 原理 , 它 便 等 于 零 . 我 们 必须 证 明 
“Ur 本 身 在 无 穷 远 处 是 衰减 的 ， 这 只 需 注意 , 给 了 及 * 的 某 个 包含 
人 的 文集 的 有 界 开 子 集 人 8， 当 dw 90) 一 十 oo 时, YG (4 一 臣 在 
C 2) 中 收敛 于 零 , 因而 4(o) = 《py, G(w 一 y) > 一 0. 证 毕 ， 

今后 我 们 将 限于 考察 凡是 正 Radon 测度 的 情形 , 首先 考察 
有 紧 支 集 的 情形 ， 这 样 一 个 测度 与 一 下 半 连 续 函 数 一 一 例如 
G- 一 一 的 卷 积 是 下 半 连 续 的 ， 此 外 有 

命题 30.3 如 果 风 是 及 " 中 具有 紧 支 集 的 正 Radon 测度 ， 则 其 位 

势 U* 在 Br 中 是 局 部 Lebesgue 可 积 的 . 
证 明 首先 考虑 n>>3 的 情形 , 令 f 是 Br" 的 一 任意 紧 子 集 的 特征 
函数 , 由 关于 Radon 测度 的 Fubini 定理 和 引 理 29.1 的 一 个 简单 
的 应 用 , 得 到 


| vifar= | esPpans<const s sup |(G*/) (oO |< 十 co. 


DP & 


在 高 于 二 维 的 情形 , 处 处 有 G>>0, 因而 处 处 有 U“>>0， 这 就 草 池 
着 我 们 所 要 求证 的 . 

”现在 假设 %=2. 因为 的 支 集 是 紧 的 因而 , 任 给 平面 的 一 紧 
集 到 , 存在 一 数 >>0, 使 得 


D2 一 (xaG)xh 一 (xxG+7Dxp 一 +|dh 在 及 中 ， 
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其 中 xm 表示 圆 盘 |z| < 六 的 特征 函数 , 工 表 示 等 于 工 的 常数 函数 ， 
7 表示 一 个 大 正 数 .只 需 证 (XaG 十 71)*p 是 局 部 严 的 即 可 . 对 
于 足够 大 的 处 处 有 xaG 十 大 之 0, 再 应 用 与 之 3 的 情形 相同 的 
推理 ， 证 毕 ， 
因为 对 于 了 "的 每 个 z，gF> G (2 一 功 是 下 半 连 续 的 ， 我 们 就 
可 以 构 作 任 一 正 Radon 测度 凡 (不 必 具 有 紧 支 集 ) 的 位 势 
(80.18) Ur(w) -| Ge -Wdn 0y), 
自然 ,，U*(w) 可 以 是 无 限 的 . 注意 到 是 具有 紧 支 集 的 Radon 测 
度 的 一 个 递增 序列 {ua} [例如 , 当 有 R 一 十 co 时 的 测度 xz nm] 的 


( 弱 ) 极 限 这 一 事实 ， 我们 就 看 到 , U* 等 于 下 半 连 续 函 数 的 一 个 递 
增 序列 的 上 包 络 (至 少 当 之 8 时 是 如 此 ; 当 % 一 2 时 , 如 同 在 命题 


30.8 的 证 明 中 一 样 , 必须 加 上 一 个 适当 的 常数 函数 )， 因 而 U* 是 


下 半 连 续 的 . 

我 们 可 以 计算 (80.18) 两 端 〈 右 端 为 积分 号 下 的 函数 ) 在 任 一 
球面 | 一 xo| = 了 上 的 平均 值 . 此 时 , 不 等 式 (30.10) 董 涵 着 
(80.14) (U*)#(wo0;r) Doo)， VroE BRB, Vr>0. 

我 们 可 将 所 得 综合 为 z 
命题 30.4 令 j 是 BR" 中 的 一 个 正 Radon 测度 ， 其 位 势 Uz 是 BB" 
中 的 超 调和 函数 ， 如 果 的 支 集 是 紧 的 , 则 U* 是 B* 中 的 上 调和 
函数 ， . 

显然 , U* 应 该 是 上 调和 的 ， 即 为 局 部 Lebesgue 瑟 可 积 的 ， 即使 
在 儿 的 支 集 不 是 紧 集 的 情形 也 是 这 样 . 

我 们 记得 , 8 中 的 一 个 上 调和 广义 函数 是 这 样 一 个 广义 函数 
二， 它 使 得 -47' 是 2 中 的 一 个 正 了 adon 测度 . 
命题 30.5 令 了 是 @Q 中 的 一 个 上 调和 广义 函数 ， 则 对 2 的 一 个 
任意 给 定 的 相对 紧 开 子 集 2 存在 BR* 中 的 一 个 具有 紧 支 集 的 正 
Radon 测度 ,使 得 全 一 U0* 是 2 中 的 调和 函数 
证 明 任 一 在 人 7 中 等 于 一 47 的 具有 紧 支 集 的 正 Radon 测 度 j 
满足 此 命题 的 要 求 . 证 毕 . 
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下 面 的 命题 证 明了 引进 定义 80.1 和 30.2 的 合理 性 : 
命题 30.6 对 于 8 中 的 任 一 广义 函数 全 , 下 述 两 性 质 是 等 价 的 : 
(30.15) 也是 2 中 的 上 调和 广义 函数 ; 
(30.16) 了 是 一 函数 (在 广义 函数 论 的 意义 下 )， 并 且 ， 
它 的 一 个 表达 式 且 仅 有 一 个 表达 式 是 @ 中 的 
上 调和 函数 . 
证 明 
I，(30.15) 冀 活 (30.16)， 这 从 命题 30.5 即 得 [在 (30.16) 
中 ， 表 达 式 的 唯一 性 是 下 述 事 实 的 推论 ， 几 乎 处 处 相等 的 两 个 上 
调和 函数 是 处 处 相等 的 ]. 
”了 开 ，(80.16) 瘟 涵 (30.15)， 对 于 d>>0, 令 Qu 表示 @ 的 一 子 
集 , 它 由 满足 d(x, 08) >d 的 点 ww 组 成 , 显然 , 若 fE Lic 《人 2)， 则 
(paxf) 四 一 | pa —W f(D 
在 2. 中 定义 并 为 C“” 的 ， 取 /为 下 的 在 2 中 是 上 调和 函数 的 表 
达 式 ， 对 于 wd> s, zoEGu 和 7<d 一 s, 从 (80.3) 推 得 
(psx 门 #(zoi 7) < (pex*f) (To). 
把 公式 (10.32) 应 用 于 入 =pex*f, 在 人 24 中 得 到 一 人 == 一 p,*4f 之 0., 
此 时 ,只 和 需 首 先 取 8 一 0 时 , 然后 取 4 一 十 0 时 的 极限 即 可 .证 毕 ， 
推论 30.1 在 8 中 既 为 超 调 和 的 又 为 低调 和 的 函数 是 调和 的 . 
事实 上 , f 是 连续 的 ,并 由 命题 30.6, 在 2 中 41=0， 


例 30.3 Green 位 势 
和 通常 一 样 , 令 2 表示 了 R" 的 一 有 界 开 子 集 , 并 用 G(%w, w') 表 
示 -4 在 如 中 的 Green 函数 , 我们 有 
(30.17) Go， 2) =-Gz 一 ay) -| Gy— sdms(y), 


其 中 dms 是 98 上 的 调和 测度 ， 不妨 取 G(w) 为 Newton 位 势 
(80.7)， 若 n 之 8 或 者 取 为 对 数位 势 (30.9),， 若 nn 一 2 [参阅 
(29 .15)1], 
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(30.17) 右 端的 第 一 项 是 BR" 中 的 上 调和 函数 ; 第 二 项 是 Q 中 
的 调和 函数 ， 因 而 , 若 风 是 @ 中 的 一 个 正 Radon 测度 ， 则 可 构 作 


(80.18) Ur (Cw) -| G(w, ar)du(o)， 
它 称 为 的 Green 位 势 . 注意 , 4 在 BB" 中 的 位 势 (可 能 是 无 限 的 ) 
(80.19) Vw) — | Godu(o) 


必定 是 超 调 和 的 (注意 ， 不 一 定 拓 广 为 RB" 上 的 测度 ). 我 们 注意， 
|, V*(y) dm (Yy) 


是 调和 的 , 然而 在 @ 的 某 个 连通 分 枝 中 它 可 能 是 常数 并 等 于 十 co, 
在 某 种 意义 下 ， 它 在 边界 上 取 值 r。 从 调和 测度 ms 的 总 质量 是 
1 这 个 事实 容易 推 得 ,对 每 个 2EQ, 有 | Padme(O) SF(o) 
我 们 有 / 

(80.20) Ur(@) Vo) -| Vr Wadma(), wED. 

如 果 ” 是 口中 另 一 正 Radon 测度 ， 则 由 关于 Radon 测度 的 
Fubini 定理 , 就 得 到 互 反 公 式 (reciprocity formula) 
(80.21) | Urdy = | Urdp. 

我 们 知道 (由 命题 80.1)， 在 O 的 每 一 连通 分 枝 中 , Green 位 
势 U 或 恒 等 于 上 co， 或 者 是 一 上 调和 函数 ， 容易 得 到 使 后 一 情 
形 发 生 的 一 个 充分 条 件 ， : 
命题 30.7 如果 O 中 的 正 Radon 测度 的 总 质量 是 有 限 的 ， 则 
其 Green 位 势 U 在 2 中 是 上 调和 的 . 

证 明 的 总 质量 是 有 限 的 这 一 事实 等 价 于 人 可 延 拓 为 家"(O) 
上 的 一 连续 线性 泛 函 , 这 里 (0Q) 是 9 中 有 界 连 续 函 数 空间 . 根 
据 命题 29.1， 对 于 任何 的 vE O， 


hw, o) =| GO 一 cdme 人 gl) 


在 2 中 是 wy 的 有 界 函数 ， 因 而 | hz, ou 人 ze) < 十 oo. 另 一 方 
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面 ,在 BR"\Q 中 令 人 =0, 我 们 可 把 你 延 拓 为 及 " 上 的 一 个 正 Radon 
测度 训 此 时 ， 放 在 BR" 中 的 位 势 Gx 所 等 7 G (wwe)dp(e); 


它 是 一 上 调和 函数 . 证 毕 . 

注 30.1 我 们 说 正 Radon 测度 几 的 总 质量 是 有 限 的 , 等 价 于 
说 岂可 被 延 拓 为 BR" 上 由 囊 所 支撑 的 (或 者 ， 由 Q 所 “承载 的 ” 因 
为 2 的 边界 在 延 拓 后 的 测度 的 意义 下 必定 是 零 测 的 ) 一 个 Radon 
测度 .在 这 些 情形 中 , 记号 U* 是 有 二 义 性 的 ,因为 我 们 必须 区 分 
5 (在 @ 中) 的 Green 位 势 和 延 拓 后 的 测度 在 BR" 中 的 位 势 。 对 于 
在 这 里 我 们 所 局 限 的 情形 而 言 , 这 种 二 义 性 将 是 无 害 的 . 
“自然 ， 我 们 可 以 很 容易 地 定义 QO 中 任意 Radon 测度 的 
Green 位 势 由 线性 性 , 记 ppp+ 一 py 其 中 p+ 和 ww 是正 测度 ; 
并 且 令 

Us—Um Ur 


具有 有 限 能 量 的 位 势 


定义 30.4 令 儿 是 有 界 开 集 0 中 的 一 个 Radon 测度 ，U* 是 它 的 
Green 位 势 . 我 们 襄 加 和 U0” 有 有 限 能 量 ， 若 U* 在 8 中 是 局 部 可 
积 的 , 且 若 它 的 Dirichlet 积分 


(80 .22) z | lgrad Ur(w) |2d% 


-是 有 限 的 ， 这 时 称 它 为 U0* (或 内 的 能 量 . 


将 用 |U*|se, 有 时 也 用 |u1s 表示 U0* 的 能 量 (30. 22). 如 果 ? 
是 2 中 为 一 Radon 测度 , 令 


(80.28) Co, p= (Ur, U*),= | (erad U®). (grad Ur) ds. 

当 QBr 时 可 以 引入 类 似 的 定义 ， : 
以后, 我 们 将 限于 研究 8 是 有 界 的 这 一 情形 ， 在 这 个 情形 我 

们 知道 ， 一 4 确定 了 一 个 从 Ho0(Q) 到 耳环 (Q) 上 的 同 构 。 当 限制 

于 Co (8) 中 时 ， 甚 至 限制 于 Ce Go) CHG8) 中 时 ， 其 道 等 于 
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Green 核 了 映射， 
(30.24) 4F| ,QC., wb) de 


(习题 29.9)， 令 几 是 一 个 属于 五 (0Q) 的 Radon 测度 ， 通 过 截 
” 断 和 光滑 化 , 可 找到 一 个 函数 序列 PE OF 0), 它 在 刀 -(2) 中 收 
敛 于 ,并 使 得 


| Gl, oj)g(o) dz 一 IO 对 每 个 cEO 


”这 蕴涵 着 U* 是 (一 人 gj 的 点 态 极限 ; 后 者 在 妃 ;(2) 中 收敛 于 
(一 候 -4、 这 意味 着 U* (在 Lebesgue 积分 论 的 意义 下 ) 的 等 价 类 
属于 互 4(C2)， 用 广义 函数 论 的 语言 我 们 可 叙述 为 : 
命题 80.8 0 中 具有 有 限 能 量 的 位 势 属于 H3(0). 

其 有 有 限 能 量 的 位 势 形成 吾 ! (CO) 的 一 个 稠 的 , 但 是 非 闭 的 子 
集 ， 事实 上 , 一 方面 ， 此 集合 包含 着 五 -+(O) 的 稠 子 集 09(O) 在 
一 4 下 的 象 ; 另 一 方面 , 回想 到 n>1 时 ， 在 及 -+(Q) 中 存在 不 是 
Radon 测度 的 元 素 ， 然而 ， 注意 到 任何 正 广义 函数 是 正 Radon 测 
度 , 以 及 这 样 的 广义 函数 序列 的 极限 也 是 一 正 Radon 测度 这 些 事 


”“” 实 , 我 们 就 得 到 


命题 30.9 具有 有 限 能 量 的 Q 中 正 Radon 测度 的 Green 位 势 的 
锥 在 妃 ;(O) 中 稠 。 它 与 所 有 属于 刀 8(O) 的 非 负 上 调和 函数 的 集 
合 一 至 / 

考虑 到 命题 80.8 以 及 甩 3(0) 与 及 +(0) 之 间 的 对 偶 性 ， 我 
们 就 看 到 ， 如 果 放 和 是 2 中 属于 互 -:(O) 的 两 个 Radon 测度 ， 
则 : 


(80.25) (mo Co Us=| Dear 


自然 ，[4 上 一 Urdp. 量 (80.25) 称 为 测度 (或 “负荷 ,或 “质量 ”) 


以 2? 的 互 能 (mutual energy)。 这 样 ， 在 现在 的 假设 下 (能 量 有 
限 性 的 假设 )， 互 反 公式 (30.21) 只 是 表示 内 积 (, z)。 的 对 称 性 ， 
注意 , 因为 2 是 有 和 界 的 , 所 以 能 量 光 数 I 等 价 于 5(Q2) 上 的 
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范 数 IU*|, 并 且 范 数 ixl。 等 价 于 五 了 (CQ) 上 的 范 数 上 nl-1:， 这 
样 , 在 属于 如 (8) 的 Radon 测度 的 集合 上 , 内 积 〈,)。 定 义 了 一 
个 pre-Hilbert 空间 结构 (是 Hausdorff 的 , 但 不 是 完备 的 )， 还 注 
意 , 如 果 和 vv 是正 Radon 测度 , 则 它们 的 互 能 关 0. 由 此 即 得 ， 
若 >v, 则 Jwle>|vle. 

上 面 的 论证 不 能 推广 到 BR" 上 ， 因 为 一 4 不 是 从 =H? 到 
及 上 的 同 构 . 


上 调和 函数 的 Riesz 表示 
令 了 是 了 "的 一 开 子 集 2 中 的 上 调 各 函数， 并 假设 至 少 存在 


“中 的 一 个 下 调和 函数 v2, 对 于 每 个 cE Q 有 (oz) > 一 co, 并 使 得 
在 整个 Q 中 < 六 令 产 是 所 有 这 样 的 下 调和 函数 9 的 上 包 络 . 


”我 们 断言, 广 在 4 中 是 调和 的 、 事实 上 , 若 v<f 是 下 调和 的 , 且 


若 B 是 闭 包 包含 在 2 中 的 任 一 开 球 , 则 在 CQ\B 中 等 于 wv, 在 8B 中 
等 于 Poisson 积分 到 的 函数 ?也 是 下 调和 的 [这 通过 验证 下 述 事 
” 实 即 可 看 到 ， 对 于 每 个 2€Q 和 每 个 充分 小 的 +, 有 2(w) <2#(w， 
7)]， 并 小 于 v， 因 而 小 于 f， 所 以 所 等 于 这 些 函 数 2 的 上 包 
络 它 在 了 冲 中 是 调和 的 .函数 广 称 为 了 的 最 大 的 调和 幼 函 数 
(greatest harmonio minoranty2 

现 假设 2 是 有 界 的 县 .>0. 任 给 s>0, 用 0 表示 使 得 dw， 
00)>s 的 zE2 的 集合 ， 函 数 2F> 产 (w 8) 在 0, 中 有 定义 并 显 
” 然 为 上 调和 的 ， 再 者 ,在 2. 中 f。(w; s)<jJ(o), 并且 Je(wm se) 是 
ZE 4 的 连续 力 数 ， 当 8 一 二 0 时 ,Fw 2) 一 (wv). 对 于 每 个 8， 
令 2 是 82。 的 一 个 相对 紧 开 子 集 ， 它 包含 2 边界 是 一 0~ 超 曲 
面 ， 并 使 得 2。 (局 部 地 ) 位 于 它 的 一 侧 ， 令 及 表示 开 集 Q\Q. 中 
-4 的 在 39: 上 具有 边界 数据 /3(.; e), 在 8Q 上 为 零 的 齐 次 
Dirichlet 问题 的 广义 解 。 因 为 68。 的 所 有 点 都 是 正规 的 ,因而 在 


1) 译 者 注 : 正如 我 们 把 “majorant” 译作 “长 函数 ”一 样 ， 我 们 把 “minorant 译 
作 幼 函 数 ”. 
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0 中 等 于 fe8(-; 8); 在 Oo 中 等 于 有 的 函数 在 整个 中 是 连 
续 的 . 我 们 用 fs 表示 此 函数 ; 它 是 上 调和 的 ， 并 上 且 La 一 一 44/。 有 紧 
支 集 (包含 在 码 中 )， 再 者 ， 有 广 <y 以 及 所 点 态 收 但 于 了 (事实 
上 上, 若 28<<s， 则 >/). 

”如果 用 0% 表示 ku。( 在 9 中 ) 的 Green 位 势 , 则 我 们 注意 到 ， 
f, 一 Um 在 台中 是 调和 的 , 并 且 , 在 某 种 意义 上 它 在 39 上 趋 于 零 ; 
即 ， 它 是 一 函数 序列 w€ 万 1(2) 的 一 致 极限 (在 2 上 ), 这 些 函 数 “ 
w 在 Q 中 是 调和 的 , 使 得 由 一 %E 有 H3(Q) ,这 里 gJ€ 0°(@) NH1(0) 
在 2 上 一 致 地 收敛 于 零 . 由 此 容易 推 得 f。 一 U” 恒 等 于 零 ， 换 句 
话说 ， 

(30:26) f=U"=| G(.,w) dm (eo). 
但 是 测度 ws 在 Q 中 等 于 内 = 一 4, 因而 (80.26) 的 右 端 不 小 于 
| | 0G,0) dnle), 

当 se- 十 0 时 它 收 敛 于 Te [事实 上 , G(w, w) 关于 dj(w ) 是 可 积 
的 和 非 负 的 ]， 当 es 十 0 时 取 极限 , 就 得 到 Uf， 自然 , /一 U? 
在 2 中 是 调和 的 (注意 , 它 >0 并 且 <f, 因而 是 局 部 可 积 的 ). 

因为 /之 0, 因而 它 有 一 个 也 是 之 0 的 最 大 调和 幼 函数 六 ,我 们 
可 以 把 上 面 应 用 于 了 的 推理 应 用 于 f/f 一 六 U* 保持 不 变 , 因为 亦 
不 变 . 我 们 推 得 一 太一 广 = 户 在 Q2 中 是 调和 的 并 兰 0， 然而 

让 十 丹 在 Q 中 是 调和 的 并 < 由 未 六 的 极 大 性 ,我 们 得 到 廊 = 
0, 并 得 到 Riesz 的 上 调和 函数 的 表示 公式 : 

8027) Fo -| Gl, tape) + 0), 

其 中 = 一 4f, 而 六 是 了 的 最 大 调和 幼 画 数 ( 记 信 产 是 非 负 的 ). 
从 (80.27) 我 们 得 到 

命题 30.10 令 口 是 Bo" 的 有 界 开 子 集 ， 为 了 Q 中 的 一 非 负 上 

调和 函数 是 8 中 一 正 Radon 测度 的 Green 位 势 ， 必 要 和 充分 的 

条 件 是 , 其 最 大 调和 幼 函 数 恒 等 于 零 ， 

令 多 表示 0 中 局 部 可 积 函数 的 空间 , f 的 Dirichlet 积分 


< MT YY 
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是 有 限 的 ( 即 , 使 得 gradf 是 平方 可 积 的 )， 我 们 说 ||。=0, 等 价 
于 说 在 2 中 局 部 地 为 常数 ， 令 多 表示 多 模 Q 中 局 部 常数 函 
数 的 商 空间 ， 用 上 |。 表示 多 上 与 能 量 范 数 相 联系 的 范 数 。 它 是 
一 Hilbert 范 数 , 但 多 当然 不 是 完备 的 然而， 五 4(9) 可 视 作 多 
的 一 闭 子 空间 (这 里 再 次 利用 Q 是 有 界 的 这 一 事实 )， 并 且 , 2 中 


” 有 具 有 有 限 能 量 的 正 Radon 测度 的 Green 位 势 的 锥 可 视 为 多 中 的 


一 ( 闭 西 ) 锥 ， 我 们 用 并 表示 它 、 虽然 多 不 是 完备 的 ， 但 由 于 工 
是 完备 的 ,就 可 以 引进 多 到 忆 上 的 正 交 投 影 [对 于 内 积 《,)o]. 用 


“2 表示 这 个 投影 算 子 ， 令 是 Q 中 任 一 非 负 上 调 得 函数 , 六 是 它 


的 模 局 部 常数 函数 的 等 价 类 .我 们 知道 ， 对 于 内 积 《)。 而 言 ， 

f 一 wf 正 交 于 位 势 UV?E HH3(Q)， 其 中 是 一 正 Radon 测度 ， 然 

而 , 当 v 不 一 定 是 正 的 时 候 , 这 也 是 对 的 . 我 们 知道 , 这 些 U? 形成 

且 ;(Q) 的 一 稠 线性 子 空 间 ， 因而 户 ~ 一 wf 正 交 于 H3(Q) 的 这 

一 子 空间 ， 这 就 蕴涵 着 扩 在 8 中 是 调和 的 . 但是， 
—4A(zf)=—4Af=p, 好 wf=U*, 

并 且 ,在 多 中 存在 产 的 一 个 代表 . 户 , 使 得 

(30 .28) f=U*+f", 

这 是 在 目前 的 特殊 情形 下 的 表示 公式 (30.27), 这 样 , (30.27) 可 视 

为 与 能 量 范 数 相 联 系 的 正 交 分 解 公式 的 一 个 推广 


容量 位 势 和 容量 (Capacity) 


令 人 是 BR" 的 一 有 界 开 子 集 , 下 是 0 的 一 紧 子 集 用 Wr 下 
示 在 Q 中 之 0 而 在 不 上 <1 的 所 有 上 调和 函数 4 的 下 包 络 ( 即 ， 
下 确 界 ) 。 立 即 看 出 Wg (2) 宇 W(@w; 7), 0<r<dlw, RNQ)， 然 - 
而 , Wx 可 能 不 再 是 上 调和 函数 , 因为 它 可 能 不 再 是 下 半 连 续 的 . 此 
时 用 Vx 表示 0 中 <W&x 的 所 有 下 半 连 续 函 数 w 的 上 包 络 ( 即 , 上 


 _ 确 界 )， 确 定 下 面 一 些 事实 是 容易 的 ， 


(30.29) 0<Vx<Wxr<l 在 2 中; 
(30.80) Vx=Wx=1 在 到 的 内 点 处 ; 
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(30.81) 在 Q\K 中 Vr-WVk， 并 有， 在 QVK 中 Vw 
Wr 是 调和 的 . 
题 80.11 郊 数 Vx 是 由 所 承载 的 一 正 测度 jx (在 只 中) 的 
Groon 位 势 . 
证 明 从 Vk 的 定义 容易 得 到 Vz 在 中 是 上 调和 的 ( 它 自然 是 
下 半 连 续 的 , 因而 需要 验证 的 只 是 ， 它 在 球 面 上 取 到 极 大 值 , 而 这 


是 容易 的 )， 为 了 简单 起 见 , 假设 8 是 连通 的 (否则 , 在 每 个 连通 分 ” 


被 中 分 别 讨论 ). 任意 固定 woE Q; Green 函数 G(w, ao) 是 一 位 势 
[Dirae 测度 3(w 一 zo) 的 位 势 ]， 且 在 2 中 处 处 大 于 零 ， 因 而 它 在 
K 上 有 一 极 小 值 o> 0 因而 0<Vx<o-1G(, zo). oVx 的 最 大 调 


和 幼 函 数 是 GF《(*, wo) 的 一 个 非 负 调和 幼 函 数 ， 应 用 命题 30.10 两 


次 ， 第 一 次 ， 因 为 GC.，, wo) 是 一 位 势 ， 即 得 到 Vx 的 最 大 调和 幼 
函数 是 零 ; 第 二 次 , 由 此 推断 Vx 本 身 是 一 位 势 ， 因 为 Vx 在 Q\K 


中 是 调和 的 ,因而 wx 一 一 4V fr 由 天 所 承载 “ 证 毕 ， 


定义 80.5 位 势 VE 称 为 下 的 容量 位 热 ， 测 度 wz 称 为 到 的 容 
量 广 义 涵 数 ， HE 的 总 质量 ( 它 是 wx(K)) 称 为 (关于 9) 的 容 
量 ， 太 的 容量 记 为 (KR). 
我 们 把 下 面 两 个 论断 的 证 明 作为 习题 留 给 读者 
(80.82) ”容量 位 势 Fz 是 由 五 所 支撑 的 正 Radon 测 
度 几 的 最 大 Green 位 势 [“， 它 有 性 质 : 在 9 
中 <<1. 
(380.38) 容量 (KK) 是 当 凡 跑 遍 由 尺 所 支撑 的 、 其 
Green 位 势 在 Q2 中 不 超过 的 所 有 正 Radon 
: 测度 集合 时 的 总 质量 w(K) 的 上 确 界 ， 
容量 的 概念 在 现代 位 势 理论 中 起 着 一 个 很 基本 的 作用 ,这 就 
是 我 们 决定 在 这 里 叙述 其 定义 及 一 些 基 本 性 质 ( 看 下 文 ) 的 原因 ， 
虽然 我 们 不 给 出 证 明 ， 可 以 想像 , 容量 的 概念 来 源 于 静电 学 ; 它 是 
在 平衡 状态 下 , 处 在 一 种 不 荷 电 的 介质 (这 里 全 \KK) 中 的 一 个 导体 
(充满 一 紧 集 天) 所 能 负载 的 最 大 电 全 的 一 种 度量 ,此 介质 本 二 为 
一 接地 的 曲面 所 窜 ( 在 这 里 是 08. “接地 的 ”一 词 意味 着 位 势 Vg 
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在 22 上 保持 零 值 )， 在 从中 Vx 不 超过 1 这 一 要 求 是 一 “标准 化 ” 
条 件 , 它 使 我 们 能 够 比较 容量 .- 

命题 30.12 令 0 是 BR? 的 一 有 界 开 子 集 ，BF(K) 是 8 的 一 个 任 
意 的 紧 子 集 不 关于 8 的 容量 ， 则 有 下 述 性 质 : 

(30.34) (0) =0 有 有 KICES CKD) SEER; 

(830.85) CKIU ED)+E RINEKESD) ESECKD) + CRa):; 


“(30.86) ”如 果 {Kj} (= 二 2 …) 是 2 的 一 个 递减 的 


紧 子 集 序列 ， 它 们 的 交 是 下, 则 2 (EK) - 
lm 多 (KE 
证 明 请 参阅 [ 豆 ， 定 理 了 .20]， 
根据 性 质 (30.34) 到 (80.36)， 人 们 可 以 用 延 拓 Radon 测度 的 


类似 方 法 来 延 拓 容量 (把 它 看 作 一 集合 函数 )， 可 以 定义 8 的 任 一 


子 集 4 的 内 容量 为 ; 当下 跑 遍 4 中 紧 集 全 体 时 (EK) 的 上 确 界 ， 
可 以 定义 4 的 外 容量 为 包含 4 的 所 有 开 集 的 内 容量 的 下 确 界 .此 
时 ， 一 个 集合 称 为 可 容 的 ,车 其 内 容量 与 其 外 容量 相等 (于 是 称 此 
值 为 它 的 容量 )、 一 个 属于 耳 ， Oartan 的 有 意义 的 结果 指出 ， 在 
极 集合 (参阅 习题 30.6， 定 义 30.6) 和 零 容 集 合 之 间 有 一 个 同一 
性 (这 里 , 外 围 的 2 不 是 重要 的 ). 


习 题 


30.1 令 了 是 在 闭 球 lz 一 zo|<BRCzoER" R>0) 的 一 开 邻 域 中 > 一 
的 上 调和 函数 ， 从 (30.4) 后 的 注 记 和 Poisson 积分 公式 (10.36) 推 导 : 7 在 


”球面 lz 一 z| = 总 上 的 限制 是 可 积 的 (关于 面积 测度 )， 


30.2 令 乡 是 从 实 直线 的 区 间 ] % D [( 一 <a<2< 十 o) 到 及 中 的 凸 
映射 [ 凸 意味 着 Plais 二 Bio) <<ap( 有 1) 十 BB(i9), 车 a+B=1, a, 6z>0] 
令 日 是 始 的 一 开 子 集 ,是 9 中 的 一 个 调和 六 数 ， 对 于 所 有 的 XEQ，. 


pz) E a, 2[L. 证 明 , $Boh 在 侣 中 是 下 调和 的 ， 


此 外 再 证 明 ， 如果 乡 是 单调 增 的 ， 则 对 于 象 在 区 间 ]a, 5[ 中 的 任何 下 调 
和 济 数 了 EQ, gof 在 名 中 是 下 调和 的 . 

30.3 令 了 是 有" 中 的 一 个 上 调和 函数 , je(.; 9) 是 它 在 半径 +>0 的 
球 上 的 平均 值 ( 球 心 在 所 考虑 的 点 处 )， 证 明 , /9(.; 7) 是 县 " 中 连续 的 上 调 
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和 郑 数 ， 当 了 是 30.7) 中 或 30.9) 中 给 出 的 -4 的 基本 解 时 ， 名 是 什么 ? 
对 于 这 个 户 计算 球面 平均 值 产 [参阅 (30.1) 和 (30.3)7]. 

从 9 的 上 面 的 性 质 推 导 , 任 给 整数 >0, f 是 BR? 中 0" 上 上 调和 郑 数 的 
一 个 递增 序列 的 点 态 极 限 ， 

30.4 令 f 是 了 "的 一 开 子 集 @ 中 的 上 调和 函数 .利用 在 30.2) 中 定 
义 的 球 平均 值 局 (.; +r)， 证 明了 是 中 0 上 调和 函数 的 一 个 递增 序列 的 点 
态 极限 ， 


30.5 令 人 是 Bo 的 一 有 界 开 子 集 ,G(w zw) 是 一 4 在 如 中 的 Green 


函数 ， 令 刀 是 中 的 测度 f(z)az, 这 里 feELKQ)， 证 明 , 应 的 Green 位 
势 [参阅 (30.20)] 是 中 的 连续 函数 . [提示 : 把 证 明 归 结 为 了 的 支 集 包含 
在 一 闭 球 Bc2 中 的 情形 ， 并 利用 球 的 Green 函数 的 性 质 (29.34) 或 
(29.35).] 

30.6 ”此 习题 与 下 述 重要 的 概念 有 关 : 


定义 80.6 ”BRn 的 子 集 8 称 为 权 (polar), 如 果 存 在 的 一 开 邻 域 林 和 可 中 


的 一 上 调和 函数 f, 它 在 如 上 等 于 + co. 

证 明 , 极 集合 有 (Lebesgue) 零 测度 , 并 且 , 它 与 任 一 球面 lz 一 zo|= 已 的 交集 有 

(面积 ) 零 测度 . 
30.7 令 (c, y, 9) 表示 BR 中 的 变 点 , J 表示 线段 z=y 一 0, 0<s<1. 考 


虑 测度 :> BC0,0, sds (由 J 所 承载) 和 它 在 BB? 中 的 位 势 DY (定义 


30.3)， 证 明 , 如果 0s<1, 则 U2(0, 0, 2z) 二 十 ， 并 由 此 推 得 , R* (mn 之 3) 
中 的 每 一 直线 段 是 极 集合 (定义 30.6). : 

30.8 令 + 是 一 正 数 ,并 用 ,表示 Rr” 中 的 超 平面 片 
(30.37) lol <r CQ<i<n—l), ~0. 


证 明 HI, 不 是 极 (定义 30.6)，[ 提 示 : 车 假设 存在 五 , 的 一 开 邻 域 吕 和 可 中 


的 一 个 在 .上 等 于 + <。 的 上 调和 函数 六 则 通过 旋转 和 平移 《它们 保持 .上 
六 和 性 不 变 ) 得 到 |， 存在 一 数 7?', 0<7?'<r+， 和 一 在 超 立方 体 {x ER"; 12| 
一 和 7 一 1 9} 的 一 开 邻 域 中 定义 并 为 上 调和 的 函数 了, 它 在 此 超 立 方 体 
的 边界 上 等 于 + .从 关于 上 调和 函数 的 极 小 值 原理 推 得 : 这 是 不 可 能 的 ， 
因而 得 到 HT; 不 可 能 是 极 . ] 

30.9 令 晶 是 Rn(o>2) 中 半径 为 及 >0 的 一 开 球 , 球 心 在 原点 ,区 是 半 
径 为 BR', 0< RB'<R， 球 心 也 在 原点 的 闭 球 ， 计 算 玉 关于 Q 的 容量 (定义 
30.5)， 太 关于 的 容量 位 势 和 广义 函数 是 什么 ? 当 我 们 取 太 为 球面 


et A 
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Iz| ==R' 时 , 同一 个 问题 的 答案 是 什么 ? 
30.10. 证 明 下 述 属 于 Hartog 的 结果 : 令 {vw (% 一 1, 2 …) 是 开 集 
2cRn 中 的 一 个 上 调和 函数 序列 , 它 使 得 : 
( i ) 和 任 给 虽 的 一 紧 子 集 五 , 存在 一 常数 履 k>0, 使 得 对 每 个 指标 和 
每 个 XEK, 有 vi(%) 之 一 Mx; 
(ii) 存在 一 常数 0>>0, 使 得 对 每 个 《E98, 当天 > 十 co 了 时, 数 vx(z) 的 
下 极限 之 一 O， z 
那么 ,给 定 8 的 任 一 紧 子 集 五 和 任 一 数 s> 0, 存在 一 个 指标 如, 使 得 
(30 .38) v(xX)>—0O~8, VAh>ko, Vr EEK. 


“” 31. Laplace 方 程 和 Brown 运动 
”31.1 高 散 的 情形 


令 Z* 表示 B* 中 的 点 g= (好 ，…， 侣 ) 的 格 (attice)， 这 些 拟 
的 举 标 21 (j 一 1 2,…, 太 ) 是 整数 (>0 或 <0)， 我 们 说 2" 中 的 
两 个 点 和 9 是 相 邻 点 ， 如 果 它 们 的 Euclid 距离 恰好 等 于 1， 
中 的 每 个 点 有 2 六 个 相 邻 点 .2r 中 的 一 途径 (path) 是 从 台 的 一 
个 区 间 到 2Z” 中 的 一 个 映射 , 使 得 两 个 相 邻 整数 的 像 是 一 对 相 邻 的 
点 ， 如 果 定 义 了 上 述 映 射 的 区 间 有 有 限 的 下 极限 ， 则 称 此 途径 有 
一 起 点 (starting poin 荡 ; 如 果 此 区 间 有 有 限 的 上 极限 ， 则 称 此 途 
径 有 一 终点 (arriving point) | 

现在 我 们 来 看 一 下 在 格 Z” 上 运动 的 一 个 “质点 (读者 不 妨 把 


oi 它 想 像 为 在 无 限 的 广 维 棋盘 上 挪动 的 一 个 棋子 ) ,该 质点 的 运动 


如 下 实现 ， 在 每 一 次 动作 前 , 我 们 掷 一 有 2 个 面 的 山子 , 贫 子 的 
每 一 面 上 标 有 一 个 力 数 组 ,确切 地 说 ， 即 标 有 原点 的 一 个 相 邻 点 
的 坐标 。 把 掷 得 的 结果 从 原点 平移 到 质点 现在 所 在 的 点 处 ， 就 可 
决定 质点 下 一 步 应 在 哪个 相 邻 点 处 ， 从 位 置 > 出 发 ,接连 投 拍 (或 
试验 ) 改 子 就 给 出 质点 所 遵循 的 途径 .质点 在 上 述 规则 下 的 运动 ， 
称 为 随机 徘徊 (random walk). 随机 徘徊 的 一 个 重要 特性 是 , 每 
一 次 试验 都 与 以 前 的 试验 无 关 . 用 (0) =w 2G，…， 2 表示 


Te 


-i 
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原点 的 相继 位 置 、 可 以 引进 了 迁移 (transition) 概 楷 p@, zw, B): 已 
是 2* 的 一 子 集 ， 而 p(n, z,B) 是 从 2(0) =z 出 发 的 质点 在 第 % 
步 落 在 集合 B 中 即 z(n) EB 的 概率 , 如 果 B 由 单个 点 9 组 成 ,就 
记 作 pn, w, 力 . 定义 p(0, %, 名 当 z 一 y 时 为 1， 否 刚 为 零 是 自 


然 的 ， 注 意 ， 
1/2NW， 如 果 % 和 9 是 相 邻 点 ， 
(7D) PU, %, ™ 忆 其 它 情形 ， 
函数 BI p(n, ww, B) 定义 BB 上 一 个 具有 总 质量 1 的 正 测度 事 
实 上 它 是 一 个 概率 。 如 果 w 和 B 之 间 的 距离 超过 n, 则 pn, %, 
B) 一 0; 换 名 话说，yt> pr, z, y) 有 (容易 描述 的 ) 紧 的 (有 限 的 ) 
支 集 . 
令 Q 是 23 的 一 子 集 ， 假 设 2 是 连通 的 ， 即 8 的 任意 两 点 可 

用 一 完全 包含 在 2 中 的 途径 来 连接 .2 的 一 个 点 称 为 内 点 ， 如 果 
它 的 所 有 相 邻 点 都 属于 Q; 不 然 , 就 称 为 8 的 边界 点 

8 中 的 一 个 (譬如 ,向量 值 ) 函数 了 称 为 是 调和 的 , 如果 它 在 任 
一 内 点 zE 8 处 的 值 等 于 它 在 的 相 邻 点 集合 上 的 平均 值 


(81.3) fa Df. 
注意 , (31.2) 的 右 端 不 过 是 
(31.8) | Et = 2, Pll, %, DFW), 


算 子 fF> Pf 管 称 为 (一 步 ) 移 位 (shift) 算 子 或 平均 (averaging) 算 
子 . 一 个 实 值 函 数 f 称 为 上 调和 的 ， 如果 在 每 个 内 点 2 处 了 (2) 之 
Pf(w); 在 Markoff 过 程 理论 中 ， 非 负 上 调和 函数 称 为 过 利 
(excessiVe) 函数 

显然 , 对 于 8 中 的 复 值 调和 函数 , 极 大 值 原理 成 立 ， 此 外 , 在 
整个 格 2 中 有 界 的 任何 调和 函数 必定 是 常数 函数 . 

我 们 可 以 令 z 
(31.4) 4=—2(1—P), 
其 中 局 是 移 位 算 子 (31.3) (I 是 恒 等 算 子 ); 4 是 离 散 Laplace 算 
子 。 由 定义 ,一 个 函数 了 是 调和 的 , 如 果 4f =0. 
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现 假设 集合 从 是 有 界 的 ， 并 令 2 表示 它 的 边界 . 令 9 是 一 
个 在 22 中 定义 的 实 值 函 数 . 在 离散 情形 的 Dirichlet 问题 是 求解 
问题 
(31.5) - 4ui=0 在 Q 的 内 点 集 ， 
(31.6) w=g 在 02 上. 
此 问题 有 一 种 值得 注意 的 概率 解释 ， 它 的 唯一 解 也 有 一 种 这 样 的 


”解释 ! 事实 上 ,我们 可 以 把 g 解 释 为 支付 (payo 包 ;如果 从 内 点 集 


的 茶点 4% 处 出 发 的 质点 ,在 点 Y 处 首先 人 碰 到 边界 ,那么 我 们 就 有 等 
于 9(/ 的 启 值 和 输 值 [ 赢 或 输 取 决 于 9(%) 的 符号 ] 下 面 将 证 明 ， 
这 时 解 必 在 % 处 的 值 是 在 > 处 的 期 望 赢 值 (或 输 值 ) [expected 
winnings(or losses)] 的 值 ， 

令 B 是 边界 68 的 一 个 任意 子 集 。 如 果 2 是 一 内 点 ， 我 们 把 
mz(B) 定义 为 从 z 出 发 的 质点 随机 徘徊 ， 首 先 在 集合 B 的 点 
处 碰 到 边界 的 概率 ， 立即 看 到 ，ms 在 92 上 定义 一 个 总 质量 <1 
的 正 测度 .固定 B, 考虑 非 负 函 数 Hz(B); 它 在 只 的 内 点 处 
有 定义 , 然而 可 以 把 它 的 定义 延 拓 到 边界 点 %*， 即 当 wE€B 时 令 它 
等 于 1, 否则 等 于 零 . 显然 , 如 果 zz 是 一 内 点 , 则 


(81.7) mlB)= Dm Bp v9) HN Dm), 


它 指 出 ms(B) 是 调和 的 .现在 令 B=80， 当 w 是 一 边界 点 时 , 我 
” 们 有 mz(80) =1, 因而 mso(389) 是 8 中 的 一 个 在 边界 上 恒 等 于 1 
的 调和 函数 ， 由 极 大 值 原理 ， 它 必须 在 整个 0 上 恒 等 于 1， 这 区 
涵 着 , 对 每 个 2€0, 测度 mo 的 总 质量 在 9Q 上 是 1. 
现在 ,为 了 对 任意 的 g 得 到 (31.5) 一 (31.6) 的 解 % 只 需 取 
(81.8) w (Ww) 一 my}) 


即 可 ， 事 实 上 ， 作为 调和 函数 的 有 限 和 |， 2% 是 调和 的 ， 且 因为 调和 
测度 mz 的 性 质 [参阅 (29.7)]， 它 在 边界 点 y 处 取 值 yy) 由 于 
mz《{y}) 的 定义 (质点 首先 在 点 y 处 碰 到 边界 的 概率 )，(31.8) 
把 w%(w) 定义 为 支付 g 在 点 & 处 的 数学 期 望 (mathematical 


expecta lion)., 
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可 以 把 2” 上 任 一 函数 7 的 值 解释 为 一 个 Fourier 级 数 的 系 

数 , 事实 上 , 令 

(81.9) 1 人 一 六 7 004， 

其 中 9 是 维 环 面 T* 中 的 变量 , 9 一 (01,…, 0w) ,对 每 个 j,0< 

0<2m, 而 0 一 0 十 … 十 wy*， 级 数 (31.9) 无 疑 是 收敛 的 ， 如 

果 了 有 有 限 的 支 集 (自然 ， 还 需 在 一 些 较 松 的 条 件 下 )， 此 时 ， 我。 

们 有 


(B31.10) f= Qn | ,e700. 
对 于 固定 的 w 和 %, 可 将 (31.10) 应 用 于 函数 p(n, vw, 四 .注意 到 ， 
(31.11) D0, %, 0) 一 ee ， 


男 一 方面 , 对 于 nn 之 1， 由 全 概率 公式 , 得 
G1.12) plo, oD- DP, spn-t, oY 
st 


二 一 一 一 >\ -一 / 
了 pA 1, %’, 9), 
因而 ， 
(31.18) pj(n, w, 0) = a Po O. 


. 因为 | 一 好 1 蕴涵 着 对 于 某 个 j 1<j<&N, 有 2 90=20 士 0 
因而 取 %w=1 并 应 用 (3831.11), 即 导致 


(31 .14) pl, v, 0) Wk (0), 

其 中 已 令 

(81 .15) 历 () - 广 习 ooab 

如 果 回 到 (31 .18), 并 对 n 一 1, 2, … 应 用 归纳 法 ， 就 直接 得 到 
(831 .16) Pln, 2,0) =6**B" (0), 


而 (31.1 指出 ， 对 于 %=0 这 也 是 对 的 . 应 用 Kourier 反 演 公式 
(31.10) 即 得 


(31.17) pl w, 四 一 (2m) | gto"(2-wn (0) a 
考虑 所 有 的 备 可 G40, 1,，…) 之 和 (1 一 ) 己 显然 ， 在 9 一 0 处 
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它 有 一 极点 ; (一 B00)) 悦 在 此 极点 处 的 阶 是 2, 意 即 
(31.18) 对 于 9~0,， (5(0))-~2N|9l? [|9|= 
(01+*…+0%) 2], : 
由 此 推 得 ， 如 果 太 >3， 则 男 数 届 一 人 面 ) 导 在 环 面 T” 上 是 可 积 的 ， 
因而 函数 
(81.19) G 人 = Si pn, z, 0) = (2m) -> |, 00s (1 — (0)) -1400 


”是 有 界 的 .应 用 全 概率 公式 (31.12) 就 得 到 


(81.20) -到 4 人 -38 人， 


其 中 65 是 Dirac 测度 的 类 似 物 ， 当 z=0 时 它 等 于 1， 否 则 它 等 于 
零 . 这 样 ，G 在 原点 的 余 集 中 是 调和 的 .我们 还 用 G 表示 卷 积 算 
子 z 

(831 .21) GG, p> Grp (2) = G(s Y) 

(譬如 说 ， 它 定义 于 函数 一 在 2” 上 与 测度 是 同一 回 事 一 集合 
上 , 具有 紧 支 集 )， 此 时 (31.20) 可 改写 为 形式 

(381 .22) (I 一 P)G== 了 I, 恒 等 算 子 ， 


即 ，G 二 CT- 已 -如果 回 过 头 来 看 (81.15) 和 (81.19)， 就 知道 


GB (0) 是 移 位 算 子 了 的 Fourier 变换 , (1 一 5 (0)) 玉 是 GG 的 Fourier 
变换 . (31.19) 的 作用 在 于 ， 从 它 容易 得 到 当 入 之 3 时 G(z) 是 有 
界 的 . 从 (31.19) 我 们 还 能 容易 推 得 

(81 .23) 当 |z| 和 ~ 十 oo 时, G(w) ~ewn|w|?” 


[我 们 将 其 推导 作为 一 个 习题 留 给 读者 ， 自 然 , 其 基本 的 思路 是 利 


用 (81.18) ,并 在 (31.19) 的 积分 中 作 变 数 变换 0= |21 0]. 


刚才 给 出 A G 是 Newton 位 势 的 类 似 物 (参看 例 


30. D. (31. 20) 中 因子 二 的 出 现 现 只 是 由 于 我 们 现在 采用 的 某 种 


约定 (实际 上 ， 器 是 在 位 扫 论 和 概率 论 中 通常 采用 的 一 个 约定 ) . 自 
然 , 在 2* 中 我 们 可 以 用 公式 
(81.24) ”Ur 一 Gxm (参阅 定义 30.3) 


来 定义 一 个 测度 ( 即 , 一 个 函数 ) 久 一 一 具有 紧 支 集 一 一 的 位 势 ， 多 


/ 
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见 ( 参 阅 命 题 30.2), U* 是 非 齐 次 Laplace 方程 
(81 .25) 一 去 4Ur 一 wm (在 2 中) 


的 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 唯一 解 . 
如 果 改 写 (831.34) 为 


(1.26) Ur(@)=D DP, we WHO), 

就 得 到 位 势 的 概率 解释 ， 这 里 , 仍 必须 把 给 定 的 函数 wy) 看 作 支 
付 ， 其 第 项 

(8T.27) 0 


是 赢 值 人 在 第 全 次 试验 时 的 数学 期 望 . 因而 , 方程 (81.26) 指 
Ur(w) 是 从 点 儿 出 发 和 质点 在 次 随机 委 和 中文 付 的 全 数学 其 1 记 
(或 者 , 等 价 地 , 平均 值 ). 

我 们 用 计算 49) |y1” (E27 的 Buclid 范 数 的 平方 ) 时 的 
量 (831.27) 来 结束 这 一 节 的 前 半 部 分 。 其 结果 就 是 一 个 从 % 点 出 > 
发 的 质点 在 一 随机 徘徊 中 所 达到 的 ( 离 原点 的 ) 距 离 的 平方 的 平均 
值 ， 记 此 值 为 dn, 2%) . NT n 之 1, 我 们 有 


9 -YY gf/ / 
(31.28) 0 (2，0) 一 Fr 2 dn—1, 0) ， 


自然 , 我 们 有 中 0，ow) = le|2. 通过 关于 %% 的 归纳 法 ， 从 (81 .28) 
得 到 和 
(31 .29) (有 (22，2) = |w|?++-n. 


”事实 上 , (31.28) 蕴涵 着 


d?(n, w) _n_1+ (2N)™ 2 EA 


然而 , 由 于 显然 的 对 称 性 , 有 
人 2 一 人 jz 十 6 十 | 一 el 一 2 六 (2 十 力 ， 


其 中 ex 是 沿 着 以 轴 的 单位 向 量 . 

在 $ 红 .2 中 ,我 们 将 利用 (81.29), 更 确切 地 说 , 将 利用 它 的 
推论 [也 是 中 心 极 限定 理 的 一 个 直接 推论 1, 即 , 一 个 质点 在 随机 徘 
惫 中 第 % 步 所 达到 的 距离 的 平均 值 是 V nw 阶 的 (对 于 大 的 从， 
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31.2 连续 的 情形 


我 们 可 以 术 研 究 $3.1 中 的 格 到， 而 研究 它 的 任 一 个 位 似 像 
(homothetical image) hZ*” (2* 的 点 乘 以 hb 就 得 到 有 2Z* 的 点 ). 老 
时 , 在 及 > 十 0 时 取 极 限 , 我 们 得 到 连续 的 随机 徘徊 的 概念 .然而 ， 
在 取 极 限 的 过 程 中 我 们 不 应 忽视 下 述 事实 , 即 , 在 随机 徘徊 中 走 过 
的 距离 这 一 概念 必 不 可 让 其 消失 ! 特别 是 , 在 2* 中 的 一 个 随机 徘 
徊 中 所 走 过 的 距离 必须 与 在 h2” 中 在 “同一 时 间 ” 的 随机 徘徊 中 所 
走 过 的 距离 本 质 上 是 一 样 的 ， 但 是 , 实际 上 我 们 不 可 能 谈论 在 一 
个 随机 徘徊 中 所 走 过 的 距离 , 我们 只 能 谈论 它 的 平均 值 ; 由 8 31.1 
末尾 的 注 , 我 们 知道 这 个 平均 值 是 Vn 阶 的 、 这 样 ， 如 果 希 望 用 

hh 了 + 去除 它 的 步 长 , . 那 就 必须 用 ?去除 每 一 步 的 “时 间 ” 即 必 须 
用 及 ?去 乘 在 一 给 定时 间 中 所 实现 的 步 数 。 转变 到 “时 间 ” 用 语 不 


”是 侦 然 的 ，§ .1 中 的 步 数 变量 n, 现在 将 用 时 间 变 量 + 来 代 埠 ， 


也 束 是 用 随机 徘徊 的 时 间 来 代 兰 .为 了 记号 的 简便 , 我 们 将 用 
访 h ”而 不 是 用 4” 来 除 每 一 步 的 时 间 . 
这 样 就 回 到 了 全 概率 公式 (31.12), 但 现在 是 在 格 h2” 中, 根 
据 上 面 的 注 , 我 们 把 它 重 写 为 : 
(31.80) PpETH/N, ,WD—M™ DB pl 0 9) 


[我 们 已 经 用 tt 代 区 了 (n 一 了 如/N]，。 以 @; 表示 沿 着 z! 办 的 单位 
向 量 (7= 二 …，N)， 从 (31. 30) 的 两 端 减 去 2 o, 2), 并 将 结 


” 果 除 以 A 就 得 到 


(31.81) 5 {p(tH/N, oY) ~plt, », WD} 


N 
去 辫 (pt $+ he;, y) 


0 ，2 一 je Y) —p(t, 2, Y)}. 
当 h—> +0 时 取 极 限 , 容易 得 到 


(81.82) (vr -五 4 ) pl v=0 (对 于 t>0). 
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我 们 看 到 ， 迁 移 概 率 p(, w, 纺 在 半空 间 巡 0 中 是 热 导 方程 的 解 
( 用 豆 4 代替 4)， 对 于 固定 的 这 0, 当 |z-g| 一 十 co 时 ， 必 有 


p(t, zw, 功 一 0， 因 为 在 离散 的 情形 这 是 对 的 .又 

(3 红 1.33) p(0, 2 幼 一 8 一 急 ， Dirac 测度 (对 角 线 上 的 ). 

这 些 条 件 唯一 地 确定 了 p(t, wy) (参阅 8 6.1， 也 参阅 例 44. D, 
我 们 有 pC, %, 2) 一 p(t, 2 一 切 ， 其 中 

(81 .84) p(t, 2) = (2nt) /soxp(— |e [3/22) 

这 里 巡 20 当 t-> 十 0 时, p(t, 2 (在 广义 函数 意义 下 ， 或 在 测度 
意义 下 ) 收敛 于 原点 处 的 Dirac 测 度 6， 如 果 B 是 BR* 的 一 个 
Lebesgue 可 测 子 集 , 则 现在 (这 就 是 说 , 在 某 个 给 定 的 时 刻 , 我 们 将 
此 时 刻 取 为 原点 ) 在 位 置 “处 的 质点 ， 在 时 刻 巡 0 时 在 某 个 属于 
B 的 点 处 的 概率 等 于 

(81.35) P,[w(t) € B] -| pG， w— ydy. 


(81.34) 型 的 概率 分 布 称 为 正 态 分 布 或 Gawuss 分 布 . 它 是 球 
对 称 的 , 指出 了 连续 随机 徘 智 的 完全 的 各 向 同性 性 (连续 随机 徘徊 
称 为 Browm 运动 ,用 以 纪念 植物 学 家 Robert Brown, 他 曾 在 1827 
年 观察 过 悬浮 于 水 面 的 花粉 颗粒 的 “快速 摆动 ”).，pG, 2) 的 图 像 
(对 于 固定 的 t>0) 是 通常 的 铃 型 曲面 ,在 2=0 处 取 极 大 值 ， 对 于 
任意 的 w, 概率 分 布 等 于 p(t, 2 一 y) 这 一 事实 强调 了 Brown 运动 
是 平移 不 变 的 。 还 注意 , 根据 (31.85), 过 去 的 事件 对 于 将 来 的 运 
动 是 没有 影响 的 .与 离散 情形 相 比 ,一 个 值得 注意 的 差别 是 , 在 某 
个 时 刻 0, 质点 位 于 任 一 给 定 的 点 处 的 概率 总 是 零 。 现 在 位 于 
点 儿 处 的 质点 将 随机 地 找到 一 条 途 色 一 一 根据 规则 (31.35)， 所 
谓 途 径 实 际 上 是 从 了 := 1EBRi 1>>0} 到 BR* 中 的 连续 映射 ; 我 们 
可 以 把 每 个 “出 发 点 ”z 与 一 概率 分 布 相 联系 , 即 , 与 从 ww 出 发 的 所 
有 途径 组 成 的 空间 上 一 个 总 质量 为 1 的 正 测 度 相 联系 这 里 我 们 
不 深入 研究 了 . 

现在 容易 猜想 到 处 理 Dirichlet 问题 的 概率 途径 了 . 令 人 是 
R” 的 一 有 界 开 子 集 , 68 是 其 边界 ， 引 进 从 xzE4 处 出 发 的 质点 
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的 首次 流出 时 间 (time of first exit)7z: 7z 是 所 有 使 得 w(t) € R*\Q 
的 数 二 的 下 确 界 ， 其 次 ， 我 们 定义 光志 (escape) 概率 ms 它 是 
边界 92 上 的 一 个 测度 ， 对 于 60 的 每 个 ( 璧 如 ，Borel) 子 集 4, 它 
给 出 一 数 , 此 数 是 x(v) € 4 这 一 事件 的 概率 .现在 , 如 果 g 是 60 
上 的 一 个 任意 的 连续 函数 , 并 且 , 若 令 


(31 .86) . 4& 2) 一 | g (Vf) dma(y), 
则 有 

(81 .87) 一 0 在 中 ， 
(31 .38) u=g 在 6Q2 上 . 


有 几 个 事实 需要 确立 , 而 且 (31.388) 的 含义 必须 说 清楚 . 首先 必须 
证 明 , 逃逸 的 时 间 是 有 限 的 , 确切 一 些 说 (为 了 更 多 地 保持 我 们 在 
这 里 所 采用 的 观点 ), 质 点 从 集合 2 逃逸 的 概率 是 工 .事实 上 , 只 需 
证 明 质 点 从 任意 一 个 中 心 在 2 处 的 球 Brlw) 逃逸 的 概率 是 工 即 
”可 . 我 们 来 证 明 质 点 永远 留 在 此 球 中 的 概率 是 零 . 假设 在 时 刻 
"EZ 之 前 它 留 在 球 Br (wz) 中 ; 则 所 有 增 量 s (站 一 w(I 一 1) (j= 
1,…, m9) 的 范 数 必须 都 志 2 有 R， 由 于 随机 运动 所 遵循 的 概率 规律 ， 
我 们 有 
PIlz()) —%(j—1)|<2R] 


~ (2m) -*/3 |, ,exp(— [2|%/2) dz—ap<1, 
并 由 全 概率 公式 , 得 
Petr>m] < PEs()) -v2(j—D) |<2A -oR, 


当 "> 二 co 时 它 收 敛 于 零 , (其 中 我 们 用 P[e] 表示 事件 。 的 概率 .) 
一 个 很 简单 的 概率 论 的 论证 指出 , 函数 (81.36) 是 调和 的 . 令 . 
Br (wo 是 中 心 在 z 处 的 任 一 开 球 , 它 的 闭 包 包含 在 Q 中 . 从 zz 出 发 
的 质 氮 在 磁 到 的 边界 之 前 , 必定 碰 到 球 Pr 2) 的 边界 So) . 然 
而 ， 如 果 我 们 要 计算 (在 首次 流出 2 的 时 刻 如 碰 到 80 的 某 个 子 
集 的 概率 ， 我 们 不 妨 饼 掉 在 首次 流出 球 B.(w) 的 时 刻 7 之 前 发 生 
”的 事情 .， 换 甸 话 说 , 不妨 假设 质点 在 时 刻 v 从 总 (四 的 基点 出 发 . 
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但 是 我 们 必须 规定 质点 (在 时 刻 在 S,(z) 的 一 给 定子 集 4 中 的 
概率 此 概率 必定 等 于 从 2 来 的 质 氮 在 时 刻 Y 磁 到 4 的 概 玲 ， 
由 于 Gauss 分 布 的 对 称 性 ， 后 者 在 S.C%) 上 不 能 不 古 均 匀 的 .用 
数学 的 语言 说 , 关于 B,(%) 的 测度 ms 的 类 似 物 是 球面 S;(%) 上 的 
面积 测度 , 经 除 以 Sj(w) 的 总 夯 积 而 规范 化 ， 此 即 意 味 者 

(31.39) ma(4) = 18 merraC4)a5 [参阅 (30.1)]， 


其 中 4 是 89 的 Borel 子 集 ， 换言之 , 测度 mz 是 调和 的 (容易 验 
证 它 关 于 ”的 可 测 性 ), 这 就 蕴涵 着 (31.87). 

现在 我 们 来 考察 边界 条 件 (31.38) . 由 $ 29 中 导致 正规 点 概 
念 (定义 29.4 的 那些 考察 , 我 们 了 解 到 事实 不 很 简单 . 例如 , 假设 
9 是 原点 对 于 BR 中 单位 圆 盘 的 余 集 . 那么 可 以 证 明 ， 对 于 2 中 
任意 的 z， 即 无 论 =“ 如何 接 近 于 原点 ， 从 出 发 的 质点 首先 在 原 
点 处 流出 2 的 概率 是 零 . 边界 点 的 正规 性 概念 有 下 述 的 概率 解 
释 : 如 果 用 5 表示 从 % 出 发 的 质点 第 一 次 流出 8 的 时 刻 , 则 2 的 让 
一 个 点 zo 是 正规 的 , 当 且 仅 当 : 
(31 .40) lim Ps[7>> 加 一 0， 对 每 个 h>0 
(用 标准 的 术语 说 , 即 当 z->zo 时 5 依 概率 收 伍 于 零 )， 我 们 不 来 
证 明 这 个 论断 (还 明 不 很 难 , 读者 不 妨 试 一 试 )， 它 是 下 述 论断 的 
一 个 推论 ，z0o 是 正规 的 , 当 且 仅 当 
(31.41) Yr>0, lim Ps,[s (7) E00 Bw0)] =1, 


习 题 
31.1 令 G(z) 是 2* 中 由 (31.19) 给 出 的 位 势 . 证 明 , 当 ==2 时 ， 
of* ff AO: AO» i 
G(0)=w :[[, 4 一 《cos 全 十 cos 晶 0) 一 


”但 是 当 六 >3 时 GG0)< 十 c. [提示 在 W=3 的 情形 ， 注意 到 对 所 有 
0 14,，…,， 有 2p(2k 填 1, 0, 0) 二 0,] : 

31.2 本 习题 研究 由 下 述 定义 所 引进 的 重要 概念 : 
定义 31.1 ZZ” 的 一 个 子 集 B 称 为 常 返 的 (recurrent)， 如 果 给 定 2* 的 任 一 
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点 xz， 从 zz 出 发 的 质点 终于 磁 到 B 的 概率 等 于 1. 
当 ze 2w 时 ,我 们 用 me(z) 表示 从 zx 出 发 的 质点 在 其 随机 徘徊 中 至 少 一 次 碰 
到 B 的 概率 ,用 ms(z) 表示 质点 无 穷 次 地 碰 到 8 的 概率 ， 证 明 下 述 论断 : 
(31.43) ”如 果 B 是 常 返 的 , 则 mw%(z) 一 

如 果 B 不 是 常 返 的 , 则 m3(z) 一 0. 


[提示 ， 把 wa(4) 表 为 和 式 全 ge(o x 引 ， 其 中 9a(n, zx, y) 是 从 > 出 发 的 


质点 在 第 % 步 在 点 yE BB 处 第 一 次 磁 到 集合 的 概率 ; 并 证 明 mw%(x) 二 
TB(Z7) 和 BCX) . J 

31.3 证 明 , 当 N<2 时, Z* 的 每 个 子 集 都 是 常 返 的 (定义 31.1), 然而 ， 
当 之 3 时 , Z* 的 每 个 有 界 子 集 都 不 是 常 返 的 ， 再 证 明 , 困 中 的 “平面 
3 一 0 是 常 返 的 . 

31.4 证 明 离 散 情形 中 的 Riess 分 解 公式 [参阅 430.27)], 即 证 明 , 对 给 
定 的 Z*” 中 任 一 过 剩 函 数 f( 即 任 一 非 负 上 调和 函数 ), 我们 有 z 
(31 .43) f=U0+f, 


”其 中 VY=Grp 是 p= 一 五 他 的 位 势 ,而 搬 是 2 的 一 个 调和 本 下 .证 明 ， 


产 是 f 的 最 大 调和 纺 卫 吉 

31.5 令 BeZ”, 而 wp, mi 是 在 习题 31.2 由 定义 的 函数 证 明 ms 是 
过 剩 鸭 数 ， Zr 有 是 TH 的 最 大 调和 幼 函 数 . 证 明 ， WB -三 Lorp 由 已 所 支 返 ， 
而 电 不 是 常 返 的 , 当 且 仅 当 ms 是 一 位 势 . 

红 .6 假设 如 是 非常 返 的 (参阅 定义 31,1)， 证明 jw 一 一 二 dvs 是 由 

所 承载 的 , 位 势 <1 的 最 大 负荷 ， [此 时 ， 总 质量 %《B) = 如 Kaly) 称 为 也 的 
(离散 的 ?容量 ,] 

31.7 证 明 , 如 果 Nz>3， 则 由 天 个 点 人 < 二 co) 组 成 的 集合 互 的 容量 等 
于 8/G(0)，G(s) 是 位 势 (31.19); 并 证 明 , 任 一 无 限 的 非常 返 集合 的 容量 是 
无 限 的 . 

31.8 令 Q 是 RR* 的 一 有 界 开 子 集 ， 用 表示 从 z 出 发 的 一 质点 流出 
2 的 第 一 个 严格 正 的 时 间 . (注意 ,如果 ze 0Q, 则 首次 流出 时 间 * 显然 是 零 
但 是 ， 如 果 z 沪 于 的 边界 , 质点 可 能 立刻 重新 进入 09, 然后 在 一 稍 后 的 时 
刻 再 流出 2.) 令 hh 是 一 个 任意 的 大 于 零 的 数 . 证 明 , 对 于 任 给 的 点 z, 有 
(31.44) Pls>h]<Plo>h]. 
用 4(to) 表示 在 时 间 区 闻 to 志 t<hCto>0) 巾 , 质点 的 轨道 整个 地 位 于 @ 中 这 
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一 事件 ,用 PsL4《to)] 表 示 从 x 出 发 的 质点 发 生 事件 4(to) 的 概率 . 证明 , 对 
于 固定 的 , 0<io<h, PoL4(to)j] 是 RY 由 zz 的 连续 函数 . [提示 : 证 明 


(31.45) Po[AGo)]= |/ ,Pils>h—iolplto, s—y)dy.1 
证 明 ， 
(31.46) Poto>h]= lim Po[4(to)]， 


由 此 推导 , Ps[o>> 有 加 关于 x 是 上 半 连 续 的 ， 并且, 与 (31.44) 一 起 ， 利 用 
mo € 699 正规 性 的 充分 必要 条 件 (31.40), 证 明 , xo 是 正规 的 , 如 果 
(31.47) Po [o>0]=0. 

31.9 使 用 与 习题 31.8 中 相同 的 记号 . 令 思 女 是 使 得 0<h< 妇 的 两 个 
数 ， 并 令 4(#) 表示 在 时 间 区 间 h<t<H 中 , 质点 的 轨道 完全 位 于 人 之 内 这 
一 事件 证明, 如 果 z 是 及 > 中 任 一 点 , 则 
(31.48) Plo>0, A(t1)] =P,[o>0]P[LA(t1)), 

即 ,对 于 >0, 事件 o>0 和 事件 4Ctt) 是 独立 的 (注意 ,事件 o>0 的 发 生 决 
定 于 一 无 限 小 的 时 间 区 间 0<t<e 中 ), 从 (31.48) 推 导 ， 

(31.49) PLo>0]= (PLo>0])?, 

因而 推 得 索 党 律 (zero-one law): Ps[o>0] 或 者 等 于 零 ,或 者 等 于 1. 

31.10 令 吕 是 及 7 的 一 有 界 开 子 集 , xo 是 它 的 一 个 边界 点 , 假设 ,存在 
一 个 包含 于 RMRQ 中 的 、 以 wo 为 顶点 的 截 球 锥 厂 ， 证 明 , mo 是 一 正规 点 . 
[提示 ， 把 正规 性 的 充分 条 件 (31.47) 与 零 党 律 (31.49) 结 合 起 来 , 证明, 如 果 
2o 是 非 正规 的 , 则 必 存 在 如 >0, 使 得 在 时 间 区 间 0<i< 如 中 轨道 完全 包含 在 
0 的 内 部 的 概率 等 于 于 这 样 ， 对 于 0<t<to 轨道 必然 位 于 锥 研 之 外 . 利 
用 Gauss 分 布 的 旋转 不 变性 得 到 ,在 开 区 间 0<t< 中 ,轨道 应 该 位 于 一 开 
球 之 外 ,此 球 以 wo 为 心 ,有 严格 正 的 半径 ; 由 此 得 到 , xo 必须 是 正规 的 , 与 假 
设 矛 盾 .] | 

31.11 从 Gauss 分 布 推导 在 一 连续 的 随机 徘徊 中 ， 在 一 时 间 区 间 0<; 
<z 中 所 走 过 的 路 程 的 平均 值 . 


32. 平面 中 的 Dirichlet 问题 ， 保 角 映 射 


在 本 节 我 们 将 研究 平面 BR? (或 R? 的 开 子 集 ) 中 两 个 变量 
(w, Y) 的 调和 函数 与 复 变量 zw 十 (一 /= 了) 的 解析 函数 之 间 
的 关系 。 此 关系 基于 下 述 事实 ， 
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(32.1) 4- ( 贡 ) +( 却 ) 一 和 B202 ” 
其 中 3/93 一 二 (0/6x 十 i0/0y) 是 Cauchy-Riemann 算 子 (参阅 
85),，2/2 是 它 的 ` 复 共 斩 . 
(32 .1) 的 第 一 个 推论 是 , Laplace 方程 在 很 大 一 类 平面 的 变换 
下 是 不 变 的 ， 这 类 变换 远 多 于 两 个 变量 的 正 交 群 。 因为， 如 采 


“zy>2=2Z(z) 是 从 及 : 的 开 子 集 Q 到 另 一 个 这 样 的 集合 8 上 的 


全 纯 同 胚 (holomorphismy [2 (2) 在 中 蚌 全 纯 的 ，2Z'(%) 在 8 的 
任 一 点 处 不 等 于 零 ， 而 ? 卢 Z 是 从 8 到 上 的 一 个 双 满 映射 ， 

那么 (2Z) EF>h(Z (2)) 就 构成 一 个 从 2' 中 调和 函数 空间 到 2 中 调 
和 函数 空间 上 的 双 满 映射 (事实 上 ， 对 自然 拓扑 而 言 ， 是 一 个 同 
构 ) 。 这 是 因为 

(82.2) dy,y— [Z| dr,y, 

其 中 成 =Re2 了 =ImZ. 


保 角 映射 一 一 下 是 不 变 的 这 一 事实 , 使 我 们 能 把 Dirichlet 问题 从 
一 开 集 转 到 它 的 一 个 双全 纯 象 (biholomorphic image) 上 ， 后 者 可 
取 为 一 个 较 简 单 的 集合 . @ 的 所 有 有 界 开 子 集中 最 简单 的 可 能 就 
是 单位 圆 盘 节 |?| 天 匡 ; 我 们 用 多 表示 它 。 如 果 吕 是 06 的 一 有 
界 域 ( 即 一 个 有 界 开 连 通 集 , 并 是 单 连通 集 ), 则 由 Riemann 映射 
定理 知道 ， 存 在 一 个 从 Q 到 多 上 的 全 纯 同 胚 zF>wG)， 此 外 ,给 


” 定 人 的 任 一 点 zo, 可 以 选取 函数 w, 使 得 wzo) =0。 进一步 假设 


边界 2 是 一 条 OF 曲线 ， 并 设 映 射 sF> 几 可 延 拓 为 从 29 到 单位 


圆周 9 乡 上 的 一 个 ct 同 胚 ( 意 即 它 的 导数 存在 ， 连 续 ， 且 无 处 为 


零 )， 于 是 容易 得 到 88 上 调和 测度 的 表达 式 . 在 关于 边界 数据 9 


的 适当 正规 性 假设 下 ， 我 们 来 考察 齐 次 Dirichlet 问题 ; 


(32.3) 如 =0 在 8 中 
(32.4) w=g 在 82 上. 
令 fdo) 一 9g 的 ,其 中 久 =w(z)， 这样 , f 就 是 w(|w| 一直 的 函数 ， 
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此 时 , 考虑 Dirichlet 问题 

(82.5) - dp=0 在 多 中 ， 

(32 .6) Vv 一 f/ 在 929 上 

的 解 2 中 值 公式 (10.17) 导致 
v0) = | fC)d0 -3 b fw) We 


[wi=1 


令 -一 
(82.7) WCGco 2) = ee ， 

因为 w 的 选取 依赖 于 % 的 选取 。 我们 得 到 

(82.8) uco — 577 ,9 M Coos dz 


特别 , 当 2 是 单位 圆 盘 本 身 ，zH> 2 是 一 个 可 延 拓 为 从 单位 贺 
周到 其 自身 上 的 CO 同 胚 的 、 把 za 映 为 零 的 .从 多 到 其 自身 上 的 全 
纯 同 胚 时 , 我 们 可 以 应 用 这 个 公式 ， 把 ww 取 为 一 
(32.9) 2 一 (一 20)/ (1 ~ zo02) 
是 标准 的 取 法 ; 简单 的 计算 表明 ,如果 |a| = 工 则 
(82.10) M (20, 2) = 于 -名字 
”把 此 式 代入 (328) ,在 现在 的 特殊 情形 中 我 们 就 得 到 Poisson 公式 
(10.28). 


(82.11) vGo = 元 | go 天 Gd- 2 Fr 
zo = To0xp (%00), ro<1. 
现在 仍 假设 9 是 一 有 界 域 如果 了 是 介 中 一 个 全 纯 函 数 , 则 
它 是 调和 的 ， 因 而 其 实 部 和 虚 部 亦 然 ， 反之 ， 令 履 是 @ 中 的 一 个 
福西 数 ， 人 分 形式 


Ou Ou , 


在 弓 中 是 闭 的 ,因而 (因为 2 是 单 连 通 的 ) 它 等 于 & 中 一 函数 的 微 
分 4v.。 取 
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(x, 
V2, Y) 一 I a 
其 中 (go, yo) 是 2 的 一 个 任意 的 (但 是 男 定 的 ) 点 ， 积 分 沿 2 中 连 
结 (wo, yo) 和 (w, y) 的 任 一 适当 光滑 的 (例如 分 段 线性 的 ) 途 径 进 
行 ( 因 为 2 是 闭 的 ， 因 此 积分 途径 的 选择 是 不 重要 的 )， 因为 w= 


dv, 我 们 就 有 Qauchy-Riemann 方程 


Ov __u 0 0 
2 . er 一 一 -一 一 一 一 
(32.12) Ox Oy’ Oy Or’ 


它 缠 涵 着 % 在 8 中 也 是 调和 的 ,习惯 土 称 % 和 % 是 共 思 调和 遂 数 .。 

满足 关系 (32.12) 的 任 一 别 的 函数 与 ?相差 一 个 常数 ; 自然 ,这 相 

应 于 在 定义 4 的 积分 中 点 (zo, yo 的 选取 的 改变 ， 
一 个 值得 注意 之 处 是 , 关系 (82.12) 蕴涵 着 

(82 .13 ) (grad wu) (gradw) 一 0. 

此 正 交 性 有 一 重要 的 解释 ， 假设 8 表示 一 个 各 向 同性 的 (和 均匀 


一 的 ) 介 质 , % 是 介质 内 部 的 温度 ; 假设 在 从 的 边界 的 每 一 点 处 ,的 


值 保 持 为 常数 (对 时 间 而 言 )、 那么 2 中 的 曲线 = 常数 就 是 等温 
线 (isothermic lines) ， 必 须 注意 , 它们 不 一 定 是 真正 的 "曲线 : 例 


”如 , 如 果 在 边界 上 温度 的 值 是 常数 , 譬如 说 在 69 的 每 个 点 处 等 于 


1, 则 在 8 中 w==1, 因此 只 有 一 条 等 同 于 集合 @ 本身 的 等 温 线 ， 
但 是 ,为 了 论证 的 方便 , 我 们 假设 等 温 线形 成 一 个 真正 的 光滑 曲线 
的 单 参数 族 ， 那 么 这 些 曲 钱 的 正 交 轨 线 就 都 是 % 的 等 值 线 ， 当 以 
是 温度 时 ， 这 些 正 交 轨 线 即 为 热流 线 (ines of heat flow) 向 量 
gradw 与 曲线 w= 常 数 相 切 , 而 grad% 与 流量 成 比例 . 

”很 清楚 ， 如 果 施 行 一 个 从 Q 到 0 中 另 一 域 上 的 保 角 映 射 ， 屠 
么 整个 结构 将 被 保 角 地 变换 ， 等 温 线 被 映 为 新 域 中 的 等 温 线 ， 热 
流 线 被 映 为 新 域 中 的 热流 线 . : 

令 是 闭 单位 圆 盘 多 中 的 连续 函数 ， 在 : 多 内 部 是 全 纯 的 , 并 
令 ff 二 4 二. 注意 到 当 z| = 1 时 
1— ll” _ po 人 


11— zzo|? 20 


由 (32.8) 和 (32.10) ,我 们 有 
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2 十 加] dz 
V20) 一 Bet uD) Re {各 一 | 且 2 


因而 ?的 -pm [于] 全 二 
因为 右 端的 积 分 是 u(xo) 的 一 调和 共 恩 (两 者 都 视 作 只 中 加 的 函 
数 ). 我 们 推 得 

ju - pk -1 .位 下 了 


2 


然而 很 清楚 ,在 用 - 久 代 替 放 用 w=Re( 一 访 ) 代替 人 时 ,我 们 能 


十 C 〇 ， 


” 够 应 用 这 个 公式 ， A 


be 


f (20) 一 2m% pz 名 OR 时 +0. 
把 这 两 个 公式 相 加 , 并 改变 常数 0 的 定义 , 就 得 到 
EC 


在 上 面 的 表达 式 中 取 zxo=0， 应 用 中 人 则 得 


0=f(0)— 7 jf 党， 
因而 得 到 
7 四 -二 和 7 二 so 二 -到 
1 
2 je 一 


它 表明 ,单位 圆 盘 中 的 Qauchy 公式 [多 加 (5.18)] 是 Poisson 公式 
(32.11) 的 一 个 推论 . 这 并 非 意外 ; 必须 注意 ，Poisson 公式 是 中 值 
定理 的 一 个 推论 ， 而 后 者 是 Oauchy 公式 的 一 个 直接 的 推论 ， 

我 们 继续 考虑 当 Q2= 多 (单位 圆 盘 ) 时 的 Dirichlet 问题 
(32.8) 一 (832.4).， 假设 边界 值 g 是 充分 正规 的 , 这 里 可 以 理解 为 
IE 天 或 9EU<2<s 二 co) 事实 上 , 如 果 只 假设 y 是 单位 圆周 
89 上 的 一 个 广义 函数 , 则 现在 要 叙述 的 大 多 数 事实 仍 是 对 的 . 在 
下 文中 重要 的 是 , 9g 必须 有 Fourier 展开 式 : 


(83214) ge) SS gue. 
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在 当 mm 过 0 时 所 有 的 Fourier 系数 gm 等 于 零 的 和 情形， 容易 得 到 


(32.3) 一 (382.4) 的 解 ( 在 某 种 适当 的 广义 下 )， 它 是 z(|z|< 了 的 
全 纯 函 数 ; 它 的 Zaylor 展开 式 即 为 z 


(82.15) gr z 

如 果 当 mm>0 时 所 有 的 系数 gm 等 于 零 , 则 解 必 由 
(82.16) DY gnz™ 

给 出 ， 因 而 , 在 一 般 情 形 , 我 们 可 以 取 

(32.17) u(y, Y) = (2) + (2) — go, 


其 中 以 入 分 别 是 函数 (32.15) 和 (82.16) 。 将 Gauchy 公式 应 
用 于 他, 反 Cauchy 公式 应 用 于 人 ,容易 验证 , 解 u (在 关于 g 的 适 
当 的 假设 下 ) 与 由 Poisson 公式 所 给 出 的 解 一 致 . 

还 必须 注意 , (32.11) 中 的 Poisson 核 可 视 为 单位 圆周 上 的 (等 
同 于 平面 中 旋转 群 的 ) 对 合 核 . 当 ro<I 时 它 是 Cr 的 ,因而 可 以 将 
其 作用 到 单位 圆周 上 的 任何 广义 函数 上 :， 其 结果 就 是 单位 圆 盘 中 
以 此 广义 函数 作为 边界 值 的 齐 次 Dirichlet 问题 的 解 . 我 们 甚至 可 
以 证 明 ， 此 解 确实 “ 取 ” 此 边界 值 ， .事实 上 , 人 是 ro>0 的 光滑 水 
数 ， 取 值 于 圆周 |z| =7?。 上 的 广义 函数 的 空间 中; 当 7oF1I 时 ， 
u(r7o6”*) ， 作 为 角度 变量 0 的 广义 函数 , 收 敏 于 g(e*). 可 以 立刻 验 
证 这 个 论断 , 例如 对 于 由 (32.17) 给 出 的 的 表达 式 ( 利 用 Fourier 


”级 数 ) 来 验证 ， 


最 后 我 们 注意 ，Fourier 级 数 方法 可 用 于 任何 环形 :> 四 < 
Rs (0 二 Ri 二 Ro) (参看 习题 32.2)， 利 用 全 纯 同 胚 , 可 把 许多 “ 双 ” 
连通 开 集 映 为 这 样 的 环形 ; 因而 在 环形 中 的 Dirichlet 问题 的 解 可 
转换 到 这 样 的 一 个 开 集中 去 . 

人 们 或 许 还 要 在 一 无 界 开 集 一 一 例如 ， 
中 解 Dirichlet 问题 . 此 时 ， 提 出 “在 无 穷 远 处 的 条 件 ”， 例 如 所 求 
的 解 的 衰减 速度 , 是 必要 的 ; 这 里 存在 某 种 程度 的 不 明确 性 (参阅 
习题 82.4 到 82.7). 
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习 题 
32.1 假设 6(0<9<2m) 的 函数 g(et) 是 平方 可 积 的 ， 并 令 % 是 开 单位 
圆 盘 中 由 Poisson 公式 (33. 工 ) 给 出 的 函数 ， 证 明 , 当 ro> 0 趋 于 工时 ， 
| lutroe') -gGee)bpag-~>0 


[提示 ， 利 用 w 的 Fourier 级 数 表示 .] 

32.2 令 gy 是 圆周 1z|=71 (j=1, 2;0<ri<72)) 上 的 一 个 广义 函数 . 利 
用 Fourier 级 数 方法 证 明 ， 在 环形 rt<*<ys 中 存在 一 个 有 下 述 性 质 的 调和 
函数 w(r, 9)， 给 定单 位 圆周 上 的 任 一 Cr 函数 风 (e)， 当 一 7 (j=1, 2) 
时 ,有 : 


| “Cr, 0) 由 (ete)g0 -> 网 ge be) dd. 


32.3 证 明 ， 习 题 33.3 中 的 调和 了 沼 数 % 是 唯一 的 [提示 : 在 边 界 数 据 
Yi» 9 和 恒 等 于 零 的 情形 ， 证 明 ， 每 个 卷 积 


[ukr, 00—0) pCe®)a0, ge CC[0 2m]) 


也 是 解 , 并 且 , 它 连续 到 边界 .] 

32.4 令 gle”) 是 单位 圆周 上 的 一 个 连续 函数 .关于 g 加 上 什么 条 件 ， 
. 才能 使 得 在 域 |z| >>1 中 存在 一 个 全 纯 函 数 f(z)， 当 |s] =I 时 它 等 于 g? 证 
明 , 如 果 了 存在 , 则 必 不 叭 一。 证明, 如果 附 加 .上 f 在 无 穷 远 处 等 于 零 这 个 条 
件 ， 则 存在 唯一 这 样 的 全 纯 函 数 f。， 由 此 推导 ,对 于 任意 的 ( 实 值 ) 连 续 函 数 ” 
g(ee)， 在 域 js| > 中 存在 瞧 一 的 调和 函数 当 |s| 一 1 时 它 等 于 9 在 无 穷 
远 处 它 趋 于 零 . 

33.5 令 gle”) 是 单位 圆周 上 一 个 任意 的 连续 函数 , w(x, 9) 是 域 如 十 
> 工 中 当 汉 十 多 于 时 等 于 9， 在 无 穷 远 处 趋 于 零 的 唯一 的 调和 天 数 ， 证 明 ， 
w 可 表示 为 单位 圆周 上 的 一 个 卷 积 , 类 似 于 Poisson 公式 (32.11) (但 是 在 这 
里 70>1), 计算 此 卷 积 中 作用 在 9(e”) 上 的 核 。 [提示 : 在 Poisson 公式 中 
对 变量 so 施行 一 个 反 演 ,] 

32.6 令 g() 表示 实 直 线 上 一 个 具有 紧 支 集 的 任意 的 连续 函数 . 令 

gC = C2 | gD GE 一 -ab 
ux, Y) 0968) —g98) (2 一 2 十 动 , 1 一 V 一 1)， 


1) 译 者 注 : 此 处 “ 实 值 " 二 字 足 译 省 所 加 ， 
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记 lw WD=/ Ks, y, Dg as, 


证 明 核 玉 (x, y, 力 ( 通 常 称 为 关于 上 半 平 面 的 Poissow 核 ) 可 视 作 (x, 4#) 的 一 
个 广义 函数 ,光滑 地 ( 即 以 Cr” 方式 ) 依 赖 于 参数 yg> 0, 并 满足 


(32 .18) lim K(x, y, 站 二 0(z 一 从 《6 是 Dirac 测度 )， 


证 明 , ww 是 上 半 平 面 中 满足 下 述 两 式 . 


(33.19) lim ww, y)~g(%) 在 实 直 线 的 紧 子 集 上 关于 2 一致 2 


(32 .20) ~ lim ux, Yy)=0 
的 唯一 的 涯 和 联 数 ;但 是 , 如 果 只 满足 (32.19), 则 它 不 是 唯一 的 . 

32.7 令 g(t) 是 实 直 线 上 连续 的 周期 为 sr 的 周期 函数 .证 明 ， 在 开 的 
上 举 平 面 中 存在 唯一 的 调和 函数 好 满足 


(32.21) Hm wx, y) =g(%), 
. 3+0 
(32.22) lim wls, y) = (2m)-1 | ~ gta, 


其 中 , 极限 关于 也 中 的 zz 是 一 致 的 ， 利 用 关于 上 半 平 面 的 Poisson 核 (参阅 
习题 32.6), ww 能 用 g 表示 出 来 吗 ? 
32.8 考虑 复 微分 方程 


(32.23) Ps) Lp) (0<h<D), 
其 中 假定 根 式 当 ?=0 时 等 于 十 1， 证 明 , 当 Res>>0 有 时 (32.23) 存 在 唯一 的 全 


纯 函 数 解 We)， 当 4 一 0 时 它 等 于 零 (显然 ， 在 原点 的 一 邻 域 中 久 将 是 全 纯 


的 )。 证明 , sr>w(g) 是 从 开 的 上 半 平 面 到 矩形 
(32.24). 0<Res<EKE, 0<Ims<FK 


”上 的 一 个 双全 纯 映射 ， 其 中 政和 KK' 是 两 个 实 常数 , 读者 应 该 证 明 它们 分 别 


等 于 wD 和 (L/wlI/R) ~w ll). 

利用 逆 映 射 wh z= 一 sn(w》(sn 是 Jacobi 烛 圆 函数) 以 及 
(32.25) sg Ue 2 eo (0<g<2m, ae ©, Ima>0) 

pg—o ”i 

是 从 半 平 面 Imns>0 到 开 半 位 国 盘 上 的 一 个 保 角 映射 这 一 事实 ， 给 出 相应 于 
矩形 (32.24) 的 调和 测度 的 表达 式 . 

32.9 ”利用 Fourier 级 数 ,在 环形 0<12| < 一 工 中 解 弱 Dirichlet 问题 . 解 
释 你 所 求 得 的 解 ,并 将 其 与 经 典 Diriehlet 问题 中 所 得 到 的 解 相 比较 . 

32.10 令 2% 和 寻 是 单位 圆 且 13| < 寺中 共 斩 的 调和 国 数 ， 记 2 二 re”， 考 
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虑 Ww 和 ww 关于 9 的 Fourier 展 式 ， 并 叙述 ww 和 vw 的 Fourier 系数 wlr) 和 
vmn《7)《m 加 ) 之 则 的 关系 . 


， 三 维 空 间 中 调和 函数 用 调和 
项 式 的 还 近 近 。 球 面 调和 函数 


我 们 先 考察 两 个 自 变 量 w 和 2 的 Laplace 方程 ， 并 试 着 确定 一 
它 的 所 有 的 多 项 式 解 Pl@, 从、 记 P(%, WD) =Pn(v, 9) +Pm i(%, 
0) 十 … 其 中 Palz, 9V) 是 4 次 齐 次 多 项 式 ， 因 为 各 Pi(w, y) 是 线 
性 无 关 的 ， 所 以 每 一 个 PP 必 是 Laplace 方程 的 解 ， 因 而 可 假设 
P= 了 PP 是 m 次 齐 次 的 .过 渡 到 极 坐 标 7, 9, 可 以 写 


(83.D) Pa 人 oo 9) ~"® S00. 
然而 , 指数 函数 exp( 记 0) 显然 也 是 线性 无 关 的 , 因而 每 一 项 7"e*? 


必 是 调和 的 ， 利 用 aplace 算 子 在 极 举 标 中 的 表达 式 我 们 看 到 ， ~ 
必须 有 


G3 fr 襄 (" 最 )+ 部 }"*9 -0 
它 荀 涵 着 m2? 一 2?， 即 办 一 土 7， 换 言 之 ， 
(83 .3) Pn lw, 9) = Asm + Bz". 


现 令 f(w, 9y) 是 圆 盘 7<< 刀 中 的 一 个 任意 的 调和 函数 ， 连 续 到 边 
界 . 我 们 曾经 看 到 , 利用 f 的 边界 值 的 Fourier 级 数 , 可 把 f 表 为 
一 个 Fourier 级 数 , 其 系数 是 7 的 罕 的 倍数 , 具体 说 , 有 


(334) flo, DE Om 0 +), 


其 中 启 和 广 在 圆 盘 7<B 中 都 是 全 纯 的 ,而 在 原点 处 等 于 零 . 这 
样 我 们 就 看 到 ， 调 和 多 项 式 在 圆 盘 << 忆 中 的 调和 函数 的 空间 中 
是 稠密 的 ( 当 用 及? 中 任 一 域 代 替 圆 盘 时 这 仍 是 对 的 )， 这 个 逼近 
性 质 有 许多 应 用 。 其 中 主要 的 是 ,在 圆 盘 和 环形 中 一 一 正如 $ 32 
中 所 指出 的 一 一 利用 级 数 表达 式 (83.4 解 Dirichlet 问题 的 可 能 
性 ， 因 而 自然 要 问 ， 在 高 维 的 情形 , 是 否 具有 类 似 的 逼近 性 质 , 以 
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及 此 性 质 是 否 导 臻 适当 简单 的 级 数 表 示 ， 使 我 们 能 在 球 (或 “ 球 
壳 中“ 显 式 地 ” 解 Dirichlet 问题 ， 然 而 , 必须 指出 , 我 们 不 能 期 
望 在 维 数 这 8 的 情形 得 到 与 平面 的 情形 相同 的 结果 : 确切 地 说 ， 
我 们 不 会 有 Riemann 映射 定理 的 类 似 物 ,此 定理 告诉 我 们 , 可 以 
把 Dirichlet 问题 从 BR? 中 任 一 有 界 域 转换 到 单位 圆 盘 中 去 ; 因而 ， 
我 们 不 能 把 Dirichlet 问题 (从 及 "nm>>3， 的 简单 的 开 子 集 ) 转换 
.到 球 中 . z 
如 果 避 是 BR" 的 一 开 集 ; 它 的 余 集 没有 有 界 的 连通 分 枝 , 那么 
下 述 事实 是 对 的 ，Q 中 的 每 个 调和 函数 是 调和 多 项 式 的 极限 ( 璧 
如 说 ,对 于 在 2 的 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 性 而 言 )， 在 本 书 中 我 们 不 
证 明 这 个 定理 .我 们 将 只 考察 三 维 的 情形 并 证 明 与 (33.4) 同类 型 
的 相对 简单 的 展开 式 确 实 是 存在 的 . 再 者 ,如果 我 们 想 在 球 中 
解 Dirichlet 问题 ， 则 这 些 展开 式 的 球 对 称 性 使 得 它们 很 便于 应 


、 用 . 


象 在 两 个 变量 的 情形 中 一 样 , 我 们 来 考察 m 次 齐 次 多 项 式 , 这 
里 是 Pn (%, y, 2), 并 转换 到 球面 坐标 7， $b,0 (是 经 度 ， “是 余 
纬度 ): : 

(83.5) w=rc08 psing, y=7singsingd, z=7co0st. 


一 个 容易 的 计算 (参阅 习题 33.1) 指 出 , 在 这 个 坐标 系 中 ， 


其 中 


(33 .6) Td—7? +2r 二 -+ (sin 0) “1,,0, 
人 站 A B+ ein)’ B+ (000) ein 0 名 


这 里 ， 变 量 自 动 地 分 离 了 ， 因 为 Pn(%, y, 为 一 Po (cos sin0， 
sin 四 sin 0，cos 0); 因而 , 把 Pm (cos $sin0, sin $sin0, cos9) 表示 
为 一 些 线性 无 关 的 函数 (9, 0) 的 线性 组 合 后 , 我 们 必须 有 


(33 .8) (元 3 +27 人) 一 此 7 ， 
(33 .9) (MA,,ot+ ksin’0)h(g, 0) 一 0. 


其 中 第 一 个 方程 直接 给 出 
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(33 .10) Ek=m(mt+1). 

另 一 方面 ， 由 于 指数 函数 exp [slag 十 B89)] 的 线性 无 关 性 ， 在 
(33 .9) 中 我 们 还 可 利用 分 离 变 量 法 . 记 h(9, 多 二 2.9)w(9)， 则 


(33 .9) 给 出 
(33 .11) .vw 十 ki1% = 二 0， 

- oa dw = QU 
(83 .12) (sin 0) 本 + (cog 0) (sin 0) 而 


+kGinO Ww— pbkv=0, 
而 从 (383.11) 立刻 得 到 一 m2?， 其 中 % 是 一 整数 ( 正 的 ， 负 的 ， 或 
零 )， 这 样 ， : : 
(83 .13) v= Ag™*+ Be 
现在 我 们 必须 专注 于 (33.12)， 作 变量 代 换 i=cos0 是 方便 的 . 这 
就 把 (83.12) 变 为 : : 


(83 .14) | t+ (mnt -3) v=0. 
当 n 一 0 时, (88.14) 化 为 Legendre 方程 
(83.18) -2 | (41—t) mm—Du=0, 


(83 .15) 的 解 称 为 Legendre 函数 . 这里， 我 们 只 考虑 和 ma (以 及 
取 非 负 整 数值 的 情形 ; 然而 , 对 于 m% 和 的 所 有 复数 值 , 这些 方程 
的 理论 已 被 发 展 。 稍 后 一 些 我 们 将 看 到 , (33 .14) 的 有 意义 的 解 可 
用 (88.15) 的 (有 意义 的 ) 解 来 表示 .因而 我 们 首先 考察 后 者 。， 自 


然 , 没有 必要 把 ti 的 变动 范围 限制 于 区 间 [ 一 1,， 十 二 之 中 [虽然 在 


(83 .12) 中 我 们 是 令 1=cos9 而 得 到 (33 .14) 的]， 
为 了 解 (83 .15) , 试 着 用 赛 级 数 展开 式 


十 co 
& (太一 之 1 到 
1=0 


是 自然 的 .这 就 导致 关于 系数 好 的 递 推 公式 :， 
(33.16) (j++2 (07 十 了 ra 一 一 (2 一 力士 了 十 二 2 


公式 (33.16) 立即 证 明了 (83 .15) 的 多 项 式 解 的 存在 ， 如果 m 蚌 侦 


数 ， 对 于 所 有 奇数 7, 取 5% 等 于 零 , 对 于 所 有 二 m 的 偶数 7， 也 取 


1 


NEPE ... 


| 
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ui 等 于 零 ; 于 是 , (83 .16) 使 我 们 能 够 用 wo 来 表示 j 为 偶数 的 剩 下 
来 的 乌 . 必须 在 上 述 每 
一 处 将 奇偶 交换 ， 并 用 忆 代 兰 Ww， 当 m=0 时 ， 这 个 多 项 式 
解 是 一 常数 。 对 于 m=1, 它 具 有 0t 这 样 的 形式 , 其 中 C 是 一 任 
意 常数 ， 对 于 任何 m=0, 1,…，(83.15) 的 多 项 式 解 是 当 m=0 
和 m 一 1 时 的 解 之 一 的 倍数 ， 即 它们 张 成 一 个 一 维 线性 空间 ， 不 
难 找到 这 个 线性 空间 的 生成 元 ， 令 w= .Dro (DQ/ 吧 ,并 从 零 到 
t 积分 (83 .15) , 得 到 
(33 .17) (1 一切) Dotd10 十 2 (2 十 二 Do 

=D"[(1— Dv+2mtiv] =0. 

取 % 一 (1 一 捐 )"， 立刻 得 到 (33.17) 的 一 个 解 2， 这 样 ，(33.15) 的 
多 项 式 解 就 都 有 下 述 形式 ， 


(83 .18) ult) =0 (SS) i)", 
由 分 部 积分 即 知 : 
(88 .19) | (SS -) (一 如 mdt 一 0 车 有 < 


它 冀 涵 着 ， 相 应 于 两 个 不 同 m 值 的 任 两 (83. 18) 形 函 数 ， 在 
72( 一 4, 十 10) 中 必 为 正 交 的 . 另 一 方面 ， 


[ED" | 


- | (1)" (FE) (3 — 1D" 


0 一 nd 
mi | {3 ) G+" | 一 dt 
= (mo (1 +2mdt = 2 mt) Gm +). 
定义 83.1 多 项 式 


(88 .20) P(t) ye m=0, 1, 2, 


nm ! 
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称 为 Lesendre 多 项 式 . 
我 们 已 经 证 明了 


(83.21) (m+ 5) ( nt) | P(t) Pu Ct) dt = Bn.m 


2 
(So 为 Kronecker 指标 ). 
定理 33.1 函数 序列 


(33.22) (mt) Part, m=0, 1 rr 


在 2(] 一 I， 十 1[) 中 形成 一 个 Hilbert 基底 ( 即 ， 一 个 完备 正 交 
系 ). : 

证 明 由 于 (83.21) ， 只 需 证 明 Legendre 多 项 式 张 成 12(1 一 1 
十 10) 的 一 个 稠 线性 子 空 间 即 可 ， 事 实 上 ，Po (四 ，…，Pw (GD 构成 
次 数 入 mm 的 单 变量 多 项 式 线性 空间 的 一 组 基 . 通过 关于 wr 的 归 
纳 法 , 并 利用 


Po 人 一 2 《32004 pr 是 mn 一 1 次 的 一 


可 得 到 后 一 事实 的 证 明 . 证 毕 . 
我 们 知道 , (33.15) 在 开 区 间 |- <1] 中 的 解 形成 一 个 二 维 线性 
空间 .对 于 m=0, 我 们 有 


(88.28) EO(1- -1 9 + 


本 T+2]: 
(83 .23) 的 常数 解 都 是 Poel?) 三 1 的 倍数,“ 其 它 的 " 解 都 是 
(83.24) Qu GD) -到 1og FL 


的 倍数 . 容易 证 明 , 对 于 任何 m=0, 1,…，(33.15) 的 通 解 是 
(33 .26) Af{aoPo 人) 十 “十 Cn 1 1 四 


+ AP, 人) 31log 二 上 十 甩 PC ， 


其 中 oy(j=0,…, m 一 1) 是 一 些 确定 的 数 ， 而 4, B 是 任意 证 数 . 
对 数 项 的 出 现 排除 了 4=#0 的 解 (33.25) 出 现在 球面 调和 函数 【〈 它 
正 是 我 们 现在 要 求 的 ) 的 表达 式 中 ， 因 为 我 们 知道 后 洛 是 1= eos0 
和 sin9 一 (一 人! 的 多 项 式 ， 因 而 我 们 只 限于 讨论 Legendre 多 


a 
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项 式 的 倍数 . 记 住 这 一 点 , 我 们 再 来 考察 % 天 0 时 的 方程 (83 .14) ， 
作 未 知 函 数 代 换 
w(t) = (oA) (E), 
把 (33.14) 变 为 
(33.26) (41—#)v—2m+ Div tmntl) 一 2 人 2 十 芒 ]o 一 0. 


另 一 方面 , 如 果 对 于 ww- 的 Legendre 方程 (33.1 四 微 商 %n 次 , 丛 


-好 得 到 %= mo 的 (83.26)， 由 于 上 面 的 关于 Legendre 方 程 的 考 
察 , 我 们 看 到 , 取 色 等 于 z 


(88 .27) (—D"(1—t)"s( 人) Po 的)， 


或 等 于 这 个 函数 的 任何 纯 量 倍数 ， 就 得 到 ?=0, 1 2, … 时 的 
(83.14) 的 解 ， 函数 (88.27) 通常 称 为 (第 一 类 ) 连带 Legendre 函 
数 , 并 用 Py (8) 表示 . 当 % 是 奇数 时 ，(33.27) 中 的 平方 根 必须 理 
解 为 正 的 平方 根 ( 对 于 | 引 < 力 ,根据 (33.20) ,我 们 有 


(83.28) PO -LB (SE) i" 
(m, n=0, 1, »…). 
注意 , 当 n>m 时 PP%=0. 
”下 面 定理 的 证 明 与 定理 33.1 的 证 明 十 分 相似 ,我 们 把 它 留 给 
读者 . / z 
定理 88.2 ”对 于 每 个 固定 的 n 一 0, 1，…, 函数 序列 


(33 .29) (m+ 志 ) [2%] Pa， mon ntl, ee 


2 (m+ n) 1 


在 了 2Q 一 1 -+I1D 中 形成 一 个 Hilbert 基底 . 
现在 回 到 原来 的 问题 , 即 确定 三 个 变量 的 调和 多 项 式 的 问题. 
根据 (83 .28) ,我 们 有 : 
(83.30) PP? (cos0) -Do , (Sin 0)* (60s 0O)™-"-2. 
由 此 推 得 ， 
(83 .31) rm"eins Pn (cos 0b) z 
CE 


号 下 之 挤 一 好 


308 第 III 章 边 信 间 题 

它 意 味 着 左 端 是 变量 xz, y, 2 的 mw 次 齐 次 多 项 式 ， 上 面 已 经 证 明 
它 是 调和 的 ， 因 为 % 只 能 取 值 0, 1…, m, 义 因 在 (33.31) 中 我 
们 显然 能 够 用 一 上 代替 (这 等 价 于 用 2 一 纱 代替 zz 十 多) , 这样， 
我 们 就 得 到 2m 十 个 线性 无 关 的 调和 多 项 式 , 它们 是 (关于 wy 
z)m 次 齐 次 的 . 

令 hn,x 表示 W 个 变量 的 d(>>0) 次 齐 次 多 项 式 空间 . 它 电 

(NVN+ad 一 医 1/ (NV 一 才 !1 4! 维 的 .利用 对 偶 性 括号 - 


(83 .32) 《<f, 9> = >2 2 fg, 


| 多 | 一 多 


和 它 的 国有 区 偶 室 s 间 ,其 中 a= (ao …，axw) 是 非 负 整数 
A 数组， 用 汪 7 一 二 …， 和 ,表示 变量 ， 并 令 已 =2/gw .那么 
Dy 说 是 一 个 从 2U。 到 8, 中 的 线性 映 贡 其 转 置 轧 / 把 
Pf,y 贞 入 多 bom,x 中 ， 我们 有 : 


<f, Dig> = 7 (Dg) 外- 六 , 疝 Co) eg 


这 证 明 2/ae; 的 转 置 是 乘 以 zr， 现 令 P(D) = 了 (D1, …， Dx) 是 
D, 的 m 次 齐 次 多 项 式 .我 们 可 以 提出 ; 

引 理 33.1 线性 映射 

(88.38) P(D) :Emr > Phy 

的 转 置 是 多 gw 的 元 素 乘 以 PP(o) 的 乘法 运算 . 

推论 838.1 映射 (38.38) 是 映 上 的 , 它 的 核 的 维 数 等 于 


(N+ad—1)! (N+ad—m—1)! 
(83.84) (VDid DA mY 


”如 果 将 此 应 用 于 信 ==3 个 变量 的 Laplace 算 子 (这样, m 一 2)， 
就 知道 下 述 定 理 是 对 的 . 
定理 88.3 三 个 变量 x, y, 2 的 m( 之 0) 次 齐 次 调和 多 项 式 的 线性 
空间 的 维 数 等 于 2m 十 1， 多 项 式 (33 .31)， 与 它们 的 复 共 罗 一 起 ， 
形成 这 个 空间 的 一 组 线性 基 . z z 

为 了 在 开 球 

Br={(%, y, 2) ERs; +42LRY (R>O0) 

中 解 Dirichlet 问题 ， 如 何 利 用 定理 33.3 以 及 早先 建立 的 关于 
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Legendre 函数 的 一 些 性 质 , 也 是 很 清楚 的 , 事实 上 , 由 于 径 向 齐 次 
性 ，: 我 们 可 以 只 在 六 = 工 的 情形 进行 推理 ;此 时 Bs 是 单位 球 Bs， 
而 它 的 边界 是 单位 球面 8?， 假 设 任 给 99 上 的 平方 可 积 函 数 (对 
于 单位 球面 上 的 Lebesgue 测度 而 言 ) g($, 9) ， 自 然 , 我 们 可 以 把 
它 展开 为 关于 由 的 Fourier 级 数 : 


(88.85) g(9, 0)=go0(0)+ D3 {9 (0)e™"s + gr (0) ems}. 


”应 用 定理 838.2, 可 以 把 每 个 系数 go, 92 用 cosb 的 Legendre 函数 
来 展开 [把 (3833.85) 中 的 Fourier 系数 看 作 cos9 的 函数 ， 记 住 8 只 
能 从 0 变 到 wr, 因 为 $ 从 0 变 到 2w]. 最 后 得 到 一 个 到 (8S?) 中 的 
展开 式 : 


(83.86) 9 人 0) = 8 gn.oPn (cos) 


十 SS 3 {9%,nP® (COSO) ea 

+ gainP™ (00s0)e me}. 
现在 在 开 球 Bi 中 很 容易 构造 在 总 上 (在 某 种 适当 的 意义 下 ) 取 边 
界 值 9 的 调和 函数 uw， 用 Sm,s(z, y, 表示 球面 调和 多 项 式 
(33 .31) 于 是 , 解 和 为 z 
(83 .87) Ww 一 Da GJm,0 Nn,0 +- 3 3 (gt nS m,n In,nSm, n) ， : 
其 中 吾 表 示 8 的 复 共 罗 . 


33.1 今 y 9 …, 0,1 表示 Be? 中 的 球面 坐标 ， 写 出 Laplace 算 子 在 
这 个 坐标 中 的 表达 式 . 


33.2 证明, 给 定 任何 整数 %=0, 1, …, 车 某 个 单 变量 z 的 次 数 < 的 
多 项 式 在 2(] 一 4-，+1[) 中 正 交 于 所 有 次 数 <n 一 1 的 多 项 式 , 则 它 必定 是 
某 个 Legendre 多 项 式 的 倍数 . (不 要 用 计算 ,只 用 线性 代数 . ) 

若 P(x) 表示 nn 次 Legendre 多 项 式 , 证明 


(33.38) (L—20t tt) -2 S$ Pg). 
N= 人 0 
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再 证 明 下 面 一 些 公式 : 
(1w2—1)" 

(33.39) 2"P so) 一 中 《WO 二 7JnfT 

其 中 ?7 是 以 2 为 圆心 的 圆周 ; 

(33.40) P(x) -二 | e+ Co2 一 TYaeosgjnag 《Laplace 公式 ); 

(33.41) nD PA 2n4i)rP, tnp, 1 一 0， 

(33.42) naP, 一 xz 一 Pi nP, 1=<P,—reP,. 本 
33.3 令 也 (z) 表示 nn 次 Legendre 多 项 式 . 证 明 , P, 的 根 (自然 , 有 

“个 ) 都 是 实 的 ,两 两 不 等 , 并 且 都 属于 区 间 一 T<z<< 十 二 


dw (Sehlifli 公式 )， 


34. 谱 性 质 与 特征 函数 展开 式 


现在 回 到 系数 ( 当 算 子 写成 下 述 变 分 形式 时 ) 是 开 集 OCR， 
中 7 的 二 阶 和 分 和 A—A(s, 8/0%) 


(34.1) A-— pS 4 oo +) 


j, R=1 rr 
已 经 说 过 , 我 们 假定 a*, 5 (1<j, kh<) ,6 属 于 "(0). 除 此 之 
外 ,还 假定 4 是 形式 自 伴 随 的 (formally self-adjoint)， 
(34.2) Au, T=, Av, Vu, v€E HI(O), 
其 中 <,> 是 048) 和 五 一 4O) 之 间 的 对 偶 性 括号 。 不 难 投 述 使 
得 (34.2) 成 立 的 充 要 条 件 . 4 的 主 部 

-Br 0 Br 

必须 是 (形式 ) 自 伴随 的 为 此 , 必须 而 且 只 须 
(34.3) or (内 一 吗 ( 四 对 于 几乎 每 个 zEQ, 1<j, Kk<n. 
4 中 阶 < 的 部 分 也 必须 是 自 侍 随 的 , 这 疮 涵 着 
(34.4) (要 一 一 jo 中 几乎 处 处 , 1<j<%n, 


(34. 权 ol) -0 加 一 高 -367 (w) 在 台中 几乎 处 处 


特别 , 向 量 (6°,…, 5 的 散 度 必须 属于 L~(Q)。， 条 件 (34.2) 等 价 
于 性 质 ， 在 HH， GQ x Ha(8) 上 的 、 与 4 相 联 系 的 拟 双 线性 形式 


to(e). 


人 


34. 溢 人 性质 与 特征 函数 展开 式 3811 


C(L 9) 一 S | 0 (%) Ou_ 0% dz 


j, k=1 2 Oz’ 


hn i _ _ 
十 人 bi(w) 2 az 二 | ce(o) wids 


人 1 
是 Hormite 型 的 , 即 @w,， ww) =a(y, 2) WD). 
我 们 还 将 作 强 炳 圆 性 假设 : 


(84.6) 对 于 某 个 co>0， 所 有 的 5E Cr* 以 及 几乎 所 有 


的 wEQ, 有 
Dj 
如 通常 一 样 , 这 就 导致 形式 
四 * 人 lelaae+ade 由 
的 强制 性 , 如 果实 数 充分 大 : 


. (34.7) 存在 XoEBR, 使 得 对 所 有 的 和 >>Xx 和 所 有 的 


uE Ho(Q), 

(34.8) CITA, Wulsp,. 
(34.8) 中 的 第 数 &@ 严格 大 于 零 , 并 与 和 无 关 ( 但 依赖 于 入 )， 

强制 性 不 等 式 (34.8) 蕴涵 着 , 对 于 和 > 和, hI 十 4 确定 一 个 从 
五 5(Q) 到 互 -了 9) 上 的 同 构 .用 G(X) 表示 它 的 逆 同 构 。 在 整个 
的 这 一 节 中 ,我 们 作假 设 . 
(84.9) 2 是 有 界 的 . 
于 是 ,如 果 J 了 表示 从 五 ;(Q) 到 五 +(Q) 中 的 自然 内 射 , 则 由 命题 


25.5 (也 参阅 习题 25.10), J 是 紧 的 .由 此 即 得 , 


命题 34.1 若 和 >‰o, 且 若 QQ 是 有 界 的 ， 则 QO)J 是 一 个 从 
五 i(Q) 到 其 自身 中 的 紧 算 子 . 

这 样 , 在 假设 (34.9) 下 , 可 以 应 用 Riesz 关于 Hilbert 空间 中 
一 个 正 的 紧 算 子 谱 分 解 的 经 典 定 理 ， 它 的 证 明 可 以 在 有 关 这 个 主 
题 的 任意 一 本 教科 书 (例如, 参阅 [TVS, D&K, 定理 48.) 中 找 
到 ， 此 类 算 子 有 离散 谱 , 这 意味 着 谱 中 的 每 个 点 是 孤立 的 , 并 是 此 
算 子 的 一 个 特征 值 ， 再 者 , 对 应 于 任 给 特征 值 x 的 特征 空间 (用 
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- 了, 表示) 是 有 限 维 的 ， 如 果 x, x’ 是 两 个 不 同 的 特征 值 , 则 对 应 的 

特征 空间 让 ,, Vy 是正 交 的 . 特征 值 ， 它们 (自然 ) 是 严格 的 正 数 ， 
形成 一 个 收敛 于 零 的 递减 序列 . 当 x 跑 遍 算 子 的 谱 时 , 特征 空间 

庆 ,的 正 交 和 在 此 算 子 的 核 的 正 交 补 空间 中 是 秽 的 ， 因而 , 如 果 此 

算 子 是 内 射 的 , 则 产 的 正 交 和 在 整个 Hilbert 空间 中 是 稠 的 ， 正 

如 当 和 > 和 时 GWJ 的 情形 一 样 ， 这 样 , 在 内 射 的 情形 ,在 这 

Hilbert 空间 中 可 以 找到 由 特征 函数 组 成 的 完备 规范 正 交 系 ， -一 

令 及 是 Hi(@8) 中 GG)J 的 相应 于 特征 值 x 的 特征 函数 则 

x 严格 大 于 零 . 我 们 有 

(34.10) Ah— (x-1— Nh, 

它 指出 了 在 4. 的 谱 与 G(CN 的 谱 之 闻 的 关系 . 因为 入 多 少 是 任意 
的 ， 今 后 我 们 就 集中 研究 4 的 谱 5 (4，42)， 它 由 趋 于 十 co 的 实 
数 序列 组 成 , 我 们 可 以 把 它 排 成 一 个 递增 序列 ， 按 特征 值 的 重 数 重 
复 计 数 ， 

(84.11) MC NC 

我 们 可 以 把 4 的 预 解 式 (resolven) 
(34.13) (CT 一 四 二 = (NIG GO GANAD 
看 作 C\SGCd, 2) 中 2 的 全 纯 函 数 , 取 值 于 有 界线 性 算 子 万 -1(O) 
-> 至;(9) 的 空间 中 , 注意 , 对 于 任何 * 竺 8S(4，9), 以 及 充分 正规 
的 了 和 29: 了 必须 属于 互 一 (2),， 9 必须 是 互 :(9) 的 一 元 素 w 在 
99 上 的 迹 ( 假 设 边 界 68 是 足够 正规 的 , 使 得 包 的 迹 可 以 定义 ), 4 
的 玩 解 式 使 我 们 能 够 解 Dirichlet 间 题 . | 


(34.13) (4 一 z7T)w 一 f 在 中， : 
(84.14) wg 在 20 上 . 

此 时 ,，(34.13) 一 (34.14) 的 解 忆 由 下 式 给 出 : 

(34.15) w=w— (21—A) [Tf— (421)w]. 


现 假设 : 是 4 的 一 个 特征 值 ， 因 为 4 是 自 伴随 的 (因而 z 是 
实 的 )， 所 以 4 一 z 的 值 域 级 典 则 同 构 于 其 核 在 H3(9) 中 的 
正 交 补 空间 .NM， 我 们 可 以 把 4 一 红 看 作 从 . 刀 到 多 上 的 一 个 同 
构 ， 它 的 逆 不 妨 仍 用 (4 一 27) 于 表示 . 使 用 这 样 的 记号 ， 只 要 


rr 
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f 一 (4 一 2J)wE 约 , 则 (84.15) 仍 然 给 出 (34.13) 一 (84.14) 的 一 个 
解 ,但 是 , 在 (34.15) 的 右 端 加 上 .入 的 一 个 任意 元 素 ,我 们 现在 可 
以 得 到 解 的 整个 仿 射 空间 , 它 的 维 数 宇 1， 如 果 我 们 和 希望 在 这 些 解 
中 用 唯一 的 方式 选择 一 个 解 ， 那 就 必须 添加 足够 数量 的 条 件 一 一 
这 是 一 种 很 熟悉 的 信 形 ， 它 与 Fredholm 拌 一 (alternatiye) 定理 
.是 一 致 的 . 
” ”现在 考察 由 4 的 特征 函数 组 成 的 Hilbert 空间 基底 ， 即 完备 


规格 化 正 交 系 。 用 一 种 较 适 合 于 研究 4 的 方式 重新 定义 H+C0) 


中 的 内 积 是 方便 的 . 令 
(34.16) (Qu, 4)) -co o) + | wa， 


其 中 x 和 ho[ 参 阅 (384.7)]， 于 是 可 以 选择 属于 五 DGo2) 的 、 4 的 特 
征 画 数 序列 {Us} (f=1, 2，…)， 使 得 [ 参 闻 人 4 

: (34.17) ~ AUj=NUy, j=1, 2,，: 
(84.18)  ((U;, UD)).=6:,; (Kronecher 指标 )， i, j=1, 2, 
由 Riesz 定理 知道 , Uj 形成 (0Q) 的 一 个 Hilbert 空间 基底 . 注 
音 到 x 十 为 >0, 现在 令 
(34.19) B= (wt YY (j=1, 2,……). 
命题 34.2 假设 8 是 有 界 的 ， 那 么 函 数 轧 ; (9 二 1，2,…) [相应 
地 , (x 十 入 )12 力 1] 在 严 (@) 中 (相应 地 , 在 互 -(2) 中 , 互 一 (OO) 被 
赋予 在 五 ;(Q) 上 由 ((,)) 定 义 的 Hilbert 空间 结构 的 对 偶 结 构 ) 形 
成 一 个 Hilbert 空间 基底 ，Q 中 的 一 个 广义 函数 w 属 于 万;(O) 


[相应 地 , 属于 Za(O); 相应 地 , 属于 五 -+(2)]， 当 且 仅 当 


(34.20) w= 

其 中 右 端 的 级 数 在 乡 9) 中 收敛 ,并 且 
(34.21) > GN [w|i+o0 
[相应 地 ， 


十 oe 
(34.22) 省 jj?< 十 coi 
=] 
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相应 地 
(34.23) (ty) wl < 二 oo]. : 
证 明 ”由 于 (84.16)，(34.18) 和 (34.19) ,我 们 有 
,BBs Ar) G0 TB, BD (GTB, BD) 
= et) (CB, B)) = (RR) (Ts, DD) 6 

另 一 方面 

(BH, Bim CE, ITE = (ut) -+ | Bl, 


由 此 就 得 到 了 命题 的 第 一 部 分 。 至 于 后 一 部 分 , 从 下 述 引 理 即 得 
引 理 34.1 令 . 关 是 2 中 广义 函数 的 一 个 Hitbert 空间 ，{ey} (3 
二 1, 2, …) 是 次 中 的 Hilbert 空间 基底 为 要 Q 中 广义 函数 4 
属于 .%， 充 分 必要 的 是 ， 存 在 已 中 序列 (cy)， 使 得 级 数 208; 在 
GO9)- 中 收 依 于 ww。， 此 时 , 序列 (o) 是 唯一 的 ， 

记 住 ,空间 疡 是 平方 可 和 复数 序列 的 Hilbert 空间 . 
证 明 映射 (67)) j=1,9,: “PP Zi8; 是 从 六 到 2 上 的 等 距 算 子 ， 其 中 


的 收敛 性 应 在 的 意义 下 理解 令 次 表示 可 表 为 在 9'(9) 中 
收敛 的 级 数 Fos8; (其 中 (ec) E 刀 的 广义 函数 入 的 空间 ， 从 育 到 


”让 上 有 一 自然 映射 ， 对 于 刚才 所 说 的 每 一 个 级 数 ， 指 定 在 和 中 
收敛 的 同一 级 数 与 其 对 应 ， 因 为 .xi 的 拓扑 细 于 由 2'(0) 诱导 的 
拓扑 ,因而 此 映射 必须 是 恒 等 映 射 。 证 毕 . 

。” 注 中 .1 与 9-BR" 和 4 一 4 这 一 整体 情形 类 似 之 处 是 值 
得 着 重 指出 的 . 在 整体 的 情形 中 , 代替 特征 函数 展开 式 (34.20) ,我 
们 有 Fourier 反 演 公式 ，exp( 一 iw*é) 显然 是 一 4 的 一 个 特征 函 - 
数 (相应 于 在 及 ; 上 变动 的 特征 值 |E|1% 自然 , 其 差别 是 , 谱 不 是 高 
散 的 ; 还 注意 , 特征 函数 不 属于 五 0) “ 权 ”(w 十 办 应 由 (x 十 |E| 罗 
代替 , 这 里 x 是 任 一 大 于 零 的 数 (通常 取 x 一 1)， 此 时 , 命题 34.2 
的 类 似 命题 可 叙述 为 ，wE€ H’(R")(j 一 1, 0， 一 力 , 当 且 仅 当 

[uO 1+1EI) EL, 


一 _ 
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上 过 即 为 (通过 Plancherel 公式 ) Sobolev 空间 的 定义 . 
注 34.2 特征 函数 展开 式 (84.20) 使 我 们 能 够 把 3(82)， 
五 "Co) 和 和 如 (0Q)“ 杠 入 "广义 函数 空间 的 一 个 单 参数 族 中 去 , 用 
到; (Q，4) (sE RR) 表示 此 族 : Q 中 的 广义 函数 入 属于 H3(@; 4)， 
当 且 仅 当 以 有 级 数 展开 式 (34.20) ,其 系数 满足 


(84.24) uth)’ yl? < to0. 


特别 ,对 于 |s| 志 1, 我 们 得 到 在 五 i(Q) 和 互 -Go) 之 间 的 一 族 持 
值 空间 ， 

例 34.1 在 一 个 空间 变量 (用 zx 表示) 的 情形 , 当 4= 一 (d/d%)? 而 
0 是 一 有 限 区 闻 4<z<b 时 ,我们 来 确 定 特 征 函 数 吾 (7= 土 
2, …) .我 们 有 : | 


(84.25) WN, 
并 且 , 因为 ;必须 属于 H5(Q2), 因而 有 
(84 .26) Hi(a) = B,D) =0. 


(34 .25) 的 通 解 为 
H;—wu cos (wsMN ) 二 Vsin(o/N )， 
而 边界 条 件 (34.26) 则 要 求 向 量 (w，?) EB? 正 交 于 通过 原点 的 两 
条 直线 ， 这 两 条 直线 与 入 轴 的 夹 角 分 别 是 eAy* 和 2AY*.， 因 为 
内 十 9 天 0， 所 以 这 只 有 在 所 说 的 两 条 直线 是 同一 条 线 时 才 是 可 能 
的 , 即 , 若 令 了 = 一 0 则 有 
(3834.27) LAY?=Im, j=1, 
在 我 们 现在 的 情形 中 ， 机 人 _ (g/dw) :的 特征 什 注意 ， 
由 命题 23 .4 这 此 竺 征 人 必定 是 严正 的 . 它们 是 
(34.28) N= (Cir/D’?, j=1, 
考虑 到 (384.26) ,以 及 召 必须 在 [2(0) 本 事实 ， 
我 们 立即 得 到 

2 


(34 .29) B=-(2) jn (各 9 )， 了 一 1， 2，… 


注意 , 每 个 特征 值 的 重 数 是 1. 
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例 34.2 ”我们 继续 考察 4 一 4, 但 这 次 是 两 个 独立 变量 (用 ”和 
y 表示 )， 取 2 为 开 圆 盘 ?+ 之 PB?，R>>0， 因 而 ， 转 换 到 极 坐 
标 7, 9, 并 把 (4+)h==0 的 所 要 求 的 解 展 为 (9 的 ) Fourior 级 数 


(34.80) hlr, 0) =ho(r) + > (on Cr) ome + hm Cr) O10) 
是 方便 的 .利用 Taplace i 坐标 中 的 表达 式 ， 


全 (新) + 人 于 + 到 (新 ) . 


由 于 任意 两 个 函数 ur)eime， Wor) ene (mn 在 I2(Q) 中 是 正 
交 的 ,. 因 而 , 为 了 使 (34.30) 给 出 的 是 (4 十 光 h=0 的 解 ， 必要 和 
充分 的 是 , 每 一 项 hm(r)em*(m E22) 是 其 解 。 因 而 必须 研究 方程 


(84.81) 胸 十 寺 有 二 + (X22 ) 各 一 0 m 一 0,， 土 1， 土 2， 


我 们 要 求 &E 石 58(9),， 因而 

(34.32) hn(R)=0, YmEZ,. 

.注意 ， 我们 先 验 地 知道 ， 仅 当 入 是 此 问题 的 特征 值 时 ，(34.31D) 一 
(34.32) 才 有 非 平 凡 解 ， 并 且 ， 此 时 只 对 有 限 多 个 mw 有 非 平 凡 和 解 

[否则 , 满足 (4 十 和 Dh=0 的 函数 hE 及 C0) 的 空间 将 为 无 穷 维 的 1. 
”如 果 在 (84.81) 中 令 s=vV hr, 并 用 “表示 对 s 的 微 商 , 则 

” (84.81) 被 变 为 mn 阶 Bessel 方程 : 


(84.38) ptt (1 ) 1 一 0 


它 的 在 原点 是 正规 的 解 的 空间 是 一 维 的 ， 由 % 阶 Bessel 函数 ( 现 
在 假设 m 宇 0) 

(84.34) Tn 一 ( 竺 ) SE 
张 成 , 其 中 荆 表 示 Euler y 函数. 求 表达 式 (34.34) 的 方法 是 简单 
的 ， 先 将 (34.33) 的 解 及 写成 变量 s 的 害 级 数 ， 再 由 从 (34.38) 导 
出 的 器 级 数 系数 之 间 的 关系 确定 这 些 系 数 . 如 果 mw 是 一 负 整 数 ， 
我 们 可 以 把 Jwm(8) 定义 为 (一 了 J-_n(3); 它 显然 也 是 (34. 33) 的 
解 ! 
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目 然 , 问题 在 于 我 们 是 否 还 能 得 到 
(34 .35) Jn(V NR)=0. 
为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 有 求 于 Bessel 函数 理论 的 经 典 结果 ( 例 


如 ， 可 在 [W] 中 找到 ). 我们 同样 可 以 假设 m 之 0 ( 当 m 不 是 整数 
时 ， 下面 所 述 的 大 多 数 事实 也 是 对 的 , 自然 , 我 们 现在 只 对 mn 是 整 


这 


(84.87) pi 1 2 . :表示 wm 的 按 递增 次 序 排 
列 的 正 零点 ， 则 (Bessel 函数 零点 的 排列 ) 
| OYm,1 Hnri,1 Ln,9 Emt1,2 < 
性 质 (34.37) 使 我 们 得 以 了 解 一 下 .ye 的 零点 分 布 : 
(84.88) ”J。 有 无 穷 个 正 零点 ; 它们 位 于 区 间 集 并 (4+ 导 )m， 
(s+ )a], k=0, 1, .… | 之 中 
并 局 要 着 重 指出 [蕴涵 于 (34.37) 中 的 ]， 任 两 函数 Jn(m= 
…) ,除了 原点 之 外 ( 当 yo 不 是 它们 两 者 之 一 时 ) 没 有 公共 零 
顾及 所 有 这 一 切 , 我 们 得 到 特征 值 的 一 个 (二 重 ) 序 列 ， 
(84.39) 入 一 Sms/ BR)”, m=0, 1, 四 了 一 十， 2, 2 
并 且 ， 相 应 于 它们 中 的 每 一 个 的 特征 空间 是 二 维 的 一 一 由 
Jn em/ 情 )em? 和 Jm《zm,7/R)e- 张 成 [除去 m 一 0 这 一 例外 ， 
在 此 情形 , 特征 空间 是 一 维 的 , 由 yo(zour/B) 张 成 ]. 


习 题 
34. 这 个 习题 涉及 最 小 特征 值 的 含义 .， 令 VG 日 是 两 个 复 Hijbert 空 
间 , 并 假设 了 在 肪 中 称 , 它 到 及 中 的 内 射 映 射 是 紧 的 .复合 从 下 到 五 中 的 
内 射 和 从 吾 到 了 的 反对 偶 V' (把 肪 等 同 于 吾 的 固有 反对 侦 ) 中 的 内 射 , 我 
们 得 到 一 个 从 六 到 了 Y' 中 的 内 射 了， 证 明 ， 这 使 我 们 能 够 引进 从 和 到 亚 中 
的 正 的 连续 线 人 性 映射 ， 且 如 4 是 一 从 子 到 关上 的 正 的 同 构 ， 则 可 以 定义 它 
的 平方 根 412， 证明, A413 是 从 到 及 上 的 一 个 同 构 , 令 a&, 2 一 人 (472 
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422o)6。 证 明 , 4 的 最 小 特征 值 等 于 使 
(34.40) clulg<alw, zt， vuerV 
成 立 的 最 大 数 e>0. 
34.2 把 习题 34.1 中 的 抽象 描述 应 用 到 了 == 瑟 i(Q)， 及 = 2(Q)[ 因 而 
V'= 五 -CQ)] 的 情形 , 其 中 8 是 Br 的 一 个 开 子 集 , 由 下 式 定 义 : 
(34 .和 1) 一 ce 去 二 所 人 二 有 二 十 ceo， j=1, ,nn 
取 4 是 负 Laplace 算 子 , 一 4 计算 它 的 最 小 特征 值 ， 


34.3 令 J(2) (mez) 是 在 (34.34) 中 定义 的 办 阶 Bessel 函数 证明， 
(34.42) etz Hine — J Cs)e™, 
由 此 推导 ,对 于 所 有 实 的 x, 有 
(34.43) . 7eCo1s- 方 如 果 m% 和 0， |Jolx)| 专 ] 
证 明 下 述 几 个 公式 : : 
(34.44) Tu 一 上 cos{m0—2 sin0)d9 (Bessel 公式 ); 

~、 

(34.45) 了 (= 下 ( ma 十) r ( 寺 )- 全 | . it (1 fmt, 
(34.46) Jnit nti Tn Tn 
G4.47) Jat DB TD Tn 


解释 (34.47) 和 有 关 卷 积 的 Fourier 级 数 (在 2 在 而 7 上 ) 的 性 质 之 
间 的 关系 


34.4 ”对 于 不 是 小 于 零 的 整数 的 任 一 复数 w， 特 别 ， 当 加 一 p 十 汪 人 p 是 


一 整数 ) 时 , 公式 (34.34) 常 被 用 来 定义 Bessel 函数 Jn(s), 令 wx) E(BR") 
是 旋转 不 变 的 ; 当 jz = 一” 时 ， 令 惰 (7)= 二 w(x).， 证 朋 , % 的 fourier 变换 也 
是 旋转 不 变 的 , 且 若 p= | 上 1, 则 它 等 于 


(34.48) Ge) pr™ | utr) Topi rp) rd. 


“34.5 证 明 ，Laplace 算 子 4 在 LXR") 上 可 看 作 一 个 无 界 自 伴 算 子 (这 
里 用 一 4 表示 ), 具有 定义 域 日 XR") . 证 明 , 4 的 谱 恰 好 等 于 及 但 是 不 
存在 4 的 属于 LI?(B") 的 特征 函数 ， 因 而 不 存在 4 的 特征 值 ， 证 明 , 任 给 数 
A 之 0， 和 存在 函数 户 EZ Rn RD)， 使 得 一 47; 二 Af， 《fi 不 恒 为 零 ). 

34.6 令 和 A 是 任 一 之 0 的 数 ， 令 4 是 了 上 的 Laplace 算 子 . 证明, 所 


. 六 多 
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有 满足 齐 次 方程 
(34.49) (4+XA)w=0 在 了 及 ?中 
的 缕 增 广义 函数 & 由 级 数 展开 式 
《34 .50) 2(2) 一 S. CU (VAr)em 〔g 一 /8 雪 ] 


给 出 , 其 中 {cm}mez 是 一 个 在 无 穷 远 处 缓 增 的 复数 序列 【 即 存在 C> 0, 使 得 
对 任何 mm EZ, 有 |co|< 和 0CGL 二 mc、 证明 ,〈34.50) 右 端的 级 数 在 CR ) 
“中 收敛 (Jn 表示 冯 阶 Bessel 函数 ). 
34.7 ”如 何 把 下 述 两 个 事实 协调 起 来 ，(1) 给 定 R" 的 一 个 有 界 开 子 集 
Q， 对 于 某 个 适当 的 入 >0, 章 次 方程 (4 二 A)h 一 0 在 互 i(9) 中 有 非 平凡 解 ; 
C2) 任何 常 系数 线性 偏 微分 方程 都 没有 异 于 零 的 具有 紧 支 集 的 广义 函数 解 
《可 由 Fourier 变换 ,应 用 Paley-Wiener 定理 来 建立 后 一 论断 )。 
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保 角 喘 射 和 特征 函数 展开 给 我 们 提供 了 逼近 Dirichlet 问题 
(35.1) 一 人 Du=f (在 BB 的 一 个 开 子 集 Q 中 )， 
(35 .2) ug 在 22 (2 的 边界 ) 上 
的 解 的 途径 ， 不幸 , 它们 显然 只 适用 于 2 是 高 度 “对 称 ” 图 形 的 情 
形 , 保 角 映射 的 方法 假定 我 们 本 质 上 是 处 于 二 维 的 情形 , 而 球面 调 
和 函数 、 圆 柱 调 和 函数 、 椭 球 调和 函数 等 的 应 用 , 只 有 当 @ 分 别 具 
有 球 对 称 性 、 圆 柱 对 称 性 、 椭 球 对 称 性 等 的 时 候 才 有 可 能 . 实际 上 ， 
这 些 都 是 过 强 的 限制 .相当 早 的 时 候 ( 在 本 世纪 初 ), 物理 学 家 和 工 - 
一 程 师 们 首先 想 出 通 近 (35.1) 一 (35.2) 的 解 的 一 个 既 简 单 又 实用 的 
方法 ， 这 方法 与 $ 31 所 述 离散 调和 函数 的 概念 密切 相关 . 通常 
称 它 为 有 限 差 分 法 .这 个 方法 的 一 个 突出 优点 是 它 特别 宜 于 用 计 
算 机 来 处 理 . 近来 流行 的 另 一 方法 是 Golerkin 法 ; 它 与 特征 函数 
展开 有 某 种 类 似 性 , 但 有 更 大 的 适应 性 . 有 限 差分 法 和 Galerkin 法 
两 者 都 基于 用 有 限 维 空间 中 的 线性 方程 去 逼近 方程 (35.1) .我们 
解 前 者 ， 并 证 明 当 有 限 维 空间 适当 地 扩大” 时， 前 者 的 解 收敛 于 
(35.1) 的 解 ， 这 里 ， 我 们 将 从 最 常 采用 的 变 分 的 观点 给 出 这 两 方 
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法 的 一 个 极 简短 的 描述 . 
我 们 考察 一 个 一 般 的 框架 ， 它 足以 包含 有 限 差 分 法 和 
Galerkin 法 .我 们 将 考 虚 一 个 可 分 的 (separable) Hilbert 空间 了 ， 
即 一 个 有 可 数 稠 子 集 ， 或 有 可 数 规格 化 正 交 完 备 系 的 Hilbert 空 
间 . 在 我 们 的 应 用 中 , 广 将 是 HH3(Q)，, 可 分 性 假设 无 疑 是 潢 足 
的 一 一 在 实际 中 ， 它 总 是 被 满足 的 [ 通 第 ， 六 是 忌 "(o) 的 一 个 团 
子 空间 ]. 一 一 
现在 我 们 来 描述 Hilbert 空间 六 的 外 (externabD) 允 近 .， 乍 看 
起 来 , 这 个 概念 似乎 有 点 太 抽 象 , 但 我 们 希望 , 下 面 的 例子 将 会 帮 
助 我 们 理解 需要 抽象 的 原因 . 我 们 研究 带 有 参数 作为 脚 标的 空 
间 和 映射; % 跑 遍 一 个 序列 (或 者 ， 有 时 跑 遍 具有 可 数 基 的 一 个 网 
格 , 就 像 实 直 线 上 的 一 个 区 间 一 样 ), 假设 这 个 序列 是 收敛 的 ; 关于 
hb 的 极限 总 理解 为 当 有 % 趋 于 那个 序列 的 极限 ， 首 先 , 引进 从 六 到 
另 一 Hilbert 空间 了 了 中 的 单一 同 态 (monomorphism) 7， 即 , 一个- 、 
连续 线性 内 射 , 其 值 域 是 闭 的 , 但 不 一 定 是 全 部 刀 (由 闭 图 像 定 理 ， 
这 蕴涵 着 v 是 一 个 映 入 同 胚 )， 对 于 每 个 有 引入 Hilbert 空间 六 
(35 .8) Tra:V—>Ps, pr:Vi-—>F, 
”在 我 们 的 应 用 中 ，V; 是 有 限 维 的 [通常 ,7 称 为 限制 (restriction) 
映射 ，ps 称 为 拓展 (prolongation) 映 射 或 扩张 (extension) 上 映射] 
定义 耻 .1 系统 (Vs, pp, 7s, 了 ,J) 称 为 了 的 一 个 收 笋 的 外 逼 
近 , 如 果 下 面 两 个 条 件 成 立 : 
(35.4) ”对 于 任意 的 wEV, prrnw 在 五 中 收敛 于 yw( 关 
于 了 的 范 数 ): 
(3B.5) 假设 ， 对 每 个 及, 给 定 玉 ;的 -- 元 素 W, 使 得 tn 
在 了 中 弱 收 伐 于 茶 个 %; 则 必定 有 w=Jw， 
uvEV. 
此 外 , 这 到 近 称 为 是 稳定 的 ， 如 果 上 映射 7; 和 .ps 的 范 数 是 与 及 
无 关 地 有 界 的 . _ 
例 35.1 令 斑 = 忆 并 令 了 是 广 中 的 恒 等 映 射 . 令 天 在 序列 工 ， 
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1/2,…,1/k,… 上 变动 , 并 令 {Vw} 是 六 的 有 限 维 子 空间 的 一 个 
增 序列 , 它们 的 并 集 在 六 中 稠密 (注意 , 六 是 可 分 的 )， 例 如 , 可 以 
给 出 六 的 一 个 完备 规格 化 正 交 系 {ei1,…, ex,…}， 并 令 ;是 由 
ec pe (kb 一 上/h) 张 成 的 子 空间 ， 然 后 , 不 妨 把 pr 取 为 从 六 到 
六 中 的 自然 内 射 , 把 x; 取 为 从 六 到 六 ,上 的 正 交 投影 .这样 得 到 的 
有 逼近 是 收敛 的 和 稳定 的 ; 称 它 为 广 的 Galerkin 逼近 , 简 记 为 {F 对. 


一 暂时 ,我 们 回 到 $$ 22, 23 和 8 26, 并 记 住 ， 在 关于 8, 2 和 


~ . 


边界 数据 g 的 适当 的 假设 下 ， 可 以 把 问题 (35. 二 一 (85.2) 化 为 
9=0. 的 相同 问题 。 现在 必须 假设 FE 妃 -+(2)， 而 变 分 方法 即 为 
寻找 wE 瑟 j(2)， 对 于 所 有 的 EH3(Q), 它 满足 方程 : 
(85.6) CC 9)=f, 0, 

其 中 《> 是 五 1(C9) 与 互 -49) 之 间 的 对 偶 性 括号 , 而 


【《35.7) & (%, 中 一 | | CL) das. 


D Om’ Oi 


(我 们 始终 假设 入 二 0， 当 8 无 界 时 , 假设 入 >0.) 

在 抽象 的 情形 中 , 假设 我 们 有 一 个 六 x 上 的 连续 的 、 强 制 的 
(定义 33.1 拟 双 线性 形式 ou, v), 以 及 上 的 一 个 连续 反 线性 
形式 办 我 们 要 逼近 方程 
(85.8) ”alw, 9) 二 $8(vw) 对 所 有 的 EV 
的 属于 六 的 解 w( 引 理 33. 蕊 . [在 考虑 实 值 的 区 数 和 广义 函数， 
因而 考虑 实 Hilbert 空间 广 ， 瑟 和 VV' 时， 形式 4 假设 是 双 线性 
的 , 形式 少 假 设 是 线性 的 . 注意 , 我 们 不 假设 形式 4 是 Hermite 型 
的 ， 或 者 ， 在 实 的 情形 不 假设 4 是 对 称 的 一 一 不 象 在 特殊 情形 
《85.7) 中 那样 .] 

考虑 定义 36.1 中 的 六 的 一 个 外 允 近 (Vs, ps, oz FP, 7), 并 
假设 对 每 个 及 ， 给 定 了 VXxV; 上 的 一 个 连续 拟 双 线性 形式 2; 和 
V; 上 的 一 个 连续 反 线性 泛 函 8, 它们 服从 下 面 的 条 件 : 

(35.9) ”存在 一 个 不 依赖 于 及 的 常数 co>0, 使 得 
[an (Un, Un) |colunlt,, Vun EV 


(85.10) “存在 一 个 不 依赖 于 太 的 常数 O>0, 使 得 
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自然 ， 必须 设 法 使 数据 a;, 四 和 由 发 生 关系 ， 为 此 ， 要 求 在 逢 
当 的 意义 下 as 收 伍 于 4@ 以 及 i 收敛 于 8, 更 明确 些 , 所 谓 适 当 的 
意义 即 为 下 述 相 容 性 条 件 : 
(85.11) 对 所 有 ?2 wEV, 如 果 序 列 Pavn (Vs E V3) 在 
“五 中 弱 收 敛 于 Jv, 则 ; | 


(85.12) lim wm (os 40) 一 2(0 w), lim an raw, vn) = 0 (0, V)s 
nh . 


(35.13) lim 9 (v3) =$(%). 


很 清楚 , 如 果 对 每 个 h, a 是 Hermite 型 的 , 则 (35.12) 的 两 
个 条 件 之 一 是 多 余 的 . 
例 35.2 令 {47} 是 下 的 Galerkin 逼近 ( 例 35. 世 .如 把 mn 取 
为 go 在 VxV; 上 的 限制 , 把 四 取 为 中 在 于 上 的 限制 , 则 立即 看 
到 , 条 件 (35.9) 到 (35.11) 是 满足 的 . 

由 于 Lax-Milgram 引 理 ( 引 理 23 .1), 对 于 每 个 h, 方程 
(35.14)， Cs 9 一 办 (00)， VorE Vs 
在 Vs 中 有 唯一 和 解 办 。 我 们 可 以 叙述 并 且 证 明 : 
定理 35.1 令 (Vn; ps, Ta, 了, J) 是 Hilbert 空间 六 的 一 个 收敛 
的 和 稳定 的 外 逼近 . 令 c(w, %) 是 六 xV 上 一 个 连续 的 强制 拟 双 
线性 形式 , 由 是 六 上 一 个 连续 的 反 线 性 形式 . 对 于 每 个 h， 令 an 是 
VsxV; 上 的 一 个 连续 的 强制 拟 双 线性 形式 , 各 是 关上 一 个 连续 
的 反 线性 形式 , 使 得 (35.9),(35.10) 和 (36.11) 成 立 . 


~- 


如 果 vE 人 六 表示 (35.8) 的 唯 -- 解 , 旦 对 于 每 个 六 四 E 芒 表示 


(35.14); 的 唯一 解 , 则 prwn 在 也 中 ( 依 范 数 ) 收 仑 于 Ju. 
证 明 利用 一 ww 时 的 (85.14);, 并 利用 (85.9) 和 和 (85.10), 立刻 


得 到 

(35.15) faa lv, < C/oo. 

如 果 supsj pal = 到 < 十 ce (因为 允 近 是 稳定 的 ， 定义 35.1) , 则 有 
(85 .16) | Pris mn MO/eo. 


由 《35.5), 可 以 选 出 一 个 子 序列 {ps Wi}, 它 在 五 中 弱 收 伍 于 形 
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如 JuQ€EV) 的 某 个 元 素 . 
任意 固定 vE 斑 ,现在 用 亿 = 放 2 时 的 (85.14)x， 应 用 (85. 4), 

即 看 到 序列 {wv} 具有 在 (35.11) 中 所 考虑 的 形式 。 从 (35.13) 推 
得 (vw) 收 伍 于 8(v)， 另 一 方面 , 当 h= 属于 上 述 弱 收 敛 子 序 
列 Dh:, Wp 的 足 标 集合 时 令 Wh — Un; 否则 令 Wh 一 Fl, 则 我 们 看 到 ， 
Di 在 五 中 弱 收 敛 于 Jui, 因而 ， 由 (35 .12)， Gp (Un, Vn) 收敛 于 ， 
-2 人 D， 但 是 ，ay Qi V1) 二 Bwv《vw) 一 $B(V)， 因 而 ww 满足 
(35.8), 这 就 要 求 员 一 ww， 这 证 明了 


(35 .17) {pnun} 在 石 中 弱 收 敛 于 J 
我 们 再 来 考虑 


了 一 Cj (Us 一 IN， Wy — Ta) 
一 Cy (Uh, Wn) 十 COAL ru) — 0 (Uy, XU) — tn (Tn, Vn) 。 


由 (85.9) ,我 们 有 


(35 .18) [un — rn? Soo, 


如 果 应 用 (35.12) [ 取 %% 一 ?ww, 并 记 住 (36.4)], 则 有 
Qa TaU IO On Uh TU) ， Gn (TAL Us) 收 争 于 “Cu, W) ， 
另 一 方面 , 由 (35.13)， 
Qn 《Un，U3) 一 pn (Wn) 收敛 于 $0 一 CC DE 
把 这 些 论 斯 结合 起 来 , 即 得 了 收敛 于 零 ， 因而 
(35.19) lim ha —rly, =—0. 


利用 ps 的 范 数 与 无 关 地 有 界 这 一 事实 以 及 (35.4) ,我 们 得 到 


一 2 在 五 中 依 范 数 收敛 于 vv. 证 举 . 


性 质 (85.19) 有 时 可 叙述 为 wu 久 玫 地 收 令 于 uw( 由 此 产生 了 . 
离散 收敛 性 的 概念 ). 
考察 一 下 定理 35. 1 的 证 明 即 导 到 一个 识 关 信 计 事实 上 ， 
有 种 种 误差 的 概念 : . 
(1) ww 和 包间 的 误差 ju 一 pa (这 梓 ， 此 误差 依赖 于 J 的 
选择 ); 
(2) 4 和 间 的 离散 误差 | — Trl ps 
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(8) v… 的 截断 误差 1 Ju 一 Pradlp。 

我 们 也 许 能 够 有 效 地 影响 (3) 的 大 小 ， 因 为 它 只 依赖 于 逼近 
(7 入 ,mw 五, J) 的 选择 , 而 不 依赖 于 拟 双 线 性 形式 <c(w 2?) .我 
们 将 用 截断 误差 (3) 来 确定 勾 和 人 @ 间 的 误差 (了 的 一 个 上 界 . 首先 ， 
确定 离散 误差 (2) 的 一 个 上 界 ， 用 % 到 五 XxX 五 上 的 一 个 “ 延 拓 ”a 
也 就 是 用 
(35.20) 太 x 互 上 的 一 个 连续 的 拟 双 线性 形式 a， 它 使 ~ 

得 a(Jv,， Jw) a (lv, w) 对 所 有 的 9, w EV 
来 表示 .， 令 么 是 (35.8) 的 解 ， 我 们 定义 下 述 厂 上 的 连续 线性 泛 
是 |， 
(35.21) 55(g)=a(w 9), gER,. 
可 以 验证 ,对 所 有 的 EV, B60v) $9). 
注 35.1 注意 到 =(JV)@(IT)+[CIT):! 是 JV 在 五 中 

”的 正 交 补 空间 ]， 我 们 看 到 , a 这 样 的 形式 总 是 存在 的 : 我 们 可 以 、_ 
取 a 为 & 的 唯一 的 延 折 ， 对 于 所 有 的 fEF, 9E(CP)L 使 得 
al(f, 9) 一 0。， 但 是 别 的 延 拓 也 许 更 适合 于 所 研究 的 问题 ,如 下 面 
所 示 : 
例 35.3 令 万 = 五 1(2) [或 者 并 F= (1? (0))", 

(35 .22) J: nd vy, 5 , 5). 
”我 们 知道 , 了 是 从 六 到 五 中 的 一 个 等 距 上 映射 。 形式 (35.7) 的 延 
拓 是 明显 的 ; 


(85.28) alf, D=|, (Mopo tID) ds, fg€e TO 


”注意 , (85.28) 无疑 异 于 注 35.1 中 所 述 的 延 折 . 事实 上 , 当 7 不 是 
映 上 的 时 候 , 后 者 决 不 是 强制 的 ; 然而 ，(35.23) 显然 是 强制 的 ( 当 


>0 时 ); 虽然 y 肯定 不 是 瑞 上 的 ， 
， “现在 引进 下 述 两 个 量 ， 
(85.24) si (0) = |ipnB — qn lp, 


《85.25) mh(W) = omB, [av prvi) — on CTh, wv, vn) |/ lonly,. 


35 .Dirichlst 问题 的 近似 解 . 有 限 差 分 法 325 
与 (85.24) 有 关 , 注意 pr 是 一 连续 线性 喘 射 产 一 五 , 因而 和 是 一 
连续 线性 映射 FY 一 六 i. 
定理 85.2 用 定理 35.1 中 的 相同 假设 和 相同 记号 .我们 有 
《85 .26) [on — rd, Seo Ee 0) + mm 0], 
其 中 o 是 (35.9) 中 的 正 的 强制 性 常数 . 
证 明 只 需 再 考察 定理 835.1 证 明 的 末尾 引进 的 量 T, 并 把 它 重 


”每 为 
P= a (Up, Un— TW) — an Ce Un — PHL) 
一 四 (一 Ta — a TW, Ph Un TH) ) 
十 GCCIU Psy — Th)) —an Te, Un— TA) 
一 由 (一 ?0 —B (一 TU) 
十 ay py Un — FH) ) — an(rn, Vn— rh), 
因而 ， | 。 
- {86.27) VM-SEACOR AC mA 
组 合 (35.18) 和 和 (35.27) ,我 们 就 得 到 (35.26). 证 毕 ，, 


推论 35.1 用 定理 35.2 中 的 相同 假设 . 令 姑 是 扩张 算 子 的 
范 数 的 一 个 上 界 。 则 : 
(35.28) [7 — prinle 


<|Jwu—prle + [en ($) + (0) 1. 


有 限 差 分 法 

在 本 节 的 这 一 部 分 ,我 们 应 用 第 一 部 分 的 一 般 考察 , 并 描述 用 
有 限 差分 法 得 到 的 Dirichlet 问题 的 解 的 逼近 . 我 们 自始至终 候 
设 开 集 2 是 有 界 的 ， 我们 考虑 对 角 元 素 久 ,…, 加 严格 大 于 堆 
(并 收敛 于 零 ) 的 对 角 和 矩阵 万 当 zxER" 时 ， hw 表示 向 量 (hr … 
ho; j2Z* 是 及" 中 具有 整数 坐标 《>>0 或 <0) 的 点 的 格 2o 在 映 
射 zcF>je 下 的 像 ， 下 文中 ， 和 抢 阵 产 将 是 我 们 的 参数 (如 在 第 一 部 
分 中 所 表示 的 那样 ), 它 将 跑 记 一 个 收敛 于 零 矩 阵 的 (严格 正 的 ) 对 
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角 和 矩阵 的 序列 .我 们 不 详细 说 明 这 个 序列 , 只 把 它 简单 地 记 为 9 
(自然 , 在 实际 计算 中 我 们 必须 对 序列 了 作出 选择 ). 

给 定 moE Rr 和 及 EW, 记 


(35 .29) Oh (vo) -I [光一 二 语 民 十 六 bl; 
(35.30)” 当 ?7 是 一 非 负 整数 时 , 
O's (2o， 7) 一 上 on (zo 地 ha). 


I! 


集合 on(zo, ?7) 在 平面 ( 妈 当 % 一 2 时 ) 中 的 三 个 例子 可 以 在 图 35.1 
中 找到 ?”. 

用 wi,w 表示 集合 ocx(zo) 的 特征 函数 ,并 用 64,;CI 二，…*， 1) 
表示 有 限 差 分 算 子 ] 
(85.81) wsF(w) -~ -元 [Z (z+ 去 jnej) 一 下 (zc 一 于 jiej)|， 


其 中 @; 表示 沿 着 2’ 轴 的 单位 
问 量 . 
: 回 到 开 集 0 的 情形 ， 我 们 
on(0; 01 ”将 用 记号 
(835.32) ;= {2 EhZ", 
| | Cnt, CGO， 
| 在 考虑 二 阶 椭圆 算 子 时 ， 我 们 
| 只 对 于 "一 0,1 利用 这 些 集合 
| 4， 如 果 所 研究 的 算 子 的 阶 是 
2m, 通常 我 们 将 用 同样 的 集 
合 , 但 是 这 时 7=0,…, m， 
现在 我 们 来 描述 将 要 用 到 
on(0, 2) 的 外 逼近 (或 差 分 格式 ) 我 们 
已 经 说 过 , 万 = 妃 4(2) .我 们 取 
FF=《L(Q))"*?， 取 J 为 等 距 


Di 泽 者 注 : 本 书 中 并 没有 引进 |g| (gE ZC") 的 定义 ， 按照 图 中 .1, 对 于 a= (@， 
ca) EZ2， 应 把 jcj 理解 为 jaj 一 |ali 十 … 十 ian|， 
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内 射 (35.22)， 对 于 每 个 EW， 空 间 了 将 是 y 跑 遍 集合 (35 .82) 


(其 中 "= 少时 特征 函数 wi,y 的 线性 生成 , 即 ，V， 将 是 阶 效 男 数 
《385 .33) Vn (00 一 > Vn (Y) Wan,y (2) 


的 空间 . 此 记号 是 合适 的 ， 因为 对 太 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 y， 
% 有 wn,ywn,v 二 0， 注意 ， 的 维 数 恰 好 等 于 这 种 元 到 的 个 数 


一 我 们 赋予 FV; 以 内 积 


C85.80) (os w= | {omit Cr0n) Go 加 


Wh, WhEVn. 
扩张 算 子 p4 将 是 映射 
(35 .35) Voy> (Va, Hn LU, Sh,ndh) 
显然 , 它 是 从 严 到 一 中 的 一 个 等 距 上 映射 ， 
至 于 限制 算 子 76: 了 >Vs, 它 把 每 个 vE 有 3(0) 对 应 于 由 


~ C85.36) mW -ln Wl Wd ye 


—- 


定义 的 阶梯 函数 (35.33) , 其 中 : 
(85 .37) [oO | = 二 05(9) 的 体积 二 有 …h。 
我 们 现在 来 证 明 , 在 关于 开 集 2 和 序列 的 某 个 限制 条 件 下 ， 
上 述 的 差分 格式 是 稳定 的 和 收敛 的 (定义 35.1).。 
定义 35.2 令 旨 是 一 列 收敛 于 零 的 严格 正 的 对 角 和 抢 阵 ， 我们 说 
开 集 OCR* 是 日 正规 的 ,如 果 存 在 及 "中 的 有 限 个 向 量 所 ,…, be 
和 一 个 不 依赖 于 17- 工 ,2 和 7E5 的 常数 0O>0, 使 得 
” (85.38) 任 给 点 ye (使 得 9 十 jpei 或 者 9 一 jei 不 属 
于 0， 对 于 每 个 >E on(y)， 存在 p, 0<p 过 
CO, 使 得 对 某 个 9g, I<g<p, 有 2+phy0a 生 9， 


”定理 中 .3 令 5 是 一 列 收 敛 于 零 的 严格 正 的 对 角 逢 竹 ， Q 是 有 


的 一 有 界 开 子 集 . 

如 果 人 是 9 正规 的 ， 则 上 面 描述 的 这 =H6(9) 的 外 逼近 
(Vp, Dn, Ta, F, 刀 是 稳定 的 和 收敛 的 . 
证 明 因为 映射 pp 是 等 距 的 ， 因此 为 了 证 明 通 近 是 称 定 的 只 需 
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证 明 对 于 基 个 不 依赖 于 和 wEV 的 常数 , 有 
(35.39) lrawly, 志 常数 [vbr. 
自然 , 只 需 对 于 的 一 稠 子 集 中 的 证 明 (485.839) 即 可 ; 我 们 将 取 
vEOrF (0Q). 
首先 , 若 注意 到 集合 om() YEAhZ) 是 互 不 相交 的 , 我们 有 


jl lao=Eln 0 le! ~ 
= heen) BE || oac| 


< 了 | v(z) |:dz (由 OQauchy-Schwarz 不 等 式 ) 


on(Y) | 
<|, lo 人 osam， 
其 中 所 有 求 和 号 都 是 关于 yE 入 求 的 [参阅 (35.82)]. 这样, 我们 有 
(85.40) | Dh | zxo9) 委 | 2 | TI2(9)。 -~ 
为 了 证 明 差 分 格式 (Vs, Ps, 7h, ,J 是 稳定 的 , 必须 用 5 的 
五 * 范 数 估计 64,zv4 的 范 数 . 辐 定 jj<n, 对 任意 点 xz, 记 


1 
wt—wi+i hiey, 人 一 和 一 一 hey, 


2 2 
我 们 有 .. 
vs (0 ) 一 > (9) wn,y (FT) 
-Blo | darn 0), 
_ (85.41) (Of) = (hh,) 之 wy, (2) | 2 (z+) dz, 


其 中 求 和 号 是 关于 全 在 平移 gg 下 的 像 上 进行 的 ， 类 似 地 ， 
(85.42) vs (27) = barhn) + no) | 0) ds, 


ony 
从 级 的 定义 即 得 ,只 要 y 属于 碎 , 则 yt 和 外 属于 Q， 还 注 
意 , 如 果 =y 一 ey, 则 gr+ 一 所。 如 果 在 维 中 存在 两 点 y, yy ,使 
得 % 一 轩 r,， 则 用 和 表示 后 面 一 个 点 .否则 , 记 作 %5 这 样 , 当 
《85.43) y 十 有 ey 相应 地 , y 一 hey) 不 属于 ( 
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时 ,及 二 y+ ( 粗 应 地 , y-)， 从 (35.4) 一 (35.42) 推 得 . 
(35 .44) (hi ohn) [vn (w+ ) 一 信访 (2 一 )] 


=Ban wo) | GD 一 GD)]d 


十 之 十 2 y+ (0) | i v (z+:) dz, 
我 们 有 [参看 (35 .40) 的 证 明 ] 


z (85 .45) 人 mw (of+) — vw) |2d% : 
< 各 | ~ 人 C2) | de + 人 dz, 
在 相应 于 点 多 的 诸 项 中 , 我 们 利用 
G5.46) 1aC9D 一 os 好 人 0 tithe) | dt 


这 一 事实 ， 至 于 相应 于 点 妨 的 那些 项 ， 我 们 看 到 ， 如 果 对 于 某 个 
YE 有 人 久 一 多， 则 (435 . 忽 ) 中 的 相应 项 即 为 


(85.47) 人 pe- ) [2dz = [lo ln 


这 里 用 了 但 的 了 正规 性 (定义 86.2) 以 及 yg 的 性 质 (85.43)， 对 
于 每 个 2€04(Y), 可 以 选择 p 一 pl2), 0<p(%) 过 0, 使 得 对 某 个 
g, 1<q<p, 有 ?十 phyOq 什 2， 因为 EOc(82), 我 们 有 

(835.48) J%02) | 一 | 十 pip0o) —%» (2) | 


<ph? | ?| (0a, grad v) (etthi 0) E32 

各 | 0 

Oo <O033 | S|grad v (2+ hb) | ad 
之 


其 中 O01=supse|9s|， 因 为 集合 06) 和 om 人 0) 都 包含 在 2 中 [由 
(85.82)], 从 (85.45)，(85.46) 和 7835.48) 就 推 得 


hy | vn 2+) — vn (2 ) [2d 
+1/9 
i ie 


十 CO 本 | grade 十 声 00 jadt 


dt 
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经 过 关于 的 积分 变量 变换 , 得 到 
(35.49) 人 an (2) [dz < (L40203) (grad v (%) [2dg, 


它 连 同 (35.40) 即 蕴 涵 着 (35.39)， 因 而 蕴涵 着 我 们 所 研究 的 差分 
”格式 的 稳定 性 . 为 了 完成 定理 35.3 的 证 明 , 我 们 必须 证 明 此 格式 
是 收敛 的 . 

首先 证 明 ， 对 于 每 个 oEF, mmo 在 柬 中 收 伍 于 Jo 由 
Banach-Steinhaus 定理 ( 即 一 至 有 界 性 原则 ) 以 及 p; 和 7; 的 范 数 
与 无 关 地 有 界 这 一 事实 , 只 需 对 vE OF (92) 证 明 此 论断 即 可 . 此 
时 , 只 需 证 明 在 I2(Q) 中 vw>v 和 564,5 一 (6/9w1)v, 而 这 是 极 明 
显 的 . 

其 次 ， 对 每 个 hE0, 令 是 六， 的 一 个 元 素 ， 使 得 序列 LPnvi} 
在 矿 中 弱 收 敛 , 这 蕴涵 着 办 和 6543vs 在 广义 函数 意义 下 收敛 , 以 
及 它们 的 极限 一 一 分 别 是 ?和 (6/9%)v 一 一 属于 (0), 即 2€ 
Hi(Q)， 但 因为 0。 和 6;,sv4 的 支 集 是 2 的 紧 子 集 ， 故 不 难 知 道 一 


VE .002) “证 毕 . 
从 定理 85.3 可 以 推导 Dirichlet 问题 
(85.50) -Du=fE HQ), vE HI(O) 


的 别 解 必 的 一 个 逼近 , 也 就 是 方程 (35. 号 的 解 名 的 一 个 过 过， 其 中 
a 由 (85.7) 给 出 ,而 

(35.51) $l) LF, DW, vEV -HIO). 

我 们 分 别 引 入 a 和 4 的 下 述 副 近 ， 


(85.69) abo 0) = | (Mihst i rs) G 三 ) do， 


(85.58) 内 (on) 一 | (fo fds ) do, 
同时 假设 vi;, Ws EV;, 和 z 
(85.54) z fo+t 闻 -J 


Ox 


[关于 如 果 有 附加 的 条 件 ， 例如 了 € IC0), 则 方程 (35.54) 的 
求解 会 变 得 很 容易 ; 例如 , fo 一 f, 记 =0, J>0.1 条 件 (85.9) 被 满 
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足 ， 其 中 co=inf(1, 和 ; 如 果 和 =0, 通过 修改 V; 中 的 内 积 [通常 
由 (35.34) 给 出 ], 仍然 能 够 满足 条 件 (35.9). 条 件 (35.10) 被 满足 ， 
其 中 


c- 习 | pl 

立即 看 到 , 条 件 (85.11) 也 被 满足 (考虑 到 在 定理 35.3 的 证 明 中 已 
”经 确立 的 事实 ).. : 
” ”考虑 逼近 问题 

(85.58) oC, 02) = p00), VoEV,. 

只 需 在 因 跑 遍 六 的 一 个 基 ， 特 别 ， 在 =uy 人 GE 约 ) 时 验证 

(85.55) .对 于 ( 录 中 的 任意 两 点 0 9 , 不 妨 令 

(35.56) dy, Y) = Cs,y, oo 各国 ) = pas, sy) 

为 了 求 (85.55) 的 解 

(85.57) wa 《2) 一 之 | Wn (Y) Wn, y, 

冯 须 解 线 性 方程 组 

(35 .58) 它 ， an, (2/， 22 (Y) = $n(y’), y ‘EQ}. 


以 nCW) 记 中 点 的 数目 即 n(h) 一 dim VV, 我 们 看 到 ，(35. 58) 
是 复数 ww(y) 的 2 (和 个 未 知 数 的 %(h) 个 线性 方程 的 方程 组 . 

由 定理 35.1 和 35.3 知道 , 当 刀 沿 着 日 趋 于 零 时 ,由 《85.57) 
给 出 的 (35.55) 的 解 风 收 敛 于 (35.50) 的 解 v， 

Q 是 1 正规 的 这 一 要 求 当 然 依赖 于 6 的 选取 . 我 们 假设 , 当 
及 EB 区 于 零 时 ,分量 ”及 仍然 可 比较 ， 即 存在 一 常数 ”>0, 使 得 

二 (835.59) yh/ 加 人 7 ,对 所 有 的 ED 和 所 有 的 j,k 二 上 …,% 

那么 ,选取 充分 多 的 向 量 94( 例 如 , 足以 保证 立体 角 大 于 某 个 给 定 
值 wo>0 的 每 个 凸 锥 都 至 少 包含 一 个 9), 就 可 看 到 ， 每 个 凸 的 有 
界 开 集 Q 是 5 正规 的 ， 或者， 边界 属于 O01 的 每 个 有 界 开 信 9 (并 
且 人 位 于 6Q 的 一 侧 ) 是 5 正规 的 . 

最 后 ， 我 们 要 强调 下 述 事实 ， 上面 介绍 的 有 限 差 分 法 的 应 用 
也 许 是 我 们 所 能 给 出 的 最 原始 的 一 种 , 并 且 , 这 个 方法 很 便于 改进 
与 变通 , 除了 Dirichlet 问题 之 外 , 它 还 可 应 用 于 其 它 各 种 问题 , 例 
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如 应 用 于 Neumann 问题 , 斜 徽 商 问题 (参阅 $ 37), 还 可 应 用 于 高 
阶 方程 (参阅 §§ 36, 88) 。 在 适当 的 情形 ， 可 以 得 到 不 同 于 定理 
35.1 中 所 考虑 的 收敛 性 性 质 , 例如 , 在 I” 范 数 下 的 收敛 性 .有 时 ， 
与 其 用 简单 的 集合 ， 如 在 (35.29) 中 所 引入 的 mm (9)， 以 及 相伴 的 
ou (y, 让，@ 不 如 用 较 复 杂 的 曲线 (curvilinear) 集合 可 能 较为 
方便 . 此 外 ， 这 个 方法 可 以 被 拓 广 到 系数 不 是 光滑 的 椭圆 方程 以 
及 非 线 性 方程 ， 有 关 这 一 切 , 请 参考 有 关 椭 圆 边 值 问题 的 解 的 交 
近 方 面 的 书 ,， 如 [A] 和 [FS]。 有 限 差 分 法 的 应 用 范围 不 限于 椭圆 
边 值 问题 。 经 过 适当 的 修改 ， 它 已 被 成 功 地 应 用 于 一 些 双 曲 的 和 
抛物 的 发 展 方程 和 混合 问题 (有 关 这 些 问题 ， 请 看 第 IV 章 ; 
Galerkin 法 对 于 双 曲 发 展 方程 的 一 个 很 简单 的 应 用 可 在 定理 
4 和 并 的 证 明 中 找到 ). 


本 题 - 


35.1 在 这 个 习题 中 所 考虑 的 所 有 函数 都 是 实 值 的 ， 令 了 是 阶 潼 函数 
(35.33) 的 线性 空间 , v 是 V 的 任 一 元 素 , 1 是 一 至 少 为 零 的 任意 的 数 , 证 
明 ，(w 一 到 六 一 sup(wn 一 20，0) 也 属于 到 

令 fEIm(9), 并 考虑 Vs 上 的 线性 泛 函 | one [参阅 (35.53)]. 令 ^ 


是 严格 大 于 零 的 数 , 并 选取 MM>0, 使 得 fimxoy 志 和 UM， 令 ah(Con wh) 是 双 线 
性 形式 (35.52)， We 是 了 内 中 使 得 . 


(35.60) at Vi) = | funde, Yon € Vs 

成 立 的 唯一 的 元 素 ， 从 (35.60) 推 导 , 如果 ww 一下， 则 
(35.61) oo wa) = | FC) —AM wt (eda. 

证 明 ， 
(35.62) (6 0 (0) On aot) ot (2), VER, 
并 从 (35.61) 推 导 | (wi (2))z=0， 因 而 

(35.63) ut) EM, ViEN. 


[类 似 地 可 以 得 到 (2) 光一 了 L,YzEQ.] 从 Im(9) 是 LICO) 的 对 偶 空 间 这 
一 事实 推导 ， 存 在 ww 的 一 个 弱 收 伊 于 & 的 子 序列 ， 即 对 于 Im(G) 上 的 弱 对 
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偶 拓 扑 cCE”(2) L1Q)), 此 子 序 列 收敛 于 必 并 且 有 


(35.64) uEL”(0Q), lal imc0)< Efi. 
35.2 在 (35.32) 的 记号 中 令 8 一 侣 ， 令 取 表示 函数 
《35 .65) vn) 一 妆 VAY) Wn, vy TX) 


的 空间 ,其 中 wn,y 是 os(y) 的 特征 函数 ， 令 ps 表示 从 Vs 到 五 =L2(9) 中 的 
自然 内 射 ，7; 表示 从 了 ==2(0) 到 TV 中 的 映射 ， 它 把 函数 (35.65) 对 应 于 
vw EV, 使 得 | 
(35.66) vay) = Chih )-! | vr)adr 《9 €Q). 
证 明 , (Vs, pps ?ss 本 是 I2C9) 的 一 个 稳定 的 和 收敛 的 外 逼近 . 
35.3 令 细 是 使 得 cu(y) 与 @ 相交 的 点 9672 的 集合 ; 弦 下 定义 为 


明 数 

(35.67) vA(Y) 一 > Un(y)wa,y(x) [参阅 (35.,33)] 

的 空间 , 赋 以 内 积 (35.34)， 取 一 (2(9))"'1 取 算 子 pr 为 
- 《35 * 68) UA (Vps 0, 1Vp'*'s Op nVh) | 0 


其 中 ，|o 照例 表示 (每 个 分 量 ) 对 于 0 的 限制 ， 假设 9 是 有 界 的 和 足够 正规 
的 , 使 得 存在 一 个 连续 扩张 映射 80:H1(0) -> 五 (Rn) (参阅 $ 26 的 附录 ), 取 
rhovE ECB) 为 阶梯 函数 (35.67), 使 得 
(35.69) vi,(Y) = (h4'*hn) pw) goV(ZJQZ (YE€ £9). 
证 明 , (Vs ps rs 了 ) 是 =H1CQ) 的 一 个 稳定 的 和 收 化 的 外 逼近 . 

35.4 令 只 是 了 的 一 个 有 界 开 子 集 , 位 于 其 边界 卫 的 一 侧 ; 假设 工 为 
一 01 超 曲面 利用 习题 35.3 中 所 述 的 互 !(2) 的 外 逼近 , 求 一 4+X 在 中 中 
的 Neumann 问题 的 解 的 一 个 通 近 [> 0; 参阅 (37.1) 一 (37.2) 和 8 37.1]. 
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图 型 方程 的 Dirichlet 问题 


在 这 一 节 中 我 们 指出 如 何 运用 变 分 方法 去 求 得 高 阶 强 椭 圆 型 
方程 Dirichlet 问题 的 弱 解 。 这 里 ,基本 要 素 是 Euclid 空间 "的 
一 开 子 集 2 ( 它 不 必 是 有 界 的 , 但 为 了 叙述 的 简便 , 我 们 将 假设 它 
是 有 界 的 ), 和 2 中 一 个 偶数 .2m(>0) 阶 椭 俩 微分 算 子 
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(86.1) Po D) = Boalo) D, 


其 中 , a= (m,…, on) 是 >0 的 整数 的 数组 ; |a| 一 os 十 … 十 0 
Te- DP?…Ds"，D,= 一 MV 一 18/8w!， 假设 系数 oo 都 是 9 中 的 @r 
函数 ,并 设 算 子 卫 (z,， 了) 在 马 中 是 一 下 强 梢 加 的 ， 这 是 一 个 加 在 
P(o, 功 的 主 算 符 (定义 19. 

(86.2) Ponls, ©) ~ 习 we 人 名 


上 的 条 件 , 即 对 某 个 适当 的 常数 56 二 0,， 有 

(36 .3) Re Pan (%, E>00|E|™, VoiEQ, VEER, 
[这 样 一 个 正 性 条 件 要 求 卫 (w,，D) 的 阶 是 俩 的 ]. 我 们 还 将 作 下 述 
假设 ; 
(36.4) ”系数 au 以 及 它 的 阶 数 所 m 的 各 阶 导数 是 8 中 

的 有 界 函 数 . 
现在 我 们 来 瓜 述 和 和 证明 这 一 市 的 主要 结果 ， 即 著名 的 

Gdrqding 不 等 式 ， ~ 
定理 36.1 在 上 述 这 些 假 设 下 ,存在 两 个 正 数 Oo,O1, 使 得 
(36.5) |wul%<Oo ReC(P(%, Du, WotOluls, Vu€EO(Q), 
其 中 (,) 和 |， 表示 Sobolev 空间 H*(BR") 中 [或 Sobolev 空间 
及"(Q) 中 ] 的 内 积 和 范 数 . 
证 明 令 ‰ 是 4 的 任意 一 点 ， 由 于 (36.3) ,我 们 有 
(86.6) colé|" IuE) <Re {Pon(wo, O12(E) 1}, 

其 中 丸 表 示 wE0O” (2) 的 Fourier 变换 , 从 (3836.6) 以 及 Plancherel 
公式 , 立即 得 到 
(36.7) col wl < Re Pan (ro, D)Y, wotoo)uls 
现在 假设 , 的 文集 在 开 球 

B,(zo) = {2E BR" 1z 一 2o| < : 

之 中 .存在 一 个 常数 Bo> 0， 它 仅 依 赖 于 系数 ce(|a| =2m) 的 阶 
数 三 m 的 偏 导 数 , 使 得 
(36 .8) | CPam C2, DU, vo— CPan ro, D)u, wol 


< Bor. A 二 Bo: ?7 | ml 1， 


36. Garaing 不 等 式 . 高 阶 椭 贺 型 方程 的 Diriehlet 问题 335 


为 了 证 明 (36 .8), 只 需 考虑 Pom(w, 丘 = a(O) 名 (ja| 一 2m) 的 情形 
即 可 ， 显 然 ， 
(86.9) a(2) D*— Dra(w) D+ D) Dag, (0) D®, 


其 中 ja =|a”| =m， 而 求 和 是 对 B'，B” 的 集合 取 的 ， 这 里 8 


BB” 是 长 度 分 别 至 多 为 mw 和 mm 一 1 的 % 数 组 .因而 ， 
〈36 .10) |({a(%) —a(wo0) } Dy, Wo 


+ {2(0) -ood)} De Drwol <Bilelalulns, 
其 中 ， 常 数 Bi 只 依赖 于 ace,e， 它 们 是 4(%) 的 某 些 导数 ， 但 是 ， 
如 果 “(z) 的 梯度 在 9 中 有 界 ， 则 对 于 某 个 仅 依 赖 于 grade 在 2 
中 的 界 的 常数 Bs, 我 们 有 
(86.11) 1(tz 人 一 ao Dru, wo 
<Borjuls Bilulalulny, 


它 荀 涵 着 我 们 想 要 得 到 的 事实 ， Bh (36.8). 


-~ ”如 果 把 (836.7) 和 (36.8) 结 合 起 来 ,并 选取 -rco/2 Bo, 束 得 到 


(36 .12) ol < Re(Pon(, D)u, Wort Balulnlulms, 


VuE OF(B, (v0) ). 
由 于 假设 (86.4) , 并 用 类 似 于 导致 (36.10) 的 推理 ， 我 们 看 到 , 存在 
一 个 常数 Bs>0， 使 得 
| ({P (Cs, D) — Pan (%, D)}u, Wol < Balulnlylm-, 
VUE Oe (0). 
如 果 把 它 与 (36 .12) 结合 起 来 , 并 适当 选取 常数 Bs, 则 得 


(86.18) colxl 和 2Re(CPGo D)u, wot Bslulnlul-, 


VuE Oe (Br (v0) ) 。 
必须 强调 一 下 , 常数 co，Bs 与 zo 无 关 . 
最 后 一 步 是 把 局 癌 人 计 G3 18)“ 拼 "起 来 . 为 此 ， 用 有 限 个 开 
球 Bileb ,6 一 1，…, J, 覆盖 的 闭 包 右 ,并 引进 相同 个 数 的 非 负 
试验 函数 内 GL … J ), 它 们 具有 下 述 性 质 ， 对 每 个 6 supp 吃 
CBi(z); 在 2 中 玫 十 … 十 V7 一 1 (这 样 ,对 每 个 6 0<9< 了 DD. 然 
后 考虑 2 中 一 个 任意 的 试验 函数 % 并 对 每 个 Biv ( 代 蔡 % 应 用 
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(36.18)， 把 相应 的 不 等 式 相 加 , 并 注意 到 
| Pz, D) Pi) — PiP (%, D)u, Pit ol < Boelulmliuln i. 
最 后 , 利用 下 述 事实 ; 任 给 n>>0, 有 


felledln < ) 
并 选取 ?7 充分 小 , 就 容易 得 到 (86.5). 证 毕 . 

注 36.1 有 和 多 种 途径 可 以 放松 定理 36.1 中 的 假设 . 例如 , 当 
开 集 Q 是 无 界 的 时 候 ， 结 论 仍然 成 立 ， 在 这 情形 , 必须 非常 谨慎 
地 利用 假设 (86.8) 一 (36.4) 中 的 一 致 性 ， 必 须 构 造 一 个 单位 分 解 
{8 ， 如 在 上 述 证 明 的 末尾 一 样 , 但 是 这 次 是 无 限 的 ， 然 而 仍 有 一 
致 性 性 质 ( 例 如 , 这 个 单位 分 解 由 一 个 固定 试验 函数 的 适当 格 点 的 
平移 所 构成 )、 此 外 ， 关 于 (%, D) 的 系数 的 正规 性 要 求 也 可 放 
松 ， 考 察 上 面 的 证 明 容易 看 到 ， 所 需要 的 仅 是 在 Plw, D) 中 
D"(|a| <<2m) 的 系数 在 L”(Q) 中 有 sup(jaj 一 m, 0) 阶 导数 . 

- 注 86.2 我 们 已 经 叙述 并 证 明了 Girding 不 等 式 的 一 个 和 送 
用 于 边 值 问题 研究 的 整体 形式 ， 但 是 , 我 们 显然 也 能 叙述 并 证 明 
它 的 一 个 局 部 形式 ， 如 果 我 们 放弃 (36.3) 一 (36.4) 中 的 一 致 性 要 
求 ， 则 对 于 支 集 在 8 的 任 给 相对 紧 开 子 集 2' 中 的 所 有 ww 我 们 能 
够 证 明 (36.5) ,其 中 常数 Oo, Oi 依赖 于 QO， 

注 86.8 在 (86.5) 的 右 端 ,我 们 可 用 任何 范 数 上 (jf<mm), 特 
别 ,用 |, 代替 范 数 省 |m-1， 只 需 注 意 , 给 定 任何 Fm>>0, 存在 一 常 
数 OG) >0, 使 得 

十 上 ”<mG 二 9” TOGOD)， VEER， 
因而 
(86 .14) J en tO lul?, vVwE GOz>， 
选取 mm<1/2Ci, 并 增 大 Co 从 (36.5) 和 (36.14) 我 们 就 得 到 
(86.15) jul2<Oo BeCP( Du, Do+aoilw 人 YueEcor(o)， 

现在 我 们 将 作 下 述 附 加 的 假设 ，Ci=0 的 (36.15) 成 立 ， 
即 
(36.16) | 人 和 用 Coe ReCP(z，D)w Wo, VwEO>(C)， 
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注 36.4 如 果 了 Cw, D) 满足 (36.15), 那么 只 要 Re 和 充分 大 ， 
已 (zx,，D) 十 入 束 满 足 (36 .16) . 

我 们 注意 ， 、. 

(36 .17) (P(w, D)u, V)o / 

可 延 拓 为 有 HX(Q) x 五 8(2) 上 的 一 个 拟 双 线性 形式 ， 并 注意 ， 

(36.16) 蕴涵 着 此 形式 是 强制 的 (定义 238. 了 ， 我 们 能 够 应 用 
Lax-Milgram 引 理 ( 引 理 23.1), 并 推 得 (参阅 定理 283.2). 

定理 86.2 如 果 (86.16) 成 立 则 算 子 Plz, DD) 确定 一 个 从 

HY(Q) 到 五 -"(Q) 上 的 同 构 . 

注 36.5 很 清楚 ,我 们 可 以 假设 (36.17) 的 强制 性 , 而 不 去 叙 
述 假设 (36.16) .但 在 “实践 中 ”, 验证 (36.16) 是 否 成 立 , 要 比 验证 
所 研究 的 形式 是 否 是 强制 的 容易 一 些 。 

: 定理 36 .2 使 我 们 能 够 证 明 ， 与 2 和 P(w, D) 相关 的 ( 非 齐 
”次 ) Dirichlet 问题 有 一 个 唯一 的 解 : 我 们 先 来 叙述 一 下 这 个 问 
题 . : 

如 通常 一 样 , 关于 Q, 我 们 宁可 作 较 强 的 正规 性 假设 ， 假 设 其 
边界 工 是 一 光滑 的 ( 即 , 0”) 超 曲面 , 并 假设 Q 在 了 工 的 一 侧 . 关于 
下 面 一 些 内 容 ， 请 参阅 在 $ 26 末尾 的 迹 理论 。 引进 (26.20) 中 定 
义 的 荆 上 的 j=0, 4，…, m 一 1 阶 迹 , 以 及 在 定理 26.9 中 考虑 的 
‘多重 ” 迹 Y. 

~ Oi 
Yu FW TD), YW = Br | 
-这 里 要 考虑 的 非 齐 次 Diriehlet 问题 为 ， 在 有 五"(Q) 中 找 忆 满足 
(36 .18) Po Du=fEH-"(Q) (在 8 中 )， z 
(86.19) ywW) EH™ ET (在 TE), j=-0, ,ml. 
只 需 把 定理 36.2 与 定理 26.5 以 及 定理 26.9 组 合 起 来 , 即 得 


定理 36.8 如果 (36.16) 成 立 , 则 
(36 .20) ut> (Plz, D)u, 7 CO) 


是 一 个 从 H"(Q) 到 五 "(0Q) x 由 五 一”(T7 上 的 同 构 ， 
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习 题 


36.1 令 忆 (rc 提 是 变量 各 ，…， 如 的 一 个 2m 次 齐 次 多 项 式 ， 其 系 
数 属于 C"( 可 [参阅 (36.3)]， 令 了 是 也。 中 一 任意 非 零 向 量 ， 并 令 Iw 是 
R 的 一 垂直 于 Y 的 通过 原点 的 超 平面 。 关于 变量 z 的 多 项 式 Pom(%, 0+ 
za 如 ) 的 根 , 当 z 跑 遍 台 ,9 跑 沁 /fw 时 ， 给 出 一 个 使 得 (36.3) 成 立 的 充 要 条 
件 . 

36.3 令 口 是 Br 的 一 有 界 开 子 集 ，PCw, D) 是 口中 2m 阶 的 一 致 强 本 
圆 微分 算 子 [ 这 样 , (36.3) 成 立 ], 此 外 , 假设 P(x, DD) 的 所 有 系数 属于 线 (9) 
《 即 它们 是 中 的 复 0™ 函数 , 它们 的 任意 阶 导 数 在 2 中 有 界 )。 证明, 给 定 
任意 非 负 整数 s， 存 在 两 个 正常 数 OoCs), C1(Cs), 使 得 
(36.21) lul2ys< C00Cs)ReCPCs, Du, De 二 CCs)lwl -YvesCzGe)， 

36.8 令 吕 和 PKz，D) 如 习题 36.2 中 所 述 ,但 现在 假设 Pz, D) 的 所 
有 系数 可 延 拓 为 Rn 中 具有 紧 支 集 的 C“ 函数， 证 明 ,， 对 于 适当 选取 的 
0oCs),，01Cs), 佑 计 式 (36.21) 可 推广 至 所 有 的 实数 s. 
”36.4 令 Q 是 BR" 的 一 任意 有 界 开 子 集 ，PCz, DD) 是 日 中 的 具有 CO" 系 

数 的 阶 椭圆 算 子 (定义 9 人。 证明， 每 个 点 后 < 只 有 一 开 邹 城 Tc2， 
使 得 对 某 个 常数 C> 0, 有 


(36. 22) ulas< ClPCs, Dulo, Vue Cs(D). 
从 关于 PCw, DD) 的 转 置 算 子 的 类 似 的 估计 推导 ,方程 
(36.23) P(r, D)wu=f EH ™"U) (在 UU 中 ) 


有 一 解 4€ LUD), 事实 上 , vw 可 取得 线性 地 和 连续 地 依赖 于 刀 

36.5 令 侣 和 Plw, D) 如 习题 36.4 中 所 述 . 证 明 , 对 于 所 有 正 实数 
存在 zw 的 一 个 开 邻 域 C9 和 一 个 常数 0,>0, 使 得 
(36.24) ul Ool Pe, Dule, Vue OCD). “ 
从 Pw, DD) 的 转 置 算 子 的 类 似 于 (36.24) 的 估计 推导 , 给 定 9 的 任 一 点 血 和 
任 一 实数 s, 存在 xo 的 一 开 邻 域 Tcg, 使 得 对 每 个 jE HC(V), 存在 we 
Herm()， 在 了 中 满足 PCx, D)u=f. 

36.6 令 介 和 P(x, D) 如 习题 36.4 中 所 述 ， 证 明 , 给 定 任 一 实数 s 和 
9 的 任 一 紧 子 集 区, 存在 一 常数 C> 0, 使 得 : 
C36.25) lulnss<O0Rs, Dulst helm tts) VuEOSE). 
将 此 与 引 理 25.3( 习 题 25.11) 组 合 起 来 ,证 明 对 于 适当 选择 的 到 和 Cu 不 等 
式 (36.24) 当 s 是 负 实 数 时 也 成 立 ， 
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36.7 令 只 和 Piz,，D) 如 习题 36.4 中 所 述 . 令 4% 是 具 紧 支 集 在 2 中 的 
一 广义 函数 ,使 得 六 = P(z, D)uE 刀 (soc 及 ). 令 s 是 一 实数 , 使 得 ,we HY: 和 
8 一 和 < 委 so， 利 用 Friedrichs 引 理 ( 引 理 25.4, 习题 25.12), 从 不 等 式 (36.25) 
《其 中 s 十 吧 用 s+L 代替) 推导 ， 国 数 pexw 在 五 std 中 弱 收 你 ， 因 而 推 得 we 
五 s+m 

利用 截断 函数 , 由 此 推导 下 述 结论 : 
定理 36.4 令 P(x, D) 是 一 个 m% 阶 的 椭圆 算 子 ， 在 Br 的 开 子 集中 具有 
0” 系数 . ， 

那么 , 中 每 个 适合 PLX，D)w€ 5) 的 广义 函数 % ， 必 属 于 Higt*(0). 
推论 36.1 2 中 具有 Cr 系数 的 每 个 椭圆 线性 偏 微分 算 子 在 2 中 是 次 椭圆 
的 (定义 2.1). 

36.8 令 P(x, D) 是 在 开 集 Qc Rr 中 具有 0” 系数 的 一 个 办 阶 椭圆 算 
子 , 令 玉 是 8 的 任 一 紧 子 集 ， 利用 估计 式 (36.25) 证 明 , 满足 齐 次 方程 Pz， 
”DD)h 一 0 的 . 支 集 包含 在 下 中 的 Ce 函数 的 集合 形成 一 有 限 维 线性 空间 . 

本 36.9 令 Pl(z, D) 是 一 个 2m 阶 一 致 强 梢 圆 微分 算 子 ， 在 BR" 的 有 界 开 
” 集 9 中 具有 0” 系数 .假设 PCz, D) 的 系数 以 及 它们 的 所 有 导数 在 口中 是 
有 界 的 ， 证 明 , 给 定 任 一 复数 上， 下 述 命题 成 立 : 
(36.26) PCz, D) + 在 HS?(Q》 由 的 核 是 一 有 限 (也 许 是 零 ) 维 线 

性 子 空间 Fo, 而 PCx, D) + 诱导 一 个 从 商 空间 H8(8)/ 

Vo 到 互 -”(9) 的 一 个 余 维 数 是 有 限 ( 也 可 能 是 零 ) 的 子 空 

闻 VV 上 的 同 构 ; V' 是 伴随 算 子 PCz, D)* + 的 核 的 正 

交 补 (关于 对 偶 性 7 空间 . 


吾 证 明 ， 所 有 《一 一 对 于 它 , dim Vo 或 codim V' 至 少 是 1 一 在 复 平面 中 形 


;一 个 收敛 于 无 穷 的 序列 ， 它 们 都 位 于 半 平 面 Re5<C< 二 中 [提示 ; 用 


Rallich 引 理 (参阅 习题 25， 10) 和 紧 算 子 的 基本 性 原 ( 例 如 ,参阅 [LY 了 ,第 章 ， 
“$5, 定理 2]).,] 


37. Neumann 问题 和 其 它 边 值 间 题 
( 变 分 形式 ) 


在 这 一 节 中 , @ 始终 表示 有" 的 一 有 界 开 子 集 , 它 具 有 光滑 的 
边界 , 且 位 于 边界 的 一 侧 ; 边界 用 了 表示 ， 
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在 应 用 中 , 经 常 出 现 不 同 于 Dirichlet 问题 的 边 值 问题 ， 例如 ， 
对 于 方程 
(37 .1) CO- 人 ur-/ (在 台中 )， 
我 们 可 以 研究 Neumann 问题 , 也 就 是 说 , 对 于 解 提出 下 述 边 界 条 
件 ; 


(87 .2) Sg 在 IT 上. 


和 以 前 一 样 , 9/9v 吉 示 沿 着 Q 的 外 法 向 的 偏 微 商 . 之 所 以 要 研究 


”Neumann 问题 的 原因 是 显然 的 ， 例 如 , 人 们 或 许 要 在 只 知道 通过 
边界 曲面 工 的 热流 而 不 知道 荆 上 的 温度 (如 在 Dirichlet 问题 中 
那样 ) 时 ， 研 究 物 体 2 内 部 的 温度 分 布 。 人 们 或 许 还 要 研究 如 下 

的 Dirichlet 问题 与 Neumann 问题 的 “混杂 ”。 设 工 表示 为 两 个 
不 相交 的 子 集 To, Ti (假设 它们 相当 正规 ) 的 并 集 ， 我 们 要 求 和解 
“混杂 ”问题 


(37.8) 。 Quor-y 在 9 中 ， 
(687.4) w=-g。 在 Treo 上， 到 -外 在 Ti 上 


在 这 一 节 中 我 们 将 指出 , 只 要 我 们 满足 于 弱 解 , 并 从 比较 狭窄 
的 范围 中 去 选择 我 们 的 问题 ， 那 么 ， 一 种 统一 的 处 理 方式 对 我 们 
是 合用 的 ， 这 种 方式 推广 了 8 28 中 所 述 的 处 理 方式 并 基于 
Lax-Milgram 引 理 ( 引 理 23 .了 的 应 用 。 可 以 预言 ， 这 需要 用 “ 恰 
当 的 ”Hilbert 空间 上 的 一 个 适当 的 强制 拟 双 线性 形式 来 重新 令 


述 问题 ; 这 个 Hilbert 空间 一 般 地 说 是 且 * (0) 的 一 个 闭 线性 子 空 
间 ， 四 总 是 玉 检 (区 交 $ 37.1b)， 它 居于 Hi1(0) 和 Hi(O) 之 


H"™(Q) 和 Hs (Q) 之 闻 . 

在 着 手 讨论 这 些 变 分 边 值 问 题 之 前 ,我 们 必须 强调 下 述 事实 ， 
- 即 有 很 多 类 极为 重要 的 边 值 问题 是 我 们 这 里 所 用 的 方法 力 所 不 及 
的 : 非 变 分 边 值 问题 ， 它 属于 Lopatinski 类 , 它 的 一 个 简短 的 描述 
在 $ 38 中 给 出 ; 象 针 徽 商 问题 这 样 的 问题 可 在 8 37 ,5 中 找到 , 但 
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是 容许 其 中 求 斜 微 商 的 方向 在 某 些 边 界 点 处 与 边界 相 切 ; 或 者 是 
某 些 算 子 或 算 子 组 的 问题 ,它们 不 是 强 李 圆 的 ,而 且 对 于 同 阶 的 小 
扰动 ， 不 是 稳定 的 . 后 者 的 最 主要 的 倒是 所 谓 9-Neumann 问 题 ， 
这 是 一 个 关于 超 定 组 24/85 一 所 (j= … 网 的 边 值 问题 ， 
6-Neumann 问题 在 全 纯 函 数理 论 中 是 基本 重要 的 , 在 本 书 中 将 不 


. 


i 37.la 对 于 -4+AX(>0) 的 ( 弱 ) Neumann 问题 


我 们 要 用 的 拟 双 线 性 形式 与 Dirichlet 问题 中 所 用 的 相同 ; 
Cu (2 ， 2) 一 | {A (uv) + (grad w) » (grad DD)} CQ0， 


因为 我 们 假设 X>0, 所 以 a; (w 切 在 于 (2) 上 [因而 也 在 H+(9) 
的 任意 团子 空间 上] 是 强制 的 (定义 233.0D， 令 fEP(o),9E 
"2(T) .我 们 注意， 


z (37 .5) z z oh>| Jiao+| gvdo 
定义 一 个 卫 ”(Q) 上 的 连续 反 线性 泛 函 [在 展 布 于 边界 7 上 的 积 
和 分 中 ，4 表示 ?在 蔗 上 的 迹 Y(v); 参阅 $26]. Lax-Milgram 定 
” ， 理 效 池 着 ,在 豆 (9) 中 存在 唯一 的 元 素 mw 使 得 
(3837 .6) a&,(w, 7) -| Jado+| gvdo, Vog Hi(Q). 


、 如果 取 2E0"(D), 就 可 以 在 (37.6) 的 左 端 分 部 积分 , 并 把 它 改 写 
(37 .7) uD ad t+| do 


[六 上 曲面 测度 do 的 定义 恰好 使 得 (37.7) 是 ww 号 分 部 积分 后 
的 结果 ]- 把 (8 于.7) 等 同 于 (37.6) 的 右 端 ， 并 在 OF 2) 中 选取 省 
因为 这 时 (37 .7 中 的 曲面 积分 等 于 零 , 因而 就 得 到 (37.1)， 回 到 
CO-(D) 中 任意 的 ww 同时 考虑 到 (37.1)， 可 以 实际 进行 如 下 . 

令 {Q.} (0<s<< 耻 是 Q 的 相对 紧 开 子 集 的 单 参数 族 ， 具 有 光 
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滑 边界 工 ,， 7 。 单调 增 ( 当 s—>+0 时 一 一 译 者 )， 且 趋 于 Q ( 即 ， 
2 一 U2， 译 者 ) . 我 们 有 


(87.8) Ge v0) = lm | {uD (grad wu) * (erad 5)} dy. 

因为 7E 72(2) ,我 们 知道 (不 难 证 明 ) % 属于 五 ie(G2) ， 因 而 可 以 
对 [87.8) 中 的 ] 人 2。 土 的 积分 施行 分 部 积分 , 这 样 就 得 到 

(37.9) lw o) =lim ( | » fidzt | Su 5d0 ). 

由 于 (37 .1), 这 就 意味 着 

(87 .10) lim | Bu io- | godo. 


ge»+0 Op 

这 个 等 式 可 看 作 (87 .2) 的 含义 . 

事实 上 , 如 果 细 心地 选取 开 集 2。 我 们 就 能 找到 一 个 从 工 , 到 
厂 上 的 微分 同 胚 $, 并 能 把 入 在 上 的 法 微 商 转换 为 一 个 单 参 
数 函 数 族 {uw} CH3(Q) 的 函数 4 在 荆 上 的 法 微 商 ， 这 些 函 数 W 、 
收敛 于 v (譬如 说 在 五 12) 中 ), 它们 在 荆 上 的 法 微 商 收敛 于 yg. 
总 而 言 之 ， 我 们 不 妨 认 为 ， 在 入 >>0 时 我 们 已 经 得 到 了 Neumann 
问题 (37 . 力 一 (87 .2) 的 一 个 弱 解 。 如 果 我 们 加 强 关 于 数据 和 yg 
的 正规 性 要 求 , 那 就 能 为 解 和 证明 较 好 的 正规 性 性 质 , 而 如 果 了 和 
9 足够 正规 ， 我 们 就 能 断定 边界 条 件 (37.2) 在 椅 种 “经典 的 ”意义 
下 被 满足 . 


37.1b Laplace 方程 的 弱 Neumann 问题 


显然 , 当 和 一 0 时 , 我 们 不 能 期 望 (37. 了 一 (87 .9 的 解 (如 果 
存在 的 话 ) 是 唯一 的 ， 常 数 函 数 显然 都 是 齐 次 问题 的 解 , Dirichlet 
拟 双 线 性 形式 四 

& (Wu, 人) -| (grad ww) . (grad 2)ao 
在 有 Hi(Q) 上 不 是 强制 的 ， 连带 的 半 范 是 Dirichlet 积分 半 范 ， 
(87 .11) DGo =( | grad wulde ) ， 


cr 
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它 的 零 空间 (或 核 ) 是 五 1(2) 的 线性 子 空间 ， 由 8 中 的 局 部 常数 
函数 组 成 ,为 了 简单 起 见 ， 假 设 2 是 连通 的 . 那么，D (Ww) =0 一 
:一 常数 ， 构 作 五 1(2) 以 常数 函数 (自然 , 它 形成 一 个 可 等 同 于 6 
的 一 维 线性 子 空间 ) 为 模 的 商 空间 Et(2); 我 们 将 用 ,v2 等 表示 
这 个 商 空间 的 元 素 ， 由 定义 可 以 说 , 4F> DCw) 是 H1(Q) 的 范 数 ， 
它 把 五: (8) 变 为 一 Hilbert 空间 ;用 ec(w， wo) 表示 其 连带 的 拟 双 


-线性 形式 ， 它 当然 是 瑟 :(2) 上 的 内 积 ， 并 且 也 是 co Z 对 此 


商 空间 的 变种 .不 用 说 , ac(w 起 是 强制 的 因而 适 于 应 用 
Lax-Milgram 技巧 . 

现在 令 f 是 一 个 属于 I2(0) 的 任意 函数 ，9 是 一 个 属于 
2(7) 的 任意 函数 . 我们 可 以 问 , 在 什么 条 件 下 , 连续 反 线 性 泛 函 
(37 .六 在 商 空间 妃 1(9) 上 定义 一 个 连续 泛 函 ， 答案 是 显然 的 : 
它 必 须 正 交 于 常数 函数 ; 即 , 它 必须 满足 


.87.12) | | ,fav+ | gdo =0. 


如 果 (387 .12) 被 满足 , 那么 可 以 象 前 面 (§ 37.1a) 一 样 进行 下 去 , 并 
得 到 ， 存 在 函数 wE 瑟 CQ), 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 的 
(如 果 2 是 连通 的 )， 在 $ 37.1a 中 所 述 的 弱 意 义 下 , 它 满足 入 =0 
时 的 (87 .DD 一 (37.2)， 


37.2 一 4+ 入 (>0) 的 “混杂 问题 


我 们 来 研究 问题 (87 .3) 一 (37.4)， 继续 考虑 氢 双 线性 形式 


afu, 人 .重要 的 步骤 是 选择 了 (8) 的 子 空间 天, 在 广 上 考 丰 


ol 9) ， 如 下 确定 了 ， 它 是 在 To (在 8 中) 的 邻 域 中 等 于 零 的 
函数 上 EC”(9) 的 空间 在 五 1:(Q) 中 的 闭 包 、 在 这 个 情形 ,VV 是 
在 Te 上 等 于 零 ” 的 属于 已 :1(92) 的 函数 的 空间 [! 当 Zoo= 一 人 时 ， 
= XGO] . 令 JEZ2O) oaEZ2CTD ,再 一 次 应 用 Lax-Milgram 
引 理 就 知道 , 在 大 中 存在 唯一 的 元 素 ww, 它 满足 

(37.13) ailu, 由 -| fidet | givdo, VvEV., 
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使 用 类似 于 Neumann 问题 中 所 用 的 推理 , 可 以 把 (87.18) 解释 为 


(387.14) -TDv= 在 2 中 ， 
(37.15) 24-g， 在 全 上. 


wu 属于 六 这 一 事实 意味 着 在 To 上 w=0 一 一 在 通常 的 广义 意义 
下 . 如 果 我 们 希望 满足 非 齐 次 条 件 

(37 .16) . w=go 在 To 上 ,， 

那么 , 对 于 go 作 某 些 强 一 些 的 正规 性 假设 是 方便 的 ， 例 如 ， 不 妨 
设 yo 是 属于 五 ?2(C) 的 荆 上 菜 函 数 在 To 上 的 限制 ， 二 是 可 以 
找到 有 hE 日 ?C0), 它 在 Zo 上 等 于 go (更 确切 一 些 , 它 在 4 上 的 迹 
在 To 上 等 于 go) 再 令 人 是 问题 


(87.17) (一 人 w= 了 一 一 人 hh 在 2 中 ， 
Ow oo 
(37 .18) Fy TN a 在 Ti 上 


在 广 中 的 唯一 解 . 显然 , wu 二 w+ 有 是 (37.1 和 -C37.15)-(37.16) 的 


一 个 解 , 其 唯一 性 问题 是 需要 审慎 的 ， 因为 我 们 必须 明确 地 叙述 我 
们 是 在 什么 框架 中 提出 这 个 问题 的 , 例如 , 如 果 gi 充分 正规 , 壁 如 
说 , 钱 是 五 V2( 人 (7 的 一 元 素 在 刀 上 的 限制 ,那么 我 们 可 期 望 证 明 


wu 属于 H2(Q) (至 少 在 某 些 情形 中 )， 并 且 我 们 可 以 问 ， 这 样 的 解 


在 且 (Q) 中 是 否 叭 一。 自然 ,只 需 证 明 万 ?CO) 的 任 一 元 素 刀 在 
To。 上 满足 h=0 时 确实 属于 入， 即 ， 它 可 用 一 些 函数 在 互 1(2) 中 
有 逼近, 这 些 函 数 在 8 的 闲 包 中 是 Cr 的 ,在 To (在 如 中 ) 的 邻 域 中 


1 


恒 等 于 零 .， 这 在 某 些 情形 中 当然 是 可 能 的 《在 关于 Ze 和 za 的 一 、 


些 足 够 强 的 正规 性 假设 下 这 是 可 以 认可 的 )1. 


37.3 ”更 一 般 的 二 阶 椭圆 型 方程 的 弱 Neumann 问题 
人 们 或 许 想 知道 , 对 于 较 * 一 4 更 一 般 的 椭圆 型 方程 , 首先 是 
对 于 (23.6) 类 型 的 微分 算 子 , 即 


1 是 37.3) 一 (37.4)， 建 议 读 省 参看 习题 37 . 2 到 37 . 生 《〈 那 二 思 讨 论 了 了 
一 0 的 情 花 )。 
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(87 .19) 5-— > A Co Bor + Dio) 2 + 6(w), 
如 何 提 出 Neumann 问题 , 这 里 假设 连带 的 拟 双 线 性 形式 


(37 .20) Q (uu, ») 2 | 5 dz 


» Fe=1 


人 7 OW - .一 
+ Fo jz 十 | ownde 


3 一 | 


在 五 :(Q) 上 是 强制 的 ， 如 果 我 们 象 在 算 子 一 4 的 情形 中 一 样 


正确 地 进行 推理 ， 就 得 到 结论 : 给 定 任 一 JEZ2(2) 和 任 一 
9g€ 2( 了 TT), 则 在 且 *(Q) 中 存在 唯一 的 函数 以 , 满足 

(87.21) a(w, =|, Fadot| gido, VEHi(O)., 

剩 下 的 是 解释 这 个 关系 式 ， 与 2 有 关 的 那 部 分 的 含义 是 清楚 的 
[由 选取 EO? (8) 而 得 到 ]; 

87.29 ”w=f 在 2 中 


”和 边界 有 关 的 那 部 分 , 如 果 假 设 系 数 of* 是 实 值 的 , 和 矩阵 4= (ao 全 


是 对 称 的 , 它 的 含义 也 容易 理解 ， 此 时 ， 由 于 假设 <(w, v) 是 强制 
的 , 所 以 4 是 正定 的 . 在 0” (9) 中 取 并 在 形式 cq %) 的 “ 主 
部 ”a Cw,，%2) 中 分 部 积分 , 就 得 到 : 

a (wu, vV) -| (grad wu) (4 grad vw) ar 


-| div { u(A grad v)}d% 
-| wdiv(4 grad VD) az， 
因而 , 由 标准 的 Stokes 型 公式 ( 引 理 10.1), 有 
(37.23) glu, 四 -| wide+| u {pv (A grad 5)}do, 
其 中 , L* 表示 工 的 形式 伴随 算 子 , v 表示 座 着 了 的 外 法 加 的 单位 
向 量 。 我 们 有 
ph grad v= (Av) .grad 一 20 


Oro ” 
其 中 我 们 用 了 记号 
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(37.24) Dr- >| > (Dar ) ze on 
让 我 们 注 明 一 下 , 如 果 刀 直到 边界 充分 可 微 ,就 可 以 向 “ 另 一 方向 ” 
分 部 积分 , 得 到 


(87.25) al, »)= | (Lu) 0QZ 十 | 如 Vago, 
这 次 , 我 们 用 了 记号 一 - 
(37.26) 2 | > a (w) rv ) 2 : 


在 (37.2 和 (37.29) 中， 应 理解 为 位 于 边界 卫 上 ， 此 时 ， -5 


驱 是 蔗 上 的 法 微 商 , 由 度量 
> a (w) dvidar 


所 定义 (这 个 度量 定义 在 人 上 )， 在 算 子 (87.19) 等 于 一 4 的 情形 


中 一 一 4 是 % 个 变量 的 Laplace 算 子 , 矩阵 4= (a”*) 等 于 nxnwv 单 、~- 


位 矩阵 了 ， 记 住 , 在 一 般 情形 , 由 于 形式 a(w, 人 的 强制 性 假设 , 矩 
阵 4 是 正定 的 . ， 

象 在 Neumann 问题 的 情形 中 一 样 推理 , 从 (87 .22) 和 (87 .23) 
我 们 推 得 , 在 某 种 弱 意 义 下 (并 且 , 如 果 作 了 充分 强 的 正规 性 假设 ， 
就 在 经 典 的 意义 下 ), 有 


(87 .27) Re -g 在 I 上 ， 


(37 .22) 和 (37 .2%) 的 联 立 就 是 :自然 地 联系 于 征 分 算 子 也 的 Neu- 
mann 问题 . 


37.4 高 阶 椭圆 型 方程 的 绊 Neumann 问题 


“现在 我 们 将 简单 地 叙述 如 何 对 于 2m 阶 (m 是 任意 的 正 整 数 ) 
椭圆 型 方程 提出 Neumann 问题 . 我 们 假设 所 要 研究 的 微分 算 子 
用 变 分 形式 给 出 , 即 形 如 
(837 .28) Po D)= BY (~1)'0%,0(%)0, 


ipl, i 
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其 中 ， 0? 一 (8 /80w) 人， (0/0%") ,|p| 一 24 十 '… 十 Drn， 并 且 系 数 Cp,aT) 
属于 7 (2) (也 可 能 要 求 较 强 的 正规 性 性 质 )， 在 形式 (87.28) 
中 ， 算 子 D(z，D) 自然 地 联系 着 五"(@) x 五 "上 的 一 个 连续 
拟 双 线性 泛 函 , 即 

(87 .29) alu, W— 5 | gy.a (2) Onodey, 


Ip. Gem 


- 我们 还 作 a lw, 四 [在 HH"(Q) 上 ] 是 强制 的 这 一 假设 . 


其 次 , 我 们 考虑 瑟 "(2) 上 的 连续 线性 泛 函 
3 人 4 一 于 个 了 
(87 .30) Fv) = | fvdz+ 六 | gj (BF) oac， 


其 中 , 壁 如 说 EZLXO, gETATI0<j<m 一 414). 由 Lax-Milgram 
引 理 我 们 得 到 , 在 媚 "(2) 中 存在 唯一 的 必 满足 
(87.31) elw, 2) 一 FH(V) 对 每 个 v€H"(0)， 


. 我 们 现在 的 问题 是 解释 方程 87 .3831)， 显然 , 在 内 部 有 


z (87 .32) P(x, Du=f (在 日 中 ). 


至 于 说 到 边界 条 件 , 假设 解 忆 有 我 们 所 项 要 的 正规 性 是 方便 的 : 不 
妨 在 五 (2) 中 取 w% [而 光 璧 如 说 在 CO”(2) 中 取 ]。 自然 , 还 遗 
留 着 这 样 的 问题 ， 何 时 此 假设 被 满足 ; 但 我 们 在 这 里 不 讨论 . 

为 了 显 式 地 写 出 由 (87 .31) 殖 涵 的 边界 条 件 ， 如 以 前 一 样 , 进 
行 分 部 积分 一 一 这 相当 于 对 微分 算 子 P(w D) [用 变 分 形式 
(37 .28) 给 出 ] 和 vw 的 前 mw 一 1 个 法 微 商 利用 Green 公式 ， 

令 xo 表示 集合 2 的 特征 函数 ( 记 住 如是 有 界 的 )。 我 们 (用 
允许 的 任何 方式 ) 把 " 延 拓 为 及 " 中 的 O” 函数 .于 是 | 

w (UW, V) -2 《xoan DLL，D407> 


- 瑟 (Do 习 ( 1 Ke ae-r fo nd， 下 
-dxoP(o D)u, D : 


3 Da? ) (xopr" tare, 从， 


Or 2 a 
ip 


ly i 
其 中 记号 ”sd 意 昧 着 对 每 个 jl1，…, 7 9 入 9， 现在 
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| 
(37.83) ”车 |r|>0, 则 8xo=or(2) (全 ) 87 


其 中 cr(lw) 是 工 上 的 0” 函数 (参看 习题 37 .6), 5r 表示 联系 于 人 
的 “ 蚌 面 Dirae 测度 


(87 .34) Cr, B=) pdr, $EOF BR). 
再 次 应 用 Leibniz 公式 , 我 们 得 到 : 
(37.35) alu, 9) = | ,5P(%, Dude 


+ 号 | (这 ) 1 } Nil8, Du do, 


其 中 /WV 是 定义 在 工 的 邻 域 中 的 阶 数 <2m 一 1 一 j 的 微分 算 子 ， 
计算 它 是 容易 的 (参阅 习题 37 .6) . 

如 果 我 们 回 到 五 (w) 的 表达 式 (87.30), 我 们 就 看 到 ， 由 方程 
(37 .31) 所 蕴涵 的 边界 条 件 是 
(37.86) .A(z, Du=g9; 在 TT 上 , j=0,…, 加 一 工 . 

解 么 缺少 足够 的 (直到 边界 的 ) 正规 性 时 ， 我 们 只 能 况 思 界 条 件 
(37 .12) 是 在 某 种 弱 意 义 下 被 满足 的 . 

注 37.1 十 分 重要 的 是 ，(87.35) 和 (87.36) 中 的 边界 算 子 
Wi 不 仅 依 赖 于 荆 和 了 (wD), 而 且 也 依赖 于 情形 (37 .38) 中 用 
到 的 P(w, D) 的 变 分 形式 .对 于 一 个 给 定 的 微分 算 子 Pw, DD)， 
可 能 选取 几 种 变 分 形式 , 它们 可 以 导致 不 同 的 边界 条 件 . 这 个 注 
也 适用 于 8 3837.8 中 所 述 的 二 阶 Neumann 问题 ， 其 至 适用 于 银 
一 4 这样 的 简单 的 算 子 (参阅 习题 37 .5) . - 
注 37.2 这 一 闻 中 处 理 Neumann 问 题 的 基础 是 推广 的 
Gyeen 公 六 式 


(87.87) | uP Ddz=| {Plw, Dau} jd 
: + | Ce 万 地 (#2) jdo, 


这 个 公式 对 于 ( 璧 如 说 ) 一 (2) 中 的 w 和 ww 是 有 效 的 .在 (37.37) 
中 , 了 (wD)" 表示 了 (%, D) 的 形式 伴随 算 子 [如 果 在 0z (2) 中 取 


”起 
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vv 和， 方程 (87.37) 事实 上 是 形式 伴随 算 子 的 定义 ]， 同 时 ， 
.人 (j= 一 0, …, 2m 一 二 是 定义 在 并 的 一 邻 域 由 的 2m 个 算 子 ( 它 
们 可 以 通过 分 部 积分 来 计算 ). 


37.5 一 4 十 入 的 辐射 问题 和 和 斜 微 商 问题 
能 够 应 用 变 分 方法 的 另 一 有 兴趣 的 问题 是 解 方程 


(37 .88) ， (一 仿 w= 了 了 在 吕 中 ， 
uw 满足 一 个 “辐射 "边界 条 件 : 
(87 .39) 3 二 aa 一 9 在 入 上 ， 


其 中 是 一 属于 大 (CT 的 非 负 函数 (f 和 9 可 以 像 在 Neumann . 
问题 中 一 样 选取 )， 在 此 情形 ， 我 们 考虑 五 *(Q8) 上 的 拟 双 线性 形 


(37.40) afw %) -| {ust (gradw (grad 习 } do 
+| auv do. 
因为 1(Q) 的 一 个 元 素 的 迹 属于 HO(T) (定理 26.2)， 所 以 


al 四 在 五 Co) xx 五 (2 上 显然 是 连续 的 ， 因为 a>0, a(w, 2) 
-还 是 强制 的 , 由 此 得 到 变 分 问题 


(87 .41) ao 由 -| fi dwt+ | gi do 


-的 解 的 存在 性 和 唯一 性 . 关于 光 假设 充分 的 正规 性 (或 者 相反 ， 在 


某 种 弱 意 义 下 解释 它 ), 由 Green 公式 , 我 们 得 到 


(37 .42) | ((%— DD az 二 | (HE +au)s do 


-| 万 az+ | gido, 
它 指出 , 我们 已 经 在 弱 的 意义 下 解决 了 问题 (37.38) 一 (37 .39). 
接着 ， 我 们 考虑 某 种 类 型 的 斜 徽 商 问题 . 考虑 边界 上 的 一 
个 光滑 的 实 向 量 场 了 以 及 上 的 一 个 光滑 的 实 函 数 4 它 在 人 
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上 恒 不 等 于 零 ， 我 们 作 下 述 假设 ; 
(87.48) oa 是 了 上 的 一 个 处 处 非 负 的 光滑 
函数 ， 
这 里 27" 是 了 关于 (7) 上 的 自然 的 Hilbert 空间 结构 (用 测度 
dc 定义 ,或 者 用 BR" 上 的 Buclid 距离 所 诱导 的 距离 定义 ) 的 伴随 ， 
在 这 个 假设 下 , 变 分 方法 适用 于 针 微 商 问题 
(37 .44) (A 一 人 w= 了 在 人 2 中 ， 


(87 .45) (mtT )u=yg 在 上 . 


首先 , 在 方程 (3837.45) 除 以 a 之 后 ,不 妨 假设 a 三 1, 然后 , 考虑 拟 双 
线性 形式 
(37 .46) ww 人 -| {ud+ grad (erad Td)} dv+ Tu, Dr, 


其 中 《Yr 直 示 且 2(T) (w 的 迹 属于 它 ) 和 及 -2(T) (Tw 属于 
它 ) 之 间 的 对 偶 性 括号 ， 立 即 知道 (由 于 定理 26.2)，(37.46) 在 
H1(Q) x H1(Q) 上 是 连续 的 , 并 且 从 (37.43) (现在 , 其 中 a 一 霄 妓 
得 , (37.46) 在 及 1(Q) 上 是 强制 的 ， 因 此 , Lax-Milgram 定理 就 蕴 
涵 着 ，(87.44) 一 (37.45) 有 一 个 , 且 仅 有 一 个 ( 弱 ) 解 

不 是 把 下 取 为 向 量 场 , 而 是 取 为 荆 上 的 一 个 服从 (37.43) 的 
一 阶 微分 算 子 ， 则 和 上 面 的 斜 和 商 边界 条 件 一 样 ， 条 件 (87.45) 将 
淮 广 辑 射 条 件 (37 .89)、 | 


习 题 . 

37.1 令 9 是 平面 BRB? 中 的 一 有 界 域 ( 即 ， 连 通 的 ， 并 且 是 单 连通 的 开 
集 ), 它 的 边界 是 一 0” 轴线 了 工 . 用 9/69; 表示 与 了 相 切 的 、 顺 时 针 指 向 的 单位 
向 量 场 , 令 % 是 如 中 的 一 0” 函数 ,在 台中 调和 证明, 如果 wv 是 如 中 另 一 
0™ 函数 , 使 得 w 和 wv 在 9 中 是 共 儿 调和 函数 [参阅 (32.12)]， 则 v” 必定 是 


Neumann 问题 


. (37.47) 4 如 =0 在 9 中 ， 在 五 上 
1 v . 


的 解 (法 微 商 元 - 指向 向 外 )， 
bv 
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37:2 令 吕 是 及 "人 (3) 中 的 一 个 有 界 开 集 ,具有 C” 边界 刀 9 位 于 工 
的 一 侧 . 令 和 是 百 的 任意 一 点 ， 证 明 ， 在 zo 的 邻 域 中 等 于 零 的 互 中 C” 函 
数 的 集合 在 五 1CQ) 中 筒 。 [提示 ， 令 BrCz0) 是 中 心 在 zo 处 且 具 有 很 大 半 
径 马 的 开 球 ; 用 对 偶 性 推理 ， 证 明 了 HBa(zo)Nfz9y) 一 HCBgCw0)), 由 此 得 
到 所 需 的 结论 .] 由 上 述 结论 推导 ， 当 I 是 一 个 点 时 ,混杂 问题 (387.3) 一 
(37.4) 化 为 Neumann 问题 . 

37.3 令 Ba 表示 空间 R*(n 之 2) 中 中 心 在 原点 、 半 径 为 E>0 的 开 球 . 
记 w'= (zw1,…, oo， 并 令 gc) 是 BR*-1 中 的 一 个 I” 函数. 证明， 


OCBn) 3 Gr | 9G) Be, 0)de 


可 延 拓 为 FB6CB8) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 . 

其 次 , 考虑 一 个 如 同 习题 37 .2 中 所 述 的 开 集 0, 并 令 Te 是 只 的 边界 工 
的 一 个 开 的 非 空 子 集 ， 证 明 ， 在 H1CQ) 上 存在 一 个 连续 线性 泛 函 ， 它 在 
及 1(09) 的 常数 孙 数 子 空间 上 不 为 零 ,而 在 旨 中 的 任何 0 函数 上 为 零 , 这 些 ， 
0™ 函数 在 To 在 的 邻 域 中 恒 等 于 零 . [提示 ， 利 用 从 瑟 "(Q) 到 HABR 十 Yo) 
中 的 一 个 连续 的 扩张 映射 (参阅 § 26 的 附录 ), 这 里 zo ET 呈 充 分 大 , 并 利 
用 在 本 习题 第 一 部 分 中 所 证 明 的 结果 .] 

37.4 令 旭 和 To 如 习题 37.3 中 所 述 ， 记 了 为 8 内 0™ 通 数 的 空间 在 
HD) 中 的 闭 包 , 这 些 记 数 在 To 的 一 邻 域 中 为 零 . 令 Ti=I\To. 


从 习题 37.3 的 结论 推导 , Diriechlet 拟 双 线 性 泛 函 | (grad 加.(grad 5)de 


在 了 上 是 强制 的 (参阅 837.2b)， 从 此 推导 ， 当 X=0 时 ， 对 于 数据 Fe 
I2(Q)，g1€ LACT) 的 每 个 选择 Cg 和 多 在 Zro 中 恒 等 于 零 )， 问 题 (37.3) 一 
(87.4) 在 了 中 有 唯一 的 解 w， 当 go 在 Te 不 剧 等 于 零 时 ,说 明 如 何 去 求 同一 

问题 的 解 . 

”37.5 令 Q 是 平面 BR? 的 一 有 界 开 子 集 , 位 于 其 边界 卫 的 一 侧 , 工 是 一 
光滑 曲线 . 令 c《x) 是 互 中 的 一 个 实 信 01 函数 .叙述 与 拟 双 线性 形式 


Dr Ov Dw By Ou Do Du Dv 
87.48) | (用 贡 + 笋 藻 1 小 让- 丽 
Oe Ou - Oe Ow — 
ta ar" Br Bo” ) ac 


相 联 系 的 边 值 问题 (37.48) 对 于 四 ve HLCQ) 的 限制 是 什么 ? 
37.6 令 是 平面 中 下 述 椭 阅 区 域 z 
2 9 
| C2 < 二， 
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并 令 xo 表示 其 特征 函数 .给 定 任意 两 个 整数 p, 9>0, 计算 C00w)(9J9y)?xp 
[参阅 (37.33)]. 给 出 与 日 以 及 与 拟 双 线性 形式 
~ Ortaw Ortay 
D2 | Or?on X Ox?ro ) dy \m 6 2+) 

相 联 系 的 [在 (37.35) 中 定义 的 ] Neumann 边界 算 子 -人力 的 表达 式 . 

37.7 令 7+, 0 是 RR? 中 的 极 坐标 ,gle”) 是 单位 圆周 上 的 一 个 充分 正规 
的 函数 . 利用 Fourier 级 数 ,给 出 边 值 问题 
(37.49) N=0 车 r<1， a SL+B Styug 落 了 =1 
的 解 %( 当 它们 存在 时 ) 的 一 个 完全 的 描述 , 其 中 xc, 8, Y 是 复数 ， 


在 下 面 两 个 习题 中 ,9 表示 BR" 的 一 个 具有 光滑 边界 工 的 有 界 开 子 集 ， 
位 于 工 的 一 侧 ， - 
37.8 证明 ,对 于 任 何 复数 多 拟 双 线性 形式 
CU 由) -| {Mv Cdu) Av)} az 
在 五 2(Q) 上 不 是 强制 的 (4 是 R* 上 的 Laplace 算 子 , wo>>2)， 叙述 形式 地 与 、 
方程 
alw, ) -| fidr, Voe HO) 


相 联 系 的 边 值 问题 , 其 中 EL?(Q) [读者 不 妨 假设 w€ HC(0)]. 
37.9 令 了 表示 码 (9) 的 一 个 子 空间 ， 它 由 具有 下 述 性 质 的 函数 "组 
成 ，grad(4v) € 2ACQ; CO"), vw 被 赋予 Hilbert 范 数 . 
、 (lvlico, + lerad C4v) 全 >。 
证 明 , 拟 双 线性 形式 
alw, 9) -| {Cgrad w). (grad )+ (grad 4u) (grad 4v0)} aa 


在 V 上 是 连续 的 和 强制 的 ， 因此 ， 给 定 任意 fc Ho(9)， 在 了 中 存在 唯一 的 
” 元素 使 得 


(37.50) aly, v) -| (gradf) (gradD)dr, VueEV. 

4 定义 一 个 从 五 i(9) 到 及 六 Q) 上 的 同 构 (定理 23.1), 从 这 一 事 关 推导 ， 
(37.51) LLw) +u=f 在 口中 ， 

(37.52) 汉人 =0 在 三 上 . 


证 明 ,除了 (37.52) 之 外 , “还 满足 另外 的 非 平凡 的 边界 条 件 ， : 
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38. 一 般 的 Lopatinski 条 件 位 介 


在 这 一 节 中 ,9 是 BR" 的 一 有 界 开 子 集 , 其 边界 0 是 一 0~ 超 
曲面 ; 假设 2 位 于 90 的 一 人 笛 ， 考 虚 一 个 加 = 二 2me (mo 是 正 整 数 ) 
阶 的 椭圆 算 子 Plw, D), 其 系数 都 在 2 的 一 个 开 领 域 中 定义 并 为 


“ “0° 的 复 函 数 . 假设 , 给 出 7 个 边界 微分 算 子 Bj(%, D) (ij 一 1，…， 


了 )， 它 们 都 是 系数 在 边界 92 的 一 邻 域 中 定义 并 为 0” 的 微分 算 
子 , 在 我 们 将 要 研究 的 问题 中 , 它们 确定 边界 条 件 , 换 句 话说 , 我们 
的 问题 就 是 “寻找 2 和 研究 问题 
(38.1) Plw, Div=- 在 2 中 ， 
(38 .2) Biw, Du=9; 在 602 上 (j=1, ,J) 
的 解 , 其 中 和 gj 分 别 是 号 和 80Q 中 的 光滑 函数 . 

在 遇 到 了 很 多 特殊 情形 一 一 正如 在 前 几 节 中 那样 一 一 之 后 ， 


提出 下 述 问题 似乎 是 合理 的 ， 给 定 算 子 P(w, D) 后 ， 使 得 问题 ， 
(38. 力 一 (88.2) 适 定 的 边界 算 子 集合 {Bw, D)} (j=1,…, J) 


是 哪些 ? 自然 ,我 们 必须 用 精确 的 词汇 来 叙述 “ 适 定 ” 意 味 着 什么 . 
有 关 这 个 问题 所 积累 的 经 验 指导 着 “ 适 定 ” 意 义 的 选择 ， 我 们 不 作 
深入 的 讨论 , 只 是 说 ,“ 自 然 的 ”意义 是 不 够 的 ， 所 谓 自然 的 意义 就 
是 , 间 题 (38. 了 1 一 (38.2) 是 适 定 的 , 如果 ( 户 94,…; gz) Fw 是 从 
C0~(D) x {0~(80)}' 到 0~(D) 上 的 一 个 双 满 映射 ， 我 们 需要 比 


. 这 强 得 多 的 性 质 . 


事实 上 ， 我 们 有 两 个 基本 要 求 : 我们 的 定义 在 微分 同 胚 下 必 
须 是 不 变 的 (对 于 “自然 的 意义 ,这 是 成 立 的 方 在 算 子 了 (wv, D)， 
Bi(o, D) (1L<j 志 四) 的 “小 ”扰动 下 它 必须 是 稳定 的 . 所 谓 “ 小 ” 即 
意味 着 我 们 可 以 用 下 述 方式 修改 这 些 算 子 中 的 每 一 个 ， 将 其 加 上 
相同 阶 数 的 一 个 算 子 , 只 要 后 者 系数 的 绝对 值 以 及 它们 的 导数 (到 


某 一 阶 ) 的 绝对 值 充分 小 .这 两 个 要 求 是 自然 的 , 然而 还 必须 指出 ， 


提出 它们 的 理由 是 , 如 果 没 有 这 两 个 要 求 , 分 析 就 不 能 进行 到 底 . 
我 们 注意 到 ， 如 果 我 们 考虑 的 是 从 一 个 Erechet 空间 到 为 一 
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个 Fréchet 空间 中 的 同 构 , 那么 我 们 不 能 保证 它们 在 小 扰动 (在 某 
种 合理 的 意义 下 ) 王 的 稳定 性 . 但是， 如果 我 们 考虑 的 是 Banach 

空间 之 闻 的 同 构 , 那么 这 是 对 的 .在 偏 微分 方程 理论 中 ,只 要 面临 
着 类 似 的 情况 ， 人 们 总 是 力求 把 Cr 空间 表示 为 一 族 按 等 级 排列 
的 Banach 空间 或 Hilbert 空间 的 并 ;8Sobolev 空间 鼠 * 通常 是 最 
适合 于 这 样 一 种 途径 的 ， 这 里 我 们 将 再 次 这 样 做 . 我 们 注意 ,如 果 


ms 是 Bi(o, D) 的 阶 ， 那 么 vh> Bi(o, D)ulso 就 是 从 五 "到 


万 *-” 一 (89) 中 的 连续 线性 映射 (这 里 ，s 是 宇 my+1 的 一 个 整 
数 )， 

定义 38.1 我 们 说 边界 问题 (38.1) 一 (88. 2) 是 舌 定 的 ， 如 果 给 定 
任意 的 3 宇 sup Gm， mz 十 1，…，Mmy 十 141), 映射 

(88,3) wrt> (Po Du, Bil%, D)u|s0, **', Bi(%, D) |20) 
是 从 五 :(Q) 到 : 
(88.4) Hs*-"(Q) x a sm 去 (80) 


上 的 一 个 同 构 . 

上 面 叙 述 中 的 “ 同 构 ”是 关于 局 部 凸 空间 (而 非 Hilbert 2 空间 ) 
结构 而 言 的 . 

(38.3) 是 九 "(O) 到 (38 4) 上 的 一 个 同 构 这 一 事实 , 等 价 于 一 
对 不 等 式 , 其 中 第 一 个 为 


(88.5) ulew <0 {IP Ge, Dolarna 
+ [Bo, Dall annen |, EH:(O). 


这 里 y 表示 在 22 上 的 迹 ($ 26) . 第 二 个 估计 适用 于 问题 (38. 了 1) 一 
(838.2) 的 所 谓 件 随 问题 . 这 里 , 我 们 的 目的 只 是 提供 一 个 关于 分 
析 如 何 进行 , 以 及 这 种 分 析 将 导致 什么 结果 的 想法 , 而 不 追究 技巧 
性 , 也 不 给 证 明 ， 因 而 , 我 们 将 不 描述 伴随 问题 (参看 习题 38.9)， 
也 不 叙述 伴随 估计 是 什么 .“ 注意 , 估计 (88.5) 导 致 解 的 唯一 性 和 
正规 性 , 而 伴随 不 等 式 导 致 它 的 存在 性 . 

原则 上 ， 我 们 想 找 使 得 问题 (38.1)--(38.2) 为 适 定 的 必要 和 
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充分 的 条 件 , 这 些 条 件 与 涉及 的 所 有 算 子 P(%, D) 和 已 (Co 刀 ) 的 
系数 以 及 开 集 2 有 关 .， 然而 稍 一 思考 就 发 党 ， 这 是 毫 无 希望 的 . 
我 们 来 看 一 下 极 简单 的 情形 ;，P(w, D) =% 一 4, J=1, Bi(z, DD) 
一 了 ( 恒 等 算 子 )。 对 于 ( 复 ) 数 和 的 什么 值 ， 相 应 的 问题 (83.1) 一 
(38.2),， 即 入 一 4 在 中 的 Dirichlet 问题 是 适 定 的 ? 这 样 一 个 间 
题 的 确切 回 管 超出 我 们 的 能 力 所 及 ; 除非 在 最 简单 的 情形 ; 因为 这 
” 需要 对 问题 的 特征 值 的 确切 了 解 . 

因此 ,我 们 将 不 停留 于 此 ， 注 意 , 可 把 空间 (38.4 的 对 偶 空间 
等 同 于 


(88.6) (Hm(Q))*x H H-*+tm+1/2(00). 


男 一 方面 ,因为 C"(92) 在 五 :-"(08) 中 稠 ， 因而 后 一 空间 的 对 偶 空 
间 的 元 素 可 等 同 于 人 ( 视 作 带 边 的 流 形 ) 中 的 广义 函数 , 并 且 ， 说 
“(88.6) 的 元 素 是 0” 函数 是 有 意义 的 ， 这 意味 着 这些 元 素 都 是 
(J 十 了 ) 函数 组 (Cf, gx,…, 97) ,其 中 JEO"(2) 和 g;E0”(908) (对 
于 每 个 站. 
定义 88.2 我 们 说 ， 问 题 (38.1) 一 (38.2) 是 杭 圆 的， 如 果 映 射 
(88.3) 的 核 及 其 余 核 , 即 (88.3) 的 转 置 映射 的 核 ， 只 由 0” 函数 组 
成 。 . 
因为 (88 .3) 的 核 是 闭 的 ， 且 包含 在 CO”(9) 中 ， 因 此 ， 其 上 由 
O~ (9) 诱导 的 拓扑 与 由 如 "CO) [或 者 ， 由 互 **z(9)， 对 任何 整数 
4>0] 诱 导 的 拓扑 一 致 。 由 此 ， 并 从 Rellich 引 理 (定理 26.11) 即 
“得 : 此 核 是 局 部 紧 的 ,因而 是 有 限 维 线性 空间 。 把 类 似 的 论证 应 
用 到 映射 (38.3) 的 转 置 上 , 即 得 

命题 88.1 如 果 问 题 (38.1) 一 (38.2) 是 椭圆 的 , 则 映射 (88.3) 有 
有 限 维 核 和 余 核 特别 , 它 是 Fredholm 算 子 ( 即 , 若 立 是 其 核 , MA 
是 其 余 核 ， 则 其 指数 dim 入 一 dim M 是 有 限 的 ; 条 加 性 蕴 洱 着 MM 
和 六 不 依赖 于 s)， 

问题 (38.1) 一 《38.2) 的 椭圆 性 还 与 一 对 不 等 式 等 价 ， 其 中 之 

一 与 映射 (38.3) 有 关 ， 而 另 一 个 则 与 其 伴随 有 关 ， 把 (38.5) 稍 作 
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修改 即 得 与 (38.3) 有关 的 估计 ， 
(38.7) PE a | [PC%, D) ul ns-mcg, 


J 
+ 这 |> (CB;(%, D) Ww | mrvaceo) 
thulaww), VuE HC), 


其 中 ， 可 以 将 8 取 作 小 于 s 的 任 一 非 负 整数 ， 例 如 , 8 一 8s 一 ( 自 工 
然 ,常数 C 依赖 于 s 的 选取 )， 注 意 , 估计 式 (88.7) 在 微分 同 胚 下 

和 在 小 扰动 下 是 不 变 的 ， 这 里 ， 所谓 小 扰动 是 下 述 含义 ， 可 以 对 
P(w, DD) 或 每 一 Bj(w，D) 加 上 一 个 相同 阶 数 (m， 或 者 ,wj 的 微 
分 算 子 , 这 算 子 的 主 部 有 充分 小 的 系数 ,而 其 低 阶 项 的 系数 只 要 求 
属于 O"(D. 

(88. 作 的 一 个 最 重要 的 、(38. 且 所 没有 的 新 的 特性 是 , 这 样 一 

个 估计 是 可 局 部 化 的 (localizable)， 假 设 每 个 点 woEQ 在 Rr" 中 有 ~- 
一 开 邻 域 0, 使 得 (388.7) 中 的 不 等 式 对 于 (作为 BR" 中 的 广义 函 

数 ) 支 集 包含 在 中 的 每 个 wE HH*(Q) 都 成 立 , 那么 , 对 于 任何 
wuE H:(Q), 此 不 等 式 也 成 立 ， 因 为 , 利用 在 互 的 一 邻 域 中 的 一 
个 0” 单位 分 解 (其 元 素 有 充分 小 的 支 集 )， 我 们 就 可 以 把 局 部 估 

计 拼合 起 来 (从 单位 分 解 产 生 的 “误差 项 ”， 通 过 增 大 常数 ,可 被 吸 
站 到 常数 ， Jl ze 1(Q) ) 这 一 项 中 )， 

上 而 的 注 使 我 们 能 够 大 大 减轻 所 过 到 的 困难 ， 首先 , 可 以 将 
其 完全 局 部 化 在 边界 点 wo 的 一 个 开 邻 域 中 ， 事 实 上 , 在 任 一 内 点 
的 邻 域 中 ,估计 式 (88.7) (更 确切 地 说 , 其 局 部 化 ) 完全 不 包含 边界 
算 子 Bj(w, D); 此 时 , 它 是 应 用 于 | 

Pw, D)*(A—A,):-”*P(%, D) 
(而 不 是 也 (w，D)) 的 Girding 不 等 式 (386. 是 的 一 个 显然 的 推论 
[Plw, D)* 是 Plw, D) 的 形式 自 伴 算 子 ; 参阅 本 书 第 iv 页 “记号 汪 ， 
其 次 , 如 在 8 27 中 系统 地 作 过 的 那样 ， 可 以 假设 , wo。€90 的 
邻 域 口 是 中 心 在 wo 处 的 一 个 开 球 ， 并 设 UNe9 在 超 平面 z+ 到? 
中 ， 
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第 三 , 取 品 充分 小 ,并 扰动 P(x, D) 和 和 Bj;(x,D), 可 以 假设 ， 
在 U 中 P(%, D) 一 2(D)，B;(z, D) 一 0;(D)， 其 中 (6) 和 5;(6) 
分 别 是 m 次 和 m; 次 的 区 个 变量 的 齐 次 多 项 式 . 
为 了 简单 起 见 , 假设 w=0，Q 是 上 半球 {ZEU; w>>0， 上 月 
然 , 这 里 的 推理 与 8 27 中 的 推理 密切 相关 , 事实 上 , 是 后 者 的 精密 
化 ， 这 里 , 我 们 考虑 估计 式 


(88.8) lulasw<C {lpCD)al 二 


人 


十 > ACACDLON He-ms-1/s(00) + lwl mo 
VuEH:(Q), suappwEC 
-的 正确 性 ， 正 如 (38. 人 是 相应 于 问题 (38. 了 蕊 一 (38.2) 一 样 ， 估 计 
式 (38.8) 与 下 述 边 值 问题 联系 在 一 起 ， 
(38.9) p(D)u=f 在 中， 


(88.10) .Du=g， 在 UNe9 中 , j=1,…, J. 


这 里 ,，f E15™(9), suppfEU, gE H* "(00), supp ygiE 


“UNao ( 换 名 话说 , f 和 yj 在 U 的 边界 一 -球面 的 一 令 域 中 恒 等 


于 零 )， 我 们 所 需要 的 事实 是 , 映射 


838.11) wp Cp Dw, yD DW, ,yb (D)W) 


的 核 和 余 核 只 由 2 中 的 0” 函数 组 成 [回想 一 下 ， GE H"(0)1. 这 
里 , 7 表示 在 n 一 1 维 开 球 UN28 上 的 迹 . z 
正如 在 8 27 中 所 做 的 那样 , 我们 将 利用 关于 切 变 量 的 Fourier 


-一 变换 ， 这 样 ， 问 题 (38.9) 一 (38.10) 就 被 变 为 依赖 于 参数 = 


(&， 61) 的 一 个 ( 正 交 于 0 的 边界 的 平坦 部 分 的 变量 t= 
的 ) 常 微分 方程 的 “ 初 值 ”问题 : 
(88 .12) p(E’, Dj)u= 了 当 t>0 时， 


-88 .18) (5 DDD 芭 = 负 (7=l… 了 ) 当 i=0 时 ， 


考察 当 f=g1 一 … 一 gj/ 千 0 时 (88.12) 一 (388.18) 的 解 . 因为 利用 
“特征 根 ” 容 易 构 作 常 系数 (这 里 , 依赖 于 参数 6) 线性 常 微分 方程 
的 所 有 解 ， 所 以 我 们 来 引进 这 些 特征 根 ， 把 它们 分 成 两 部 分 ;第 
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一 部 分 , 和，…，AXo， 由 虚 部 大 于 零 的 特征 根 组 成 ; 第 二 部 分 ， 
Xp44,，…， hn， 由 有 严格 负 志 部 的 特征 根 组 成 ， 因 为 算 子 Pv, DD) 
是 椭圆 的 , 而 算 子 p(D) 一 Pnlwo,，D) 是 它 的 固定 在 边界 某 点 wo 处 
的 主 部 ,所 以 , 只 要 终 异 于 零 ( 在 现在 的 推理 中 我 们 总 是 如 此 假设 ) 
( 当 名 = 0 时 , 所 有 特征 根 都 “倒塌 ”为 零 ), 就 没有 特征 根 是 实 的 . 
命题 38.2 ”如 果 自 变量 个 数 2 之 3, 则 位 于 上 半 平 面 中 的 特征 根 
数 昌 恰好 等 于 mo 一 m/2 (因而 也 等 于 位 于 下 半 平 面 中 的 特征 根 数 
目 ). 
证 明 “如 果 %>2， 则 原点 在 卫 *-: 中 的 余 集 是 连通 的 , 因而 可 以 找 
， 到 一 条 连接 #0 和 一 6 的 光滑 简单 曲线 7。 沿 着 7, 作为 + 的 
多 项 式 的 2 人 7) 的 根 可 表 为 名 的 连续 函数 ， 显 然 ， 由 于 了 的 齐 
次 性 ， 在 点 处 的 位 于 上 半 平 画 中 的 根 的 数目 w 必定 等 于 在 点 
一 台 处 的 位 于 下 半 平 面 中 的 根 的 数目 >， 但是， 在 yy 上 必定 是 
常数 , 否则 , 在 ? 的 某 个 点 处 , 某 个 根 将 是 实数 , 这 样 , 我 们 有 > ~ 
和 w+ p=m. 证 毕 ， 
”从 现在 起 ,我们 假设 
(38.14) ”对 于 每 个 如 CER"1\{0}, p(E',，…) 的 虚 部 大 于 
零 的 根 的 数目 恰好 等 于 mo 一 m/2. 
为 什么 要 求 这 在 % 一 2 (或 一 四 时 也 成 立 , 其 理由 马上 就 会 清 想 . 
应 该 指出 ,在 如 的 每 一 点 满足 条 件 (38.14) 的 算 子 了 (zw, D), 经 党 
被 称 为 强 顶 贺 的。 平面 中 的 Cauchy-Riemann 算 子 不 是 强 椭圆 
的 . / 
属于 上 于 平面 的 特征 根 入 ,，…, hw 的 重要 性 在 于 下 述 事 实 ; 
虽然 每 个 函数 exp (iy(E) 从 都 是 方程 
(38.15) DPE’, D)h=0, 过 0 
”的 解 , 但 只 有 当 Im 和 (6) >0 时 的 函数 exp(ihy(E) 介 才能 视 作 变 
” 量 w' 的 光滑 函数 (乃至 广义 函数 ) 的 Fourier 变换 . 事实 上 , 其 它 一 
些 画 数 expCNy(8)D), 只 要 t>0, 当 |2 玉 十 0 时 就 增长 得 很 快 . 
暂时 假设 ,对 于 每 个 台 天 0, 入 (6) (j 二 1,，…， ?m0) 是 两 两 互 异 
的 .这 个 限制 在 后 面 将 被 去 掉 ， 在 这 个 情形 , (38.15) 的 所 有 解 具 
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有 形式 上 
(88.16) 0 HD — 人 OE) oxpin EN). 


如 果 想 使 这 个 函数 满足 齐 次 边界 条 件 
(38.17) 而 人， DDh=0 当 #=0 时 , j=1,…, J 


则 必须 


88.18) $B’, tm(E)) OE) =0, jl ,0. 


假设 (88.18) 有 非 平凡 解 0C(E) = (O24(E)，…, Om(E))， 那么 ,内 
要 这 和 解 取 值 于 矩阵 

(88 .19) (Dy(€’, MCE))) 41 Tk, te 

的 零 空间 中 , 我 们 就 可 以 把 它 取 为 的 任 一 函数 . 例如 , 将 其 乘 
以 一 个 适当 的 纯 量 函数 w(&) ,可 以 容易 地 得 到 有 CE', 0) 当 | 一 


-十 co 时 不 是 速 降 的 ， 这 样 ， 它 就 不 是 w' 的 一 光滑 函数 的 Fonrier 


变换 , 这 与 我 们 的 要 求 矛 盾 。 因 而 ,我们 必须 要 求 , 算 阵 (38.19) 定 
义 一 个 从 Cm 到 C7 中 的 内 射 映射 。 与 (88.12) 一 (88.18) 的 余 核 
有 关 的 ， 即 与 转 置 问题 的 核 有 关 的 类 似 的 考虑 导致 下 述 要 求 ， 
(88.19) 的 转 置 也 必须 是 内 射 的 ， 可 以 把 这 页 个 条 件 组 合 重 述 如 
下 : 
(88.20) J 了 =mo， 且 对 于 每 个 ER"-1\{0}，(88.19) 

”的 行列 式 不 等 于 零 . 


这 个 提 法 有 这 样 的 缺陷 , 即 假定 (1<j<mo) 是 相 异 的 ， 在 目前 
阶段 ， 与 其 去 掉 这 个 限制 ,我们 组 宁 在 (38.15) 一 一 即 , 当 j 恒 等 


于 零 ， 且 满足 边界 条 件 (38.18) 的 (38.12) 一 一 的 解 的 构造 中 利用 
它 ， 事 实 上 ,用 纺 (E', ) 表示 (38.12) 一 (88.18) 的 解 ,其 中 和 所 
有 的 一 一 除了 9; 之 外 , 都 恒 等 于 零 ， 我 们 可 以 写 

(88 .21) 已 (人 D) ~ EPE', b), 

其 中 , 从 ;的 定义 与 包 是 一 样 的 ， 除 了 在 如 的 定义 中 , 9; 一 1 这 一 
点 以 外 .函数 请 必须 有 (38.16) 这 样 的 形式 , 其 中 的 常数 0; 满足 
线性 方程 组 
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> by (6’, WCE)) OE) 一 6 (YF =1,*, m0), 
这 里 By 是 Kroneoker 指标 ， 由 Cramer 法 则 立刻 导致 
(38.22) Pi(é’, b= Blé’, t) /BE), 
其 中 
(38.23) B(E’) =det[b;(é’, NE’))], 


即 BCE) 是 (88.19) 的 行列 式 ， 同 时 | Bj(&,， 朋 是 同一 个 行列 式 ，、 
但 是 其 中 用 fexp Cha (6) 及 exp (hm(E)D} 代替 了 {03 
A CED) BIC， hw))} 这 一 行 ， 

读者 容易 着 清 (参阅 习题 38 .和 ,公式 (38. 22) 的 值得 注意 的 
性 质 是 , 即使 在 特征 根 不 是 相 异 的 时 候 , 它 仍然 成 立 ， 注 意 , (作为 
& 的 函数 ), 请 是 有 确切 定义 的 ， 事 实 上 , 它们 是 位 于 上 半 平 面 的 
特征 根 的 对 称 函数 , 因而 , 它们 是 变量 z 的 多 项 式 


(88.24) M*(&, 可 = 站 (一 5G)) 


的 系数 的 函数 ， 因 为 特征 根 总 不 穿 过 实 轴 (只 要 名 关 0), 因而 和 M+ 
的 系数 是 如 的 连续 函数 . 特别 ， 我 们 看 到 ， 在 一 般 情形 中 代替 
(88.20) 的 假设 是 : 
(88.25) JJ 一 mo, 且 对 于 所 有 名 EGR" 函数 加 (人 人 
是 有 限 的 . 

当然 , 这 是 加 在 比值 Bj/B 上 的 一 个 条 件 (不 仅仅 是 加 在 分 母 B 上 
的 : B 可 以 为 零 , 但 此 时 可 以 为 零 的 因子 必须 被 分 子 Bj 中 的 同 因 
” 子 约 去 )、(88.25) 有 一 个 精致 的 重新 叙述 方式 ， 

(88.26) ”zf 的 多 项 式 by(&', 7) (j==1，…, 了 = mo) 是 

: 以 M+(E', 为 模 地 线性 无 关 的 ， 

我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 (习题 38.6). 显然 , 条 件 (38.18) 有 一 个 
“不 变 的 ” 提 法 .这 个 条 件 率 涉 到 Q 的 边界 32 (没有 假定 它 已 经 
拉平 ) 的 法 线 ( 或 更 确切 地 说 , 余 法 线 ) 和 边界 算 子 Bj(w, Ds) (明确 
”地 说 , 它们 的 主 部 ), 同样 也 牵涉 到 算 子 M+ (w， Dz) 一 一 它 由 P(%， 
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Dz) 的 主 部 Pn(%，Dw) 所 导出 (不 象 从 PCDz,， Dw) 中 导出 MM* (Dz 
Di) 一 样 )， 在 这 里 ， 边界 上 的 法 方向 起 着 t 轴 的 作用 ， 我 们 把 这 
个 个 变 担当 的 似 还 留 给 恋 痢 ， 适合 这 种 提 法 的 边界 算 子 常 称 为 复 
盖 (cover)P(z, D) 的 ， 或 者 ， 利 PClw, D) 相关 的 Lopatimshi (或 
Lopatimnshpi-Shapiro) 边界 条 件 ， 

为 了 完成 (38. eS 13) 的 解 的 构造 ， 我 们 还 必须 构造 相 
应 于 9; 一 0 (对 所 有 的 j=1,，…', nw) 时 的 齐 次 边界 条 件 这 一 恒 形 
的 解 , 用 2 表示 这 个 解 。 我 们 用 $ 27 中 构造 Go 的 类 似 方法 进 
行 ， 引 进 多 项 式 


CE 
再 引进 齐 次 方程 
(38 .28) M+(é’, D) BR,=0 


”的 解 角 ,(’, 为， 它 满足 初始 条 件 


0 和 熙 上 <72o 一 工 ， 


38 .29 2 有 ve 0)= 
( ) t + (€,, ) | 1 小 一 mo 一 1, 


”类似 地 , 用 信 表示 下 -人 DO) =0 的 类 似 的 解 . 自然 ， 当 特 


征 根 互 异 时 , 五 , 具有 (38.16) 的 形式 ， 其 中 常数 0; ) 是 适当 先 
取 的 . 事实 上 ， 

(38.30) B,CE’, 0 =P ON, ee, Koes D/P (Ma, «1, Nan) 

其 中 六 (a …'， Nn) 是 Vandermonde 行列 式 det{O4-1)ijwem} 而 
分 子 这，…， Xm; 月 是 这 个 Vandermonde 行列 式 中 , 用 

{exp (dt) ,++, exp (Nnat)} 

代替 了 最 后 一 行 Te …，X 分 之 后 的 行列 式 ， 即 使 当 这 些 根 
重合 的 时 候 ， 表达 式 (88.30) 仍然 有 效 对 于 加-, 我 们 也 有 用 


NI>mo 的 类 似 表 达 式 . 


由 $4 中 所 述 常 微分 方程 的 一 般 推 理 , 我 们 知道 ， 
PE D=—) BE, FE, Da 
在 t>0 时 满足 方程 We DD) 及 =f， 由 于 当 j>>mo 时 为 的 虚 
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部 的 符号 , 以 及 从 二 到 十 ce 的 积分 , 因此 , 方 关于 名 就 是 缓 增 的 ， 
再 令 
(38.3D) HCE, 及- 一 | BE, tA CE, 

1) 了 (入 GaN， 
而 适用 于 轧 ; 的 同样 推理 指出 , 当 二 0 时 M+ (Di)w= 记 ,以 及 
2 关于 & 是 缓 增 的 - 

当 #=0 时 ， 对 于 所 有 的 了 一 1 …，7mo, w 是 否 满足 齐 次 边界 
条 件 0;(E'，D2)w 一 0? 如 果 它 满足 ,就 可 以 把 取 取 为 当 所 有 沪 =0 
时 (88.12) 一 (88.18) 的 解 。 显然 , 当 5;(E， Ds) 的 阶 不 超过 mo 一 1 
时 (如 在 Dirichlet 问题 中 那样 ), 这 是 对 的 ; 此 时 , 角 , 的 定义 蕴涵 
着 , 化 的 阶 数 mo 的 所 有 导数 在 1=0 时 等 于 零 . 但 是 ,如 果 对 某 
个 j 54 的 阶 超过 mo 一 1, 事情 就 不 一 定 是 这 样 的 了 ， 其 实 我 们 不 
必 担 心 ， 从 上 面 的 推理 ， 我 们 知道 如 何 构 造 (88.15) 的 在 t=0 时 、 
满足 BE ， DD)h=B;(E Dp) Ww (j==1，…， mo) 的 解 有 所 以 只 需 
取 2=%w 一 名 即 可 ， 容 易 得 到 的 一 个 显 式 表 示 , 因而 就 得 到 一 般 
问题 (38.12) 一 (38.13) 的 解 艺 =4 二 四 十 … 十 bm 的 显 式 表示 . 

我 们 来 重新 描述 一 下 我 们 的 做 法 ， 首先， 经 过 关于 名 的 
Fourier 道 变换 ， 我 们 必须 从 人 的 表达 式 (用 户 ga …，gm 表示 ) 
得 到 估计 (838.8) (以 及 类 似 的 伴随 估计 )。 然后 , 必须 从 (38.8) 推 
得 (88.7)， 还 必须 作出 伴随 问题 的 具体 表现 ; 并 给 它 以 类 似 的 处 
理 . 最 后 , 必须 证 明 这 些 估计 , (88.7) 以 及 对 于 伴随 问题 的 类 似 售 


计 ， 殖 涵 着 我 们 所 需要 的 结论 ， 以 有 限 维 述 和 余 核 为 模 的 存在 性 


和 唯一 性 , 解 的 直到 边界 的 正规 性 . 当然 , 关于 正规 性 的 这 一 部 分 
_ 有 着 较 高 的 技巧 , 在 这 里 就 不 叙述 了 . 


习 题 

38.1 验证 , Dirichlet 边界 条 件 
(38.32) 27. 
Ov’ la 


慷 诊 "每 个 2 阶 的 强 椭圆 算 子 P(z, D)( 参 阅 定 理 36.3). 


,=9s € H™1Y2(00), j=0, .…, mo—1 
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38.2 $8 37.5 中 所 考虑 的 辑 射 问题 和 斜 微 商 问题 是 否 为 Lopatinski 型 ? 
38.3 ”考虑 斜 微 商 问题 (37.44) 一 (37.45)。 证 明 , 如 果 函 数 wEC”(T) 
在 2 的 革 点 处 为 零 , 则 此 问题 不 是 Lopatinski 型 的 . 
38.4 考虑 边 值 问 题 (38.9) 一 (38.10), 假设 wo= 了 一 2， 并 设 
C38.33) PE, T) = Ne) GE 
其 中 , 对 任 一 0(&'E BR! 示 有 Im 入 >0， Im <0。 证明, 在 这 些 假定 下 ,在 
《38.30) 中 定义 的 函数 是 ， 


(88.84) B,CE’, t) =te ey, 


而 在 《38.22) 中 定义 的 通 数 如 则 由 
(38.35) RP,(é', = {Drbs€', NE) -ie 
给 出 , 其 中 D-= 一 z2/pr. 

38.5 考虑 边界 问题 (38.9) 一 (38,10)， 取 DCD) = 个 (4 是 了 中 的 
Laplace 算 子 ), b1《D)==4, ba(D) =4Don《Dw 二 一 论 /90’)， 在 这 个 情形 中 , 计 
算 思 .(&',t) 和 让 (8', 们 ,j 二 1, 2. (参阅 习题 37.8 和 习题 37.9.) 

38.6 证明 ,条件 (38.25) 和 (38.26) 是 等 价 的 . 

38.7 令 4 是 BR? 中 的 Laplace 算 子 , 在 BR? 中 我 们 用 极 坐 标 7,0. 令 遇 
是 开 单 位 圆 胡 7*< 了 , 荆 是 单位 圆周 +==1， 描述 所 有 的 一 阶 算 子 BCDe, D7)， 
它 使 得 
(38.36) 4 一 fE72(Q) 在 2 中 ， 

(38.37) B(D,, D w=gE HW2C(T) 首 工 上 上 
是 Lopatinski 过 值 问题 

38.8 令 P(z, 芒 是 互 上 的 和 一 2mo 阶 的 强 椭圆 算 子 [这 样 , PCx, DD) 

满足 (38.14)]. 对 于 j=1,…, J=mo， 令 Bj= (96/9v)™， 其 中 m1<m2< 


_ …<or<2mo 一 证 明 ， 此 边界 算 子 组 覆盖 P(x, D) (参阅 第 361 一 362 页 ; 


23/av 是 沿 着 工 的 外 法 向 的 微 商 ). : 

38:9 记号 同 习 题 38.8， 对 于 7 一 J 十 1 ., rmo, 令 BY = (9/0v)™, 
其 中 mzyt 三 … 过 may 二 2mo 一 1， 使 得 {9m4，…，maz} 是 区 间 {0，1…，. 
2mo 一 1} C2; 的 一 个 排列 ， 令 Plz, D)* 是 PCz, DD) 的 形式 伴随 算 子 (参阅 
注 37.2)， 证 明 ， 存 在 27 个 唯一 确定 的 边界 算 子 C1 …，0y, 0941s… 
(38.38) 0 的 阶 是 2m0 一 1 一 34;， O04 的 阶 是 2m0 一 1 一 my， 

(88.39) 对 于 所 有 的 w, v€E0”(B), 有 - 
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| (Pz, D)w) var— | wPls, DY*vaAax 
0 0 


- 访 (| Budgspao—| Brsmonao ). 
由 《PCz, D)*，01,…,07) 定 义 的 边 值 间 题 有 时 称 为 由 CP(z, D), Bi, …， 
Bj,) 定 义 的 边 值 间 题 的 伴随 问题 ， 公 式 《38.39) 称 为 广义 Green 公式 ， 

38.10 用 与 习题 38.9 中 相同 的 记号 ， 将 Pl%, D) 取 为 互 上 的 二 阶 强 
”椭圆 微分 算 子 , 了 = 工 和 Bi=( 恒 等 算 子 )， 述 叙 其 伴随 边界 问题 , 并 将 其 与 
$ 37.3 中 的 问题 相 比 较 . 四 

38.11 用 习题 38.9 中 相 局 的 记号 ， 令 Plw, D) 是 互 上 和 =2mo 阶 的 
任 一 强 椭圆 算 子 ; 取 7 了 =mo 和 已 = (2/ay) 和 1(3/az 是 沿 着 卫 的 外 法 向 的 微 
商 )， 令 述 其 伴随 问题 。 


ee 


TT ， 
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39. 取 值 于 Banach 空间 中 的 
函数 和 三 义 函 数 
我 们 在 下 一 节 将 会 看 到 ， 混 合 问题 兼备 CQauchy 问题 的 某 些 
特性 (第 本 章 ) 和 由 边 值 问题 而 来 的 某 些 特性 (第 JI 章 )。. 因为 


在 Oauchy 问题 中 有 ?十 工 个 自 变量 : ww 个 “空间 ”变量 z= (w!,…， 
2 和 一 个 “时 间 ” 变 量 因而 我 们 将 考 虚 定 义 在 一 “ 柱 体 ”Q x]0， 


一 [中 的 函数 和 广义 函数 ,其 中 介 是 Br 的 一 开 子 集 人 在 其 中 变 


动 ), 7 是 一 大 于 零 的 数 (这 样 ; t 就 在 区 间 ]0, TL, 或 实 轴 的 任 一 
区 间 中 变动 ). 把 (o, 纺 的 这 些 函 数 视 作 二 的 函数 , 取 值 于 变量 "的 
一 函数 空间 中 , 是 极为 方便 的 : 通常 ， 这 里 所 说 的 变量 ” 的 函数 空 
间 将 是 Soboley 空间 互 :(2),， 瑟 io) 五 工 (@)，… 之 一 .这 样 一 
种 途径 导致 相当 简便 的 推理 , 并 且 , 正如 应 该 期 望 的 , 还 导致 极为 
一 般 的 结论 ， 于 是 可 应 用 于 各 种 不 同 的 情形 一 一 通常 超出 作为 出 - 
发 点 而 用 的 那些 情形 的 范围 . 但 是 它 有 一 个 明显 的 不 利之 处 ， 即 
-~ 要 求 读者 熟悉 取 值 于 无 穷 维 线性 空间 中 的 函数 和 广义 函数 . 

“这 一 节 的 目的 是 提供 有 关 这 样 的 函数 和 广义 函数 的 一 些 基本 
事实 .限于 我 们 的 需要 , 在 这 一 章 的 其 它 部 分 中 , 这 些 基 本 事实 将 
是 纯 量 情形 的 直接 推广 ， 它 们 几乎 不 需要 特殊 的 声明 , 并 且 , 在 很 
大 程度 上 ， 我 们 这 里 的 意图 与 其 说 是 数学 上 的 ， 不 如 说 是 心理 上 
的 ， 我 们 希望 使 读者 相信 , 在 取 值 于 ( 复 )Hilbert 空间 中 和 取 值 于 
纯 量 空间 中 的 广义 函数 之 间 没 有 很 大 的 差别 ， 本 上 质 上 , 相同 的 规 
则 适用 于 此 两 者 ， 
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39.1 取 值 于 Banach 空间 中 的 
函数 的 连续 性 和 可 微 性 


令 vy 表示 实 直线 上 的 一 开 区 间 Yo<7i<2a， 下 文中 ， 它 也 许 
被 4(d> 力 维 Euolid 空间 了 的 一 开 子 集 ， 或 者 被 一 光滑 流 形 所 
代替 ， 我 们 将 首先 研究 定义 于 v 中 而 取 值 于 一 复 Banach 空间 书 
中 的 函数 .因为 于 是 一 拓扑 空 间 ， 所 以 ， 当 说 到 这 样 一 个 函数 
在 J 的 某 点 二 处 或 在 y 的 某 个 子 集中 连续 , 其 含义 是 显然 的 ， 说 
f 在 t 处 可 微 ,也 同样 显然 ， 这 意味 着 当 思 关 0 收敛 于 0 八 是 小 实 
数 ) 时 差 商 
(39.1) Bf (8) =h- "{f (+h) —f0G)} 
在 瑟 中 收敛 注意, 此 定义 充分 利用 了 于是 一 拓扑 线性 空间 这 一 
事实 ; 除了 收敛 性 以 外 , 我 们 还 用 了 向 晤 减法 和 向 量 的 纯 量 乘法 ，、 
3if 的 的 极限 是 了 在 二 处 的 导数 下 全 [或 GE/ 办 由， 或 上 GD) 
如 果 对 于 v 的 任 一 点 七 它 都 存在 ， 那 么 它 定义 了 中 的 一 个 函数 
f'， 如果 此 函数 是 连续 的 , 我们 就 说 f 是 一 次 连续 可 微 的 , 或 是 Ca 
的 .更 一 般 地 ,对 于 任何 1<k<< 十 oo, 我 们 说 f 是 0* 的 , 或 者 
是 五 次 连续 可 微 的 , 如 果 对 于 每 个 如 二 k, f' 是 0* 的 . 

我 们 说 ，f£ 在 J 中 是 解析 的 ， 如 果 对 任何 如 EJ, 了 在 刀 处 的 
Taylor 级 数 


(89.2) i (Gt) 


在 如 在 J 内 某 紧邻 域 中, 在 于 中 一 致 收 合 ， 这 甘 涵 着 ， 对 于 了 在 
复 平面 C 中 的 某 个 开 邻 域 U, f 可 延 拓 为 0 中 复 值 二 的 一 全 纯 函 
数 . f 在 U 中 是 全 纯 的 这 一 事实 意味 着 , 对 于 任何 1EU, 当 有 0 
在 复 平面 中 收敛 于 零 时 , 商 (39. 了 在 卫 中 收敛 ， 

应 该 注意 , 我 们 可 赋予 也 以 不 同 于 (至 少 当 dim 也- 十 oo 时 ) 
由 范 数 所 决定 的 拓扑 , 然而 在 许多 情形 , 仍然 与 其 线性 结构 相 容 ， 
例如 ， 与 弱 拓 扑 oCE, EB") 相 容 ,或 者 与 瑟 的 对 侦 空间 也 的 紧 子 
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集 上 的 一 致 收敛 性 拓扑 相 容 ， 这 就 导致 了 取 值 于 五 中 的 连续 冰 
数 .连续 可 微 函数 .解析 函数 的 不 同 的 类 : 例如 , 这 样 一 个 函数 f 是 
弱 ( 或 称 纯 量 ) 连 续 ( 或 连续 可 微 , 或 解析 ) 的 , 如 果 每 个 纯 量 函数 
(39.8) tix £0>, 玉生 也 

(其 中 的 括号 表示 卫 与 其 拓扑 对 偶 EB* 间 的 对 偶 性 ) 是 连续 (或 连 
续 可 微 , 或 解析 ) 的。 这里, 我们 将 不 探讨 不 同 的 函数 类 之 间 的 关 


、。 系 问题 , 这 些 函 数 类 是 用 五 上 不 同 的 线性 (局 部 凸 ) 拓 扑 所 定义 的 


(参阅 习题 39.2 和 39.3). 


“39.2” 取 值 于 Banach 空间 中 的 函数 的 积分 
一 个 连续 函数 f. .一 > 卫 的 Riemarm 积 分 的 定义 是 直接 的 : 


(839 .4) | f (at 
是 Riemann 和 
(39.5) 3 下 (8) (ti41— ts) 


人 


的 极限 。 从 耳 是 完备 的 这 一 事实 直接 推 得 这 些 Riomann 和 组 成 
一 收敛 网 ( 当 f 是 连续 的 时 候 )， 对 于 函数 f€ED(J; 了 到， 运算 
(39 .4) 拓 广 为 Lebesgwue 积分 

不 难 定义 Lebesgue 空间 LP(J; 也 ) (L<p< 十 co). 这 只 需 在 
自然 范 数 / 
(39..6) ({ FW) (lf 


下 ， 把 具有 紧 支 集 的 卫 值 连续 函数 的 线性 空间 C9(J; 隔 ) 完 备 化 
即 可 ， 此 定义 所 引起 的 麻烦 在 于 ，I?(J; 也) 的 元 素 是 “理想 对 
象 ” 为 了 把 它们 看 作 模 (modulo) 标 准 等 价 关系 一 一 几乎 处 处 
(a.6.) 相 等 一 一 的 函数 类 ， 就 要 求 介绍 Lebesgue 理论 的 标准 概 
念 ， 首先 是 可 测 函 数 的 概念 . 为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 遵照 Lusin 方 


” 式 来 叙述 ， 


定义 39.1 函数 f JJ 一 卫 是 可 测 的 ,如果 对 于 任 给 紧 集 CJ 
和 任 一 数 s>0， 存 在 五 的 一 个 紧 子 集 攻 ', 使 得 玉 \K' 的 测度 小 
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于 8, 并 使 得 ff 在 KK' 的 限制 是 连续 的 . 

”然后 ,我 们 可 以 引进 空间 郑 ?(J; 瑟 ), 它 由 具有 下 述 两 个 性 质 
的 函数 f; .一 也 纽 成 ， 0) f 是 可 测 的 ; Gi) |fls 属于 “ 纯 量 ”空间 
LV = 上 (J; C0)， 对 于 p= 十 co, 这 个 定义 也 有 效 ， 注 意 ， 如 内 
f 是 可 测 的 ( 取 值 于 瑟 中 ), 那么 ,其 范 数 上 fls 也 是 可 测 的 ( 取 值 于 

BR; 中)， 再 令 .N ?是 LY?(J; 也 ) 的 一 线性 子 空间 , 它 由 这 样 的 函 
数组 成 :f 几乎 处 处 等 于 零 , 或 者 ,等 价 地 ， ~ 


(39.7) GEa=o 


可 把 C2(J; 卫 ) 关于 范 数 (39.6) 的 完备 化 IL?(J; 也 等 同 于 商 空间 
学 ?(J; 也) 1 一 一 也 是 在 范 数 的 意义 下 ， 如 果 赋 了 予 后 者 以 从 
(89.6) [ 它 可 视 作 .Ya(7; EE) 上 的 一 个 半 范 ] 而 得 的 商 范 数 ， 商 
Banach 空间 =(/; 也) /NA ”是 空间 上 L*(J; 五 ) ， 

读者 必须 注意 , 虽然 每 个 Vi 了 和 2 和 十 ce) 都 是 Banach 


空间 , 但 是 ,一 般 地 , 如果 瑟 本 身 不 是 一 如 i0ert 空 间 , 则 D2(J;Ey~ 


也 不 是 Hiibert 空间 ， 并 且 ， 如 果 王 本 身 不 是 自 反 的 则 vi 
卫 ) (1 <p 忆 十 oo) 也 不 是 自 反 的 . 然而 ， 如 果 也 是 卫 的 对 偶 空 
间 , 它 被 赋予 对 偶 Banach 空间 结构 ， 那么 对 于 1<p< 十 %%, 
LL? (J; 也 ) 的 对 偶 空间 典 则 地 等 同 于 (J; B'),y9=p/ (2 一 和 其 
对 偶 性 表示 为 : 


(89.8) fr 人 g>=| ,£0), g(a, gE Lr (J: E). 
当 瑟 是 一 Hilbert 空间 时 ,J2(J; ) 被 赋予 由 内 (Hermite) 积 
(89.9) 人 ga 一 | (ED, gD) 


确定 的 典 则 Hilbert 空间 结构 . 与 上 面 的 注意 有 关 的 ， 我 们 还 可 
以 注意 , 当 卫 是 一 Hilbert 空间 时 ,Fourier 变换 (关于 变量 t 的 ) 


(89.10) £(7) = -| ee (4) di 


确定 了 CRi; 也) 和 72(Bi; 耳 ) 之 间 一 个 同 构 (关于 Hilbert 空间 
结构 )。 目 然 ， 当 卫 不 是 一 Hilbert 空间 时 , 这 不 再 是 对 的 ， 当 上 


”~ 
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只 是 一 个 Banach 空间 , 是 2 (BRB! 卫 ) 赋 有 有 典 则 的 Banach 空间 结 
构 时 , 对 于 潜在 于 Banach 空间 结构 中 的 局 部 凸 结构 而 言 , Fourier 
变换 是 一 个 同 构 , 而 对 于 Banacb 空间 结构 而 言 则 不 然 ; 更 明确 地 
说 ,Planchorel 公式 不 再 成 立 ( 可 题 39.6). 


39.3 ” 取 值 于 Banach 空间 中 的 广义 函数 


7 中 的 一 个 纯 量 广义 函数 下 是 一 连续 线性 映射 07(J]) -> 0. 
因而 , 我 们 把 马 值 广义 函数 定义 为 一 连续 线性 映射 Ce (7)-> 卫 是 
自然 的 ， 这 样 的 广义 函数 空间 将 用 乡 '(J; 耳 ) 表示 ， 它 被 赋 以 在 
0>(J) 的 有 界 子 集 上 ( 取 值 于 于 中 的 映射 的 ) 一 致 收 化 性 拓扑 . 取 
值 于 吓 中 的 任 一 局 部 于 函数 f 通过 公式 


(89.11) $P {OEWH, $EOrD), 


一 一 定义 一 个 是 值 广义 函数 . 如 在 纯 量 情形 中 一 样 , (39.11) 定 义 一 个 
从 Lice(J; 志 到 儿 '(J; 了 中 的 内 射 (关于 自然 拓扑 ， 此 内 射 映射 
是 连续 的 ). Live(J; 瑟 ) 的 任 一 元 素 , 看 作 一 广义 函数 时 称 为 一 个 函 
数 . J 中 的 一 个 取 值 于 卫 中 的 广义 函数 工 , 称 为 y 中 的 一 个 取信 
于 慷 中 的 Radon 测度 ,如 果 它 可 延 拓 为 一 连续 线 性 映射 00(J) 一 
也. 自然 , 函数 是 Radon 测度 的 特殊 情形 ;Liw(J; BEB) CA (J; 也).- 
广义 函数 的 一 些 标准 运算 可 以 象 纯 量 情形 中 那样 定义 ,例如 ， 
广义 函数 的 导数 


(89.12) OT (一 一 To 0:= 
或 者 , 乘 以 一 纯 量 O= 函数 w 的 乘法 ; 
(39 .13) «Tq) 一 工 (ay). 


象 张 量 积 和 卷 积 这 样 的 二 元 运算 , 是 需要 审慎 对 待 的 , 因为 这 里 所 
考虑 的 广义 函数 的 值 域 间 未 必 有 一 配对 (pairing)。 在 这 一 节 的 
未 尾 我 们 再 回 到 这 个 重要 的 问题 。 自然 , 在 广义 函数 之 间 一 一 这 
些 广义 函数 都 是 纯 景 的 ， 除 了 可 能 有 一 个 例外 一 一 定义 张 量 积 是 
没有 困难 的 ， 我 们 把 它 贸 给 谈 者 。 
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对 于 王 值 广义 国 数 , 局 部 结构 定理 成 立 : 这 是 因为 书 是 赋 范 
的 一 般 地 , 当 卫 是 一 局 部 凸 空间 , 例如 , 是 一 Frkchet 空间 但 不 

一 Banach 空间 时 , 此 冠 理 不 成 立 ， 这样 , 当 卫 是 一 Banach 空 
问 , 下 是 了 了 中- -个 任意 的 是 值 广义 函数 , /是 的 一 个 任意 的 相 
对 紧 开 子 集 时 ,我们 可 以 配 


好 
(39.14) 工 = >of 在 .中 ， 
二 0) 


其 中 , fi 可 取 作 了 中 的 五 信 Radon 测度 ,或 连续 函数 , 或 函 
数 .其 证 明 与 纯 量 的 情形 类 似 . 

我 们 现在 来 定义 一 个 五 值 绥 增 广义 函数 的 Fourier 变换 首 
先 ,我 们 引进 Bt 中 取 值 于 证 的 0” 函数 GD 的 空间 .7 人 卫 ), 这些 
函数 在 无 穷 远 处 是 速 降 的 , 即 , 使 得 
(39 .15) sap (1+: 训 oiu 人 ls |<+o%, 

k, M=0, 1, 0, 

用 (39.15) 中 的 半 范 定义 .YY(E) 上 的 拓扑、 容易 看 到 (正如 在 纯 量 
的 情形 一 样 )，Fourier 变换 (839.10) 确 定 一 个 从 .FY(E) 到 其 自身 
上 的 同 构 ， 然 后 ， 我们 把 . 罗 ( 卫 定义 为 连续 线性 映射 Y= 
9(O) 一 卫 的 空间 , 它 等 同 于 2'(B'; 也 ) 的 一 子 空间 , 称 为 实 直 线 
上 缓 增 五 值 广义 函数 空间 ，.7 (于 ) 的 一 元 素 T 的 Fourier 变换 
多 下 由 下 式 定义 
《89 .16) (多 TG)=T(FG), ES, 
立即 看 到 ,在 .XY'( 轧 上 这 样 定义 的 .多 拓 广 了 竹 (B'; 功 上 定 
义 的 Fourier 变换 439.10)， 号 是 从 “本 到 其 自身 上 的 一 个 同 
构 ， 如 果 也- 了， 即 一 个 Banaoh 空间 下 的 对 个 空间 ， 则 天 
一 一 9Y 了 是 罗 : 7 一 YE 的 转 置 . 自然 ,我 们 不 能 以 
此 作为 .7 (E) 上 Fourier 变换 的 定义 ， 央 为 并 非 每 个 Banach 空 
间 都 是 另 一 Banach 空间 的 对 偶 空 间 . 

实 百 线 上 取 值 于 Banach 空间 卫 中 的 Sobolev 2 空间 的 定义 遵 
从 通 当 的 手续 ; 如 汞 是 任 一 实数 ， 则 HE) 就 是 下 值 绥 增 广义 
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函数 的 空间 ， 关 于 测度 (LTra)*dr,， 其 Fourier 变换 全 (rz) 属于 
空间 [2 (BR!; 瑟 )， 当 8 过 s 时 ,我 们 有 范 数 志 1 的 连续 内 射 吾 *( 了 ) 
GH (EB)， 空间 .XX(EB) 在 每 个 理 :( 忆 ) 中 筒 ， 并且 , 吾 玉 ( 记 ) 典 则 
等 同和 于 H*(EB) 的 对 偶 空 间 ， 这 样 , 五:(EE) 是 自 反 的 ， 当 且 仅 当 瑟 
是 自 反 的 , 当 上 是 一 Hilbert 空间 时 ,我 们 给 鼠 *( 耳 ) 赋 以 由 卫 的 
Hilbert 空间 结构 导出 的 自然 的 Hilbert 空间 结构 ， 可 用 明显 的 


- 方式 定义 局 部 Sobolev 空间 ，HitelY; 也是 定义 在 J 中 的 这 样 


”的 五 值 广义 函数 工 的 空间 ， 它 使 得 对 于 任何 E02(J)， 有 
aTE Hs(B)， 至 于 及 (J; 了), 它 是 及:(EE) 的 子 空间 , 由 五 "( 卫 ) 
的 具有 包含 在 7 中 的 紧 支 集 的 元 素 组 成 . 


39.4 玉 值 广义 函数 的 二 元 运算 


作用 于 一 对 (或 妈 个 ) 广 义 函数 和 函数 上 , 有 多 种 运算 , 这 些 运 
” 算 我 们 至 今 尚未 研究 过 , 然而 它们 对 于 分 析 过 程 是 重要 的 ， 例 如 ， 
一 个 广义 函数 与 一 个 (光滑 ) 函数 的 乘法 , 两 个 广义 函数 的 卷 积 , 两 
个 广义 函数 的 张 量 积 〈 后 者 必定 “ 依 束 于 上 自 变量 ). 其 困难 在 于 , 
对 于 可 能 属于 不 同 线性 空间 的 一 对 值 域 , 也 就 是 一 对 间 量 , 我 们 必 
须 给 出 一 种 “自然 的 "处理. 

为 了 用 统一 的 方式 来 处 理 这 些 情形 ， 我 们 引进 三 个 Banaoh 
空间 于, , G 和 一 个 连续 双 线 性 映射 6: 卫 x 工 ->G， 我 们 来 叙述 
这 种 映射 的 四 个 重要 实例 ， 
~ 例 39.1 取 下 =B(E 的 强 对 偶 空间 ) 和 GC( 复 数 域 )，8B 取 为 
对 偶 性 揪 号 瞻 射 (B6，e)F>4e"，e7. 

例 89.2 邻 五 = 下 一 G 是 一 Banach 代数 ， 并 令 8 是 其 申 的 要 
法 . 

例 39.3 今 勾 , YY, 2 是 三 个 Banach 空间 ， 六 今 了 上 L(X 立 ) ， 
赋予 了 算 子 范 数 的 有 界线 性 算 子 了 -> 了 Y 的 空间 ， 以 及 了 到 (Yi 
2 ,和 = 二 慌 ; 和 0 取 有 为 复合 映射 (4，ZD)F>2oL4 

例 39.4 上 面 三 个 例 都 是 这 个 例 的 特殊 情形 ， 取 下 = 上 上 (EB; 6) ,并 
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令 B 是 映射 (e, 4)F>Ae. 

我 们 把 连续 双 线 性 映射 6. xXF 一 G 叫做 一 配对 ， 
命题 39.1 如 果 B 是 一 配对 ,Q( 相 应 地 , v) 是 0F (7 也) [相应 地 ， 
)] 的 一 元 素 , 那么 , iB ,VV) 属 于 075;0D. 

这 个 命题 是 明显 的 ， 从 闲 图 像 定理 立即 得 到 , 双 线 性 映射 

(39.17) 

(OU WRB, V): OFF; BE xOF (J, F)—>07 (7; G) 一 
对 其 两 个 变 元 的 每 一 个 是 连续 的 ， 现 在 考虑 从 Cz(J) 到 G 中 的 
映射 


(89.18) bP|elulD), vO GD 


可 直接 验证 , 它 是 连续 的 ， 因而 确定 了 上 的 一 个 取 值 于 G 中 的 广 
义 函 数 Q ;VV， 对 于 国定 的 V, 利 用 OF (J; 于 ) 在 多 '(J; 瑟 中 的 笛 
性 , 可 以 把 映射 拓 广 到 整个 多 '(J; EE) 上， 这 样 , 我 们 就 定义 了 J 
中 五 值 广义 函数 与 下 什 Cr* 函数 (也 定义 于 了 了 中) 的 6 来 法 ， 可 ~ 一 
以 验证 , 此 B 乘法 是 一 连续 的 双 线 性 映射 
DB’' (JT; BE) x0; 了 一 207 0). 

读者 不 仿 将 此 定义 应 用 于 例 39.1 至 例 89.8， 读 者 将 看 到 , 例如 ， 
如 果 工 是 一 耳 值 广义 函数 ，4 人 是 一 的 0 函数， 取 值 于 算 子 
Banach 空间 L(E; GQ) 中 , 则 4 人 TT 定义 一 G 值 广义 函数 . 

我 们 暂且 用 z 表示 了 中 的 变量 ， 用 yy 表示 另 一 开 区 间 六 中 
的 变量 。 令 $( 相 应 地 ， 了 是 了 中 (相应 地 ，v 中 ) 一 五 值 (相应 
”地 ,下 值 ) 广 义 函 数 ， 用 与 纯 量 情形 相间 的 方法 , 可 以 证 明 ， 

go PPT Ge, 9)) 

是 从 OF(J XJ') 到 O07(J; 也) 中 的 一 个 连续 线性 映射 ， 因而 ， 可 
以 作出 配对 8(S。, Ty($ (vw, 四 )) ES'(J; G)， 如果 由 (%) 是 具有 
紧 支 集 在 7 中 的 任 一 纯 量 0~ 函数 , 它 在 sapp 史 的 w 投影 的 一 邻 
域 中 等 于 1, 那么 可 以 令 
(89.19) (SOT (的 = BS,, T, ($e, »)) (内 ， 


可 以 立即 验证 ,定义 (89.19) 不 依赖 于 截断 函数 由 的 选取 ， 将 此 应 
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用 于 可 分 解 函数 人 z, 功 一 六 她 (2) 她 (), 并 利用 关于 广义 函数 


的 Fubini 定理 , 我 们 还 看 到 , 为 了 完成 定义 , 我 们 可 以 交换 = 和 4 
的 作用 [ 即 , 先 计算 So($(z, 仿 ) EO7 (74 到 ,再 作出 BGS 人 Go， 
力 )，T)]， 这 样 就 定义 了 张 量 积 S.@T,: 它 确定 一 个 分 别 连续 


的 双 线性 映射 
本 9 E)xDIT; FE)—> YT XI; OO. : 
由 此 容易 定义 实 直 线 上 两 个 分 别 取 值 于 卫 和 下 中 的 广义 函数 的 
B 卷 积 S*T， 我 们 用 公式 


(39.20) (SxT) (#) = (SOT,) (plot+)), $EOF (BR 


来 定义 6 卷 积 公式 (39.20) 不 是 对 任意 的 广义 函数 对 都 有 意义 : 
广义 函数 对 S, 工 必 须 是 “可 着 "的 ， 即 ， 关 于 它们 的 支 集 ， 或 在 无 
” 穷 远 处 的 衰减 要 满足 一 定 的 要 求 . 然而 , 当 S 和 正之 一 有 紧 支 集 ， 
或 者 , 当 S 和 呈 都 属于 (分 别 取 值 于 瑟 中 和 置 中 ) 时 ，(39.20) 
有 意义 . 

还 有 很 多 可 以 提 及 的 情形 ， 但 是 在 我 们 自己 所 规定 的 初等 水 
平 上 ， 这 些 情 形 的 大 多 数 不 过 是 纯 量 理论 的 简单 重复 .对 于 
Fourier 变换 (例如 ，Paley-Wiener-Schwartz 定理 )、 卷 积 , 以 及 它 
们 的 相互 关系 而 言 , 也 是 如 此 ， 


习 题 


(在 下 面 这 些 习题 中 ， E, F, G 表示 复 Banach 空间 ,J 表示 实 直 线 的 一 
个 开 区 间 , 其 中 的 变量 是 t.》 
39.1 令 m% 是 一 韭 负 整数 ,4( 引 是 J 中 的 一 Cm 遂 数 , 取 值 于 从 玉 到 详 
中 的 有 界线 性 算 子 的 Banach 空间 LC(E, 了 ) 中 。， 证 明 ,，4( 缮 的 转 置 44( 引 是 
J 中 的 0" 函数 , 取 值 于 上 (EB*; 了 B*) 中 ( 星 标 * 天 示 对 偶 ). 
39.2 令 mw 是 一 个 之 1 的 整数 , QC) 是 一 个 从 J 到 五 中 的 映射 。 证明， 
如 果 对 于 二 上 任意 的 连续 线性 泛 防 Xx*, J 中 的 复 值 活 数 (X*, 0 扑 ) 是 C0™ 
的 ， 那 么 函数 u(t) 本身 就 是 Om”? 的. [提示 : 首先 证 明 ， 如 果 所 有 的 函数 
(x*，u(t)) (x* € B*) 在 J 中 是 Lipschitz 连续 的 ， 那 么 (tf) 也 是 Lipsehitz 
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连续 的 .,] | 
-39.3 今 耳 表示 一 Hilbert 空间 , e1,'…, en 是 耳 中 的 一 完备 规格 
化 正 交 系 ( 假 没 dimH= 十)， 考 虚 闭 区 间 0 冬 i 和 中 的 函数 Qi， 它 的 定 
义 如 下 ; 
0 一 0， u(t)=(i—0)e,41t+ 0e,, 
当 t0GVm) 十 ( 工 一 0) -一 


证 明 , 任 给 x* € H*, 纯 量 函数 人 x*， uc 也 中 是 连续 的 , 然而 ， 作为 到 
值 于 赋 范 空间 开 中 的 函数 ,u 在 1 一 0 处 不 是 连续 的 ， 

39.4 令 0 是 复 平面 中 的 一 个 开 子 集 ,其 中 的 变量 用 # 表示 ， 令 B 表示 
从 琅 x 下 到 6G 中 的 一 个 连续 双 线 性 映射 ,a《 相 应 地 , VY) 是 从 5 到 吾 相应 地 ， 
记 ) 中 的 一 个 全 纯 映 射 证 明 , BCu, v) 是 从 0 到 G 中 的 全 纯 映射 

39.5 令 下 是 实 直 线 的 一 个 紧 区 间 , f( 是 从 下 到 Banach 空间 呈 中 
的 一 个 连续 映射 证明, 在 证 的 对 偶 空间 E* 上 的 线性 谤 函 
(39.21) x*> | (x*, 了 (区 


定义 呈 的 一 个 唯一 的 元 素 ， 并 证 明 这 个 元 素 等 于 § 39.2 中 定义 的 Riemann 、 
积分 ， 如 果 不 假设 吾 是 完备 的 ,而 只 假设 它 是 典范 的 ,这 个 事实 仍 成 立 吗 ? 

39.6 令 避 是 二 维 空间 ( 复 ) 02?, 赋予 范 数 

| lzlp=supt lz |l, {221), z=(%", x22) EC, 

给 出 实 直线 上 瑟 值 L 函数 f(t) 的 一 个 例子 , 它 的 Fourier 变换 是 和 (7), 使 得 
(39.22) [rl ar lla, 

39.7 ”描述 具有 下 述 性 质 的 对 (s,s) € 了 2 的 集合 : 它 使 得 在 R*x BR 的 
”对 角 线 上 的 Dirac 测度 6(z 一 四 ,作为 变量 z 的 广义 注 数 ,取信 于 的 广义 函 
数 空间 中 ， 属 于 空间 E(B%; (BR?))， 由 此 结论 推导 ， 在 2'(RS; 0~(B;)) 
中 局 部 结构 定理 不 成 立 . z : 


时 (0<0<1). 


39,8 令 苹 是 一 Hilbert 空间 ,44 是 耳 上 一 稠 定 的 ?可 能 是 无 界 的 . 自 


伴 线 性 算 子 ， 证 明 下 述 论断 . 考 碟 定 义 于 实 直线 上 取 值 于 再 中 的 广义 函数 
Qt 它 是 齐 次 方程 


(39 .23) 他 =4n 


”的 一 个 解 ; 为 了 使 每 个 这 样 的 广义 函数 u(t) 是 1 的 C1 函数 , 取 值 于 耳 中 , 必 
”要 和 充分 的 条 件 是 : 4 是 有 界 的 ， 因 而 , (39.23) 的 所 有 解 都 是 实 直 线 上 1 的 
解析 冰 数 , 取 值 于 再 中 (事实 上 , 可 把 解 延 拓 到 复 值 成 为 C 中 的 整 函 数 ). 


1》 译 省 注 : 即 4 的 定义 域 在 下 中 是 称 的 ， 


es 
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39.9 令 囊 是 一 Banach 空间 , f 是 一 定义 于 实 直线 上 并 取 值 于 卫 中 的 
局 部 可 积 函 数 . 证 明 , 存在 Ri 的 一 个 Lebesgue 测度 为 零 的 子 集 S, 和 卫 的 
一 个 可 分 的 闵 线 性 子 空间 Bo, 使 得 对 于 所 有 的 +ERINS, 有 TCDE 了 0. 

39.10 令 卫 下 是 两 个 Banacb 空间 ,L(E; 了 ) 是 从 了 到 再 中 的 有 界线 
性 算 子 的 Banach 室 间 ， 夺 >4( 信 是 从 Rl 到 (EB; 玉 ) 中 的 一 映射 ， 它 有 下 述 
性 质 : : 
(39.24) ”给 定 任 一 下 E 吾 ， 任 一 v*€ EF*( 忆 的 对 偶 空间 )， 

一 hy>《4(Da Vv) 是 有 中 的 可 测 函 数 ， 
那么 ,对 于 Rl 中 任何 证 值 可 测 函 数 Q(t)，ACt)m( 引 是 不 是 Ri 中 证 值 的 可 
测 函 数 ? 

39.11 令 卫 下 , 4( 轨 如 习题 39.10 中 所 述 ， 但 现在 假设 4(t) €E L”60， 
7; 工 ( 孔 ; 吾 )) ,证 明 ,ur>4u 是 从 2(0, 有 也 到 LI2C0, 2 吾 ) 中 的 一 个 有 界线 
性 映射 . 

39.13 令 提 是 Br 中 有 CO” 边界 工 的 一 个 有 界 开 子 集 ,位 于 并 的 一 侧 . 
令 m 是 一 个 之 1 的 整数 ， 并 令 gj《', 的 (和 一 0 4，…, tH 一 了 是 闭 区 间 [0, 7] 


人 《Z>O0) 中 二 的 罗 个 CO<sHE< 十 co 不 依赖 于 旋 函 数 , 分 别 取 值 于 Sobolev 


空间 一 3( 卫 ) 中 ,证 明 , 存 在 一 个 认 0<t<7) 的 0* 函数 9g, 取信 于 H*(9) 
中 ,使 得 对 每 个 j=0， 1， "ry M% 一 本 有 


yg =F9| : 

39.13 令 且 ,FF 是 两 个 Banach 空间 ，L,(E; 了 了) 是 有 界线 性 算 子 BE 一 FF 
的 空间 , 赋予 在 也 中 点 态 收敛 的 拓扑 ， 令 卫 是 一 个 紧 Hausdor 全 拓扑 室 间 ， 
f 是 从 叉 到 互 中 的 一 个 连续 映射 , 4 是 从 叉 到 工 (E; 卫 ) 中 的 一 个 连续 线性 
映射 ， 问 , 4f 是 从 六 到 于 中 的 连续 映射 这 一 论断 是 对 的 吗 ? 


= gj*, b), Ote<T. . 


fh 
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考虑 空间 中 由 一 超 曲 面 工 所 界 的 区 域 ( 即 ， 开 集 )Q( 这 样 ， 
六 =60) .假设 2 中 充满 着 物质 ， 例 如 ,8 是 一 堵 增 , 或 是 一 金属 
棒 , 并 设 荆 上 用 某 个 热 ( 或 者 , 冷 ) 装 置 维持 于 某 一 温度 9， 我 们 想 
研究 在 2 的 各 点 处 的 温度 . 自然 ， 它 将 随 着 时 间 而 变 , 因为 热 从 
界面 向 内 部 扩散 ， 它 是 空间 和 时 间 的 函数 4% 一 w(x, 引 。 它 还 将 依 
赖 于 它 的 初 值 ， 即 依 各 于 开 姐 加 拉 务 面 六 的 那个 时 刻 (通常 取 作 
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原点 ) 的 温度 分 布 ， 在 时 刻 1 一 0 这 温度 分 布 将 用 wo(z) 表示， 注 
意 ， 在 工 上 维持 的 温度 9 对 于 空间 而 言 不 必 是 均匀 的 ， 它 可 以 还 
点 不 同 ; 换言之 , 它 可 以 依赖 于 z， 事 实 上 ， 它 也 许 还 随时 间 而 变 ， 
因而 g=g(x, 已 . 
质 内 部 从 原子 到 原子 的 热 转移 方式 
中 温度 多 的 灾 化 习 从 (在 革 和 过 近 放下) 热 导 方 各 


其 中 ,是 传导 性 常数 , 它 依 赖 于 充满 区 域 4 的 物质 的 属性 . 只 要 
这 种 物质 是 均匀 的 ( 即 , 它 的 由 有 所 反映 的 特征 不 依赖 于 ww， 当然， 
它 原来 就 不 依赖 于 给， 各 向 同性 的 ( 热 在 各 个 方向 的 传播 是 相同 
的 )， 并 且 在 2 的 内 部 没有 (例如 起 因 于 化 学 反应 的 ) 热 的 发 生 或 
吸收 ,那么 方程 (40. 妃 是 有 效 的 .在 有 热 发 生 或 吸收 的 情形 ， 方程 
(40. 蕊 应 由 非 齐 次 热 导 方 程 


40.2 a 
代替 , 其 中 了 =f(w, 介 是 全 中 的 一 函数 ， 它 描述 热 的 发 生 或 吸收 . 


在 处 理 更 复 染 的 过 程 时 , 例如 当 失 去 均匀 性 和 各 向 同性 性 时 , 我 们 
也 许 不 得 不 用 更 一 般 的 二 阶 梢 辐 (参阅 定义 23. 号 秘 分 四 子 


(40.8) 4=-4(ce 训 ) 一 一, > oz D0 


Ow 5 


7 
+ (w, 2 +c(y, t) 


来 代替 一 #4, 实际 上 ,我 们 还 将 考察 (40.2) 的 类 似 方程 ， 其 中 用 
A(w, 二 8/3z) 代替 了 一 £4， 但 是 ,在 方程 (40.2) (其 中 , 可 能 在 经 
过 单位 改变 后 , 可 设 =1) 的 情形 , 记 住 我 们 将 要 研究 的 问题 的 食 
- 义 是 有 用 的 . 这样, 假设 表示 区 域 2 中 的 温度 , 它 由 初始 温度 
ao 和 界面 温度 9 确定 ， 我 们 有 


(40.4) : 3- -pf 办 在 口中 ， 


(40 .5) zx 一 tm 人 在 2 中 当 t=0 时 ， 
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(40 .6) wg(2%, 3 在 工 上 ,对 每 个 二 0. 
在 (40.6) 中 ,我 们 看 到 了 在 Dirichlet 问题 中 曾经 遇 到 过 的 那 类 边 
界 条 件 ， 另 一 方面 , (40.5) 类似 于 Qauchy 问题 中 的 初始 条 件 . 由 
于 这 两 种 类 似 性 ， 通 常 把 问题 (40.4 一 (40.8) 一 (40.6) 称 为 混合 
问题 . 
我 们 指出 ， 与 40.4) 一 (40.5) 相 联 的 边界 条 件 不 必 是 
Dirichjlet 类 型 的 . 它 完全 可 以 是 Neumann 类 型 的 (参阅 8 37). 
我 们 不 是 给 出 工 上 的 温度 , 而 是 给 出 通过 工 的 热流 (或 流量 )。 这 
相当 于 用 一 个 新 的 条 件 (参阅 $ 37 .1). 


(40.7) SL —hlo, ) ”在 卫 上 ,对 每 个 >0 


”代替 (40.6); 在 (40.7) 中 , 如 通常 一 样 ,9/3v 表示 在 工 的 点 2 处 的 
法 微 商 ， 我 们 还 可 以 提出 一 种 “混杂 ?型 的 边界 条 件 , 在 边界 的 某 


…“ 部 分 给 出 温度 , 同时 , 在 边界 的 其 余部 分 给 出 热流 ， 记 


= ouU7zt ToN7s=9, 


并 要 求 (参阅 8 37.2) 
(40.8) zw 一 0 有 在 To 上 


SL =hle, 力 在 3 上 ,对 每 个 巡 0. 


热 导 算 子 /2 一 4 是 抛物 工 子 的 原型 . 然而 ， 可 以 对 不 同 于 
抛物 算 子 的 一 些 算 子 提出 混合 问题 , 例如 , 对 于 双 曲 算 子 : 如 果 所 
研究 的 双 曲 算 子 是 二 阶 的 , 那么 , 根据 Cauchy 问题 的 要 求 , 将 有 
两 个 初始 条 件 ， 必须 事先 指定 % 和 其 关于 时 间 # 的 一 阶 导 数 
Bu/64 在 t=0 时 的 值 ， 在 声学 中 ,或 在 电磁 学 中 , 自然 地 产生 了 二 
阶 双 曲 方程 (和 方程 组 ) 的 混合 问题 , 例如 , 为 了 描述 在 一 产生 噪声 
的 房间 中 气压 的 发 展 ,或 者 ,为 了 描述 在 空间 的 某 个 区 域 全 
的 发 展 (在 后 一 例 中 ， 我 们 处 理 的 是 一 方程 组 ,明确 一 些 ,就 是 
Maxwell 方程 组 )， 等 等 ， 取 旧 方程 混合 问题 的 最 简单 的 例子 具有 
下 述 形 式 ; 
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(40.9) 3 于 一 die, 区 在 台中 ， 


(40.10) wo 办， 有 -由 GD) 在 QQ 中 , 当 f-0 时 ， 


(40.11) 4 二 g(w, 在 XX 上 ,对 每 个 二 0. 
在 物理 应 用 中 ，(40.9) 右 端 的 Laplace 算 子 之 前 ， 应 该 有 一 个 了。 
.形式 的 因子 (V 表示 速度 ) ， 这里， 我 们 假设 空间 和 时 间 单 位 的 选 一 
取 使 得 六 =1、 Dirichlet 边界 条 件 (40.11) 可 用 不 同类 型 的 边界 
条 件 来 代替 , 例如 , 用 Neumann 类 型 的 条 件 , 或 者 , 用 Dirichlet 条 
件 和 Noumann 条 件 的 混合 来 代替 , 正 象 在 抛物 的 情形 中 一 样 ， 
我 们 将 把 注意 力主 要 集中 于 具有 Dirichlet 边界 条 件 的 抛物 
型 方程 的 混合 问题 上 ， 而 (40. 色 一 (40. 允 一 (40.6) 即 为 这 样 的 问 
题 的 原名 但 我 们 将 考虑 这 样 的 情形 ， 其 中 一 4 将 用 一 个 象 在 


《40.3) 中 给 出 的 更 一 般 的 椭圆 算 子 4 来 代替 . 另 一 方面 ,把 时 间 t 


的 变化 限制 于 某 个 区 闻 [0, T] 人 >0) 中 是 方便 的 ， 虽 然 在 某 些 情 
形 中 我 们 仍 将 要 求 寺 从 一 co, 或 从 0 变 到 十 co， 这 样 , 我们 打算 
研究 的 问题 即 为 下 述 问题 ， 

(40.12) 


SL+A(%, j, ED =f(w, 引 ”在 Qx10, 工 [中 ， 


(40.18) wv, 0) 一 to 人 (0O) 在 如 中 ， 
(40.14) 2 2， 六 一 g(w, 让 在 Tx10, TT[ 中 ， 
我 们 将 用 较 明确 的 语言 来 叙述 关于 这 个 问题 的 数据 所 作 的 假设 . 
在 下 面 几 节 中 , 我 们 还 将 研究 这 个 问题 的 某 些 变形 , 例如 , 边界 条 
件 (40.14) 换 为 (40.7) 或 (40.8)( 如 对 于 双 曲 型 混合 问题 (40.9) 一 
(40.10) 一 (40.11) 所 能 做 的 那样 ) 我 们 主要 用 变 分 方法 , 即 处 理 
弱 问 题 ， 因 而 考虑 Sobolev 空间 H* (0), Hy (CO) ,五 - "9, 
(参阅 儒 22 和 23). 

首先 , 我 们 必须 对 微分 算 子 4 的 假设 作 一 确切 的 叙述 ， 将 其 
号 成 变 分 形式 [参阅 (23 .6)] 
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: 0 _ we 名 9 
(40.15) 4 (2 上 ) 之 -30 (2, Da 


+ be, A 2 三 十 CO， 动 


是 方便 的 . 我们 从 关于 系数 的 属性 的 假设 开始 : 
(40.16) 


of b1, 6€E L~(Qx10, TL[) 对 于 所 有 的 名 了 一 二 …, 


”现在 ,我 们 来 叙述 下 述 结果 : 


引 理 和 .1 如 果 (40.16) 成 立 ， 则 4 (zw, 1, 2/8z) 确定 一 个 有 界线 
性 算 子 | 

z 72(0, T; 五 CO))->7200 T, HOQ)). 
证 明 只 需 证 明 用 (6/60%) 0 2 (6/02), 5i(w, 0/0%’, 6(%, $b) 
中 的 任 一 项 代替 4 时 引 理 结 论 成 立即 可 . 因为 6/9w! 是 一 有 界线 


”性 算 子 [3(0, TT; HH”(0) 二 (0, T; H™ YQ)), m=*, —1, 


1,…, 因 而 只 需 证 明 与 
L* (x10, TLE) 
的 任 一 元 素 的 乘法 确定 一 个 从 [2(0,T; H°(@)) 一 D2(Q x]0,TD) 
到 其 自身 中 的 有 界线 性 算 子 即 可 , 而 这 是 熟知 的 . 证 毕 . 
现在 我 们 来 给 出 关于 4 的 椭圆 性 假设 ， 它 将 强 于 (28.18) 中 
描述 的 标准 的 一 致 酉 圆 性 , 特别 , 如 果 它 对 于 4 是 成 立 的 , 那么 对 
于 一 4, 它 将 不 成 立 ， 注 意 ,， 从 4 到 一 4 的 改变 , 粗略 地 说 , 相应 


于 时 间 的 逆转 . 但 是 , 抛物 型 问题 在 时 间 的 逆转 下 不 是 不 变 的 一 一 


不 稼 双 旧 型 问题 那样 (一 般 而 言 ). 这 与 要 把 已 经 扩散 到 茶 物 质 中 
的 热 送 回 ( 原 处 ) (或 者 ， 与 要 把 一 经 损坏 无 法 修复 的 东西 重新 修 
复 ) 这 样 一 种 困难 有 关 ， 总 而 言 之 , 我 们 的 条 件 将 是 

(40.17) 对 于 茶 个 oo> 0 和 (几乎 ) 每 个 (%, ) EQxj0, 了 TL; 


(40.18) oltl"<Re De 四， 对 于 所 有 的 CEG". 
我 们 指出 一 个 使 得 (40.17) 成 立 的 简单 的 ， 然 而 是 重要 的 情 


形 . 这 就 是 当 系 数 a 是 实 对 称 的 , 即 , o 一 ,并 且 二 次 型 
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z 六 DE 

关于 (wz, 候 是 一 致 地 正定 的 情形 . 

现在 我 们 来 解释 边界 条 件 ， 与 在 “ 弱 ”Dirichlet 问题 中 的 情 
形 G $ 22 和 23) 相 一 致 ,我 们 假设 ,g(w, 妨 是 荆 上 的 一 个 迹 ,依赖 
于 志 更 明确 地 , 它 是 0<t< 了 TD) 的 一 个 函数 , 取 值 于 迹 空 间 TrxQ) 
= 瑟 1(Q)/H3(0) 中 .但 是 ,正如 在 Dirichlet 问题 中 一 样 , 引进 9 
的 一 个 代表 9g 一 9 《%, 们 € HY(Q) 是 方便 的 .对 于 每 个 二 或 对 于 几 
乎 每 个 如 0<#< 了 TT, 9 的 迹 , 也 就 是 , 它 在 商 空间 Tri(9) 中 的 典 则 
像 , 等 于 g， 这 时 可 以 把 条 件 (40.6) 重新 叙述 为 
(40.19) ww 一 gE Hi(0) 对 于 几乎 每 个 0<t<7. 
但 是 ， 在 现在 的 讨论 中 ， 我 们 不 能 排斥 有 关 所 出 现 函 
据 , 或 未 知 函 数 一 一 的 正规 性 的 问题 ， 我 们 必须 确定 应 该 给 9 指 


定 ， 或 对 & 要 求 什 么 样 的 关于 二 的 正规 性 类 型 ， 从 经 验 的 考虑 出 - 


发 ,一 个 “好 的 ”函数 空间 将 是 我 们 现在 要 定义 的 ， 


定义 40.1 用 多 表 示 上 共有 下 述 性 质 的 函数 ww 的 空间 ， 
(40.20) 


weE D0, T; Hi(0)), WEL0, T; HO)), 
. 它 被 赋予 自然 范 数 / 
(40.2D) 人 ol (| {hoC, Dt ews, Dyas 
立刻 知道 ,多 是 一 Hilbert 空间 ,并 且 0O~([0, 7]; 及 (9)) 在 


其 中 向 .。 如 果 我 们 考虑 的 对 象 多 于 一 个 区 间 [0, 了 I, 或 者 多 于 一 


个 开 集 8， 记号 更 可 能 产生 某 种 混乱 ， 更 一 般 地 , 我 们 应 该 引进 

空间 后 (cb 8)， 但 是 因为 我 们 给 十 以 一 个 形式 定义 的 唯一 目 

的 是 简化 此 后 的 叙述 和 证 明 , 所 以 我 们 还 是 采用 记号 $. 

定义 和 .2 用 表示 西 的 一 个 子 空间 , 它 由 所 有 适合 如 下 性 质 

的 函数 ww 组 成 : 对 于 几乎 每 个 i(0<t<T), 有 w(', ) € Hi(0). 
因为 瑟 i(8) 在 耳 :(Q) 中 是 闭 的 ,因而 6 在 中 也 是 闭 的 . 

我 们 将 总 是 给 ,赋予 由 甸 的 Hilbert 空间 结构 诱导 的 结构 . 


0 


间 


Ce 
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条 件 (40.19) 现在 变 为 
(40 .22) UC— gE Do. 
注意 ， 每 个 函数 wE 著 可 被 延 拓 到 闭 区 间 [0， 7] 上 成 为 一 个 
取 值 于 五 了 (9) 中 的 绝对 连续 函数 ， 因 此, 在 十 0 处 它 在 五 -+(O) 
中 有 一 极限 ， 我 们 育 以 用 这 种 方式 解释 初始 条 件 (40.18)， 但是， 
_ 寻找 某 种 较 强 类 型 的 连续 (2) 中 的 ， 而 是 在 


”_H°(Q) =I2(0) 中 的 连续 性 , 是 有 好 处 的 ， 事 实 上 , 这 将 自动 地 达 


到 , 如 果 我 们 用 ,代替 ,现在 我 们 就 来 证 明 这 一 点 , 给 C2([0， 
了 7]; 2(Q)) 赋 予 “ 极 大 值 范 数 ” 

Sup,lul*, Dlo= sop 1 uy, D |2dw 
引 理 40.2 自然 内 射 : z 
(40.23) ”Or([0 TI; H3(0))—>0° (0, TI: L2(0)) 
- -可 被 延 拓 为 一 连续 内 射 一 0°([0, 7T]; [2 (0)). : 
、 证 明 令 wEBDo， 在 对 称 区 间 ] 一 全 , T[ 上 定义 一 函数 笃 当 妈 0 
时 , 令 U 扩 一 wD, 当 1<0 时 , 邻 WD 一 w( 一 芒 ， 显 然 ,ww 是 一 
从 古 = 著 (0, 全 到 Bo( 一 T, 了 T) 中 的 连续 内 射 .现在 令 aE0*(B)， 
当 #< 之 一 全 时 4)=0， 当 #0 时 20) =14. 令 wwE0O*°([0, 7],; 
瑟 ; (0)). 我 们 有 
(40.24) 


GD C, Di=2Re] ,CCD) C, 9), Dl:, s) Yds 
<| {ID) C, E+, 3) Es}ds 


< | {hil, dtl, laps 
<20(%w lal 
(因为 映射 4 名 有 范 数 允 . 因 为 在 [0, 到 上 的 限制 等 于 必 我 
们 就 知道 ， 当 0™([0, 2]; 右 5(Q)) 赋 有 由 多 诱导 的 范 数 让 
[(40.21) 所 定义 1 时, 自然 内 射 (40 .23) 是 连续 的 , 因而 它 在 多 o[ 空 
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间 0 ([0， 人 | HE(0) ) 在 其 中 笛 ] 上 有 一 唯一 的 连续 延 拓 . 
证 日 Le 

这 样 , 可 以 把 B 的 元 素 看 作 闭 区 间 [0, 7 中 的 连续 函数 ， 取 
值 于 Z2(2) 中 如 果 对 于 下 的 元 素 ,同一 事实 成 立 ， 那么 对 于 初 
始 条 件 (40.13) , 我 们 就 有 一 个 非常 方便 的 解释 . 实际 上 , 当 Q 有 
界 并 有 0? 边界 ( 且 2 位 于 其 边界 的 一 侧 ) 时 ， 情 形 就 是 这 样 (习题 
40 .多 .但 是 ,为 了 不 失 一 般 性 , 我 们 将 不 对 开 集 Q 的 选择 加 以 限 下 
制 ， 然 而 ， 我 们 要 对 边界 条 件 中 的 函数 9 的 选取 加 以 限制 (很 弱 
的 ): 要 求 当 t> 二 0 时 ,9(:, 作 在 (8) 中 收敛 . 

我 们 来 叙述 存在 性 和 唯一 性 定理 ; 
定理 40.1 假设 在 变 分 形式 (40.15) 中 ,4 (w, t, 6/8%) 的 系数 a 
b,c(l<6 j 志 都 属于 LI”*(Qx10, T[), 并 且 4(w, t, 9/6%) 满 
足 椭 圆 性 假设 (40.17). 

那么 , 对 于 每 个 JE LO, T; 五-(9)); 每 个 mEPP(o) ,以 < 一 
及 每 个 使 得 
(40.28) 39 € L200, 四 H+(0)), 


(40.26) 当 娘 0 延 于 零 时 ，8 (， 引 在 了 2(Q) 中 收敛 于 某 个 函数 
9(.，0) 

的 9E Za(0, TPT， 及 1(Q)), 存 在 唯一 的 函数 w€ ZL2(0, T; H1(0))， 

具有 下 述 一 些 性 质 ， 


(40.27) +Al, t, 0/0%)u=f 在 Qx]0, TT 中 ， 


(40.28) 

wk*, 力 一 g(*, 旭 EH3(Q) 对 于 几乎 每 个 如 0<t<7， 
(40.29)” 当 t> 十 0 时 ww(:, 驴 在 (8) 中 收 化 于 w. 

注 40.1 如 人 录 wE 2(0, 中 本 (9)) 满 足 (40.27), 则 v 属于- 
呈 ( 定 义 40.1)， 此外, 如 果 (40.28) 成 立 , 则 v 一 FE 更。 因而 , 由 
引 理 40.2, uw 一 gy 是 一 个 从 闵 区 间 [0， 四 到 2(8) 中 的 连续 映射 . 
地 是 ， 由 (40.26) 知道 ， 当 > 十 0 时 wC, 台 在 (89) 中 必定 收敛 
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于 某 一 极限 , 用 w《*, 0) 表 示 此 极限 ， 条 件 (40.29) 仅仅 意味 着 
(40.80) uw(*, 0) =w. 
注 40.2 在 f= 三 0, 9=0 的 情形 , 我 们 可 以 应 用 定理 40.1. 由 
于 引 理 40.2, 我 们 得 到 下 述 结果 ; 
定理 名 .2 从 到 如 (8) 中 的 映射 um>wu《*, 0) 是 映 上 的 , 
和 象 定理 40.2 这 样 的 结果 可 以 推广 到 H3(8), 7 (8), HY(@) 
-… 以 外 的 Hilbert 空间 (或 Banach 空间 )， 它 们 是 插值 理论 (和 插值 
迹 方法 ; 参阅 习题 25.31) 的 非常 简单 的 特殊 情形 ， 定理 40.2 斑 涵 
一 着 天 (2) = 玉 %(@) 是 五 ;(Q) 和 五 (0) 间 的 一 个 插值 空间 
” 注 各 .8 定理 40.2 的 有 效 性 说 明了 在 定理 40.1 中 为 什么 
没有 联系 wu 和 9 的 相 容 性 条 件 . 由 于 (40.28) 一 (40.29), 我 们 可 
以 期 望 w 一 9(*, 0) 属于 妃 J(2)， 但 是 注意 ， 这 样 一 种 要 求 是 没 
有 意义 的 , 因为 w 属于 Ze(@)， 更 重要 的 是 , 9 在 t=0 时 的 值 对 
一 于 定理 40. 半 的 叙述 是 无 关 紧 要 的 : 事实 上 , 定理 40.2 告诉 我 们 ， 
在 Do 中 总 存在 一 函数 ， 使 得 h(:, 0) =9(… 0)。， 当 用 9g 一 b 代 
替 9 时 , 关于 “的 要 求 (40.28) 不 必修 改 ， 
” 注 和 0.4 自然 ,定理 各 .1 可 应 用 于 Q=R" 此 时 , 边界 条 件 
(40.28) 是 多 余 的 ， 因 为 H1(BR") = H3C(R").。 在 这 个 情形 ; 定理 
40.1 断言 , 给 定 任何 JE 严 (0, T; 五 CB")), 方程 +Au 一 了 存 
在 一 个 唯一 的 解 vE Z2(0, T; 五 1(R”))， 它 具有 事先 任意 指定 的 
初始 值 4(*, 0) E(BR")， 这 不 再 是 混合 问题 了 一 一 它 是 一 
”Cauohy 问题 (参阅 第 工 章 )， 
注 40.5 象 定理 40.1 这 样 的 存在 性 和 唯一 性 的 叙述 , 通常 
将 用 数据 的 连续 依赖 性 来 补充 ， 在 现在 的 情形 , 这 将 取 下 述 形 式 ， 
从 12(0 7 五 (DO)) Xx2(2) XB 到 Z2(0 TT， 如 1(0Q)) 中 的 映 
身 
(f, uo, OD PY 
是 连续 的 。 事实 上 ,这 样 的 论断 通常 从 解 的 存在 性 和 唯一 性 通过 
闭 图 像 定理 即 得 .但 是 在 我 们 的 情形 中 , 阶 加 的 条 件 (40.26) 多 少 
有 点 把 事情 弄 乱 . 这 样 ，9 和 ww 属于 呈 ( 定 义 各. 了) 的 一 个 线性 子 


di 
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空间 , 这 个 子 空间 不 是 闭 的 ， 因 而 , 我 们 不 能 应 用 闭 图 像 定理 ， 然 
而 连续 性 仍 成 立 ， 这 从 一 个 估计 就 能 推 得 , 这 个 估计 是 在 证 明 解 
的 存在 性 的 同时 导 得 的 [估计 (41.26)]. : 
习 题 
40.1 令 VV 是 一 Hilbert 空间 ,7' 是 其 反对 偶 空间 , 古 是 第 三 个 Hilbert 
空间 ; 我们 有 具有 稠 像 的 连续 内 射 ， VYGHCGYV'， 再 假设 内 射 HGYV' 是 内 射 一 ; 
VGH 的 “伴随 ”映射 ， 令 是 任 一 大 于 零 的 数 ,并 记 @o(0, 7; VY) 为 [0, 7] 


中 具有 下 述 性 质 的 VV 值 函数 ua 的 空间 : 
an 


- (40.31) u€L(0, T, VY), rE L2(0, T, VY’), 
研 它 以 Hilbert 范 数 
。 T 2 173 
(40.3) rat =(f 1 at) 


证 明 0~([0, ;VV) 在 BoC0, 7; 和 V) 中 稠 ,并 证 明 从 0~([0, 7]; VD 到 0°《[o， 
7]; 五 ) 中 的 自然 内 射 , 可 延 拓 为 一 个 从 oC0, 7; VD) 到 CL0, 7]; 了 ED 中 的 
连续 内 射 . z 

40.2 ”对 于 几乎 每 个 世 . 0<t<7, 令 4 的 是 一 从 立 到 交 中 的 有 界线 性 
算 子 (参阅 习题 40.1), 使 得 对 于 任何 Vv, w €V. 
(40.33) 函数 tC4G)v, WwW) 属于 5”00, 7)， 
证 明 ，VY( 已 4OvG) 定 义 了 一 个 从 (0, BV 到 20, T; 入) 中 的 有 界 
线性 映射 . 〈(, )- 是 和 VY 和 Vi 间 的 反对 偶 性 括号 . ) 

40.3 考虑 一 个 算 子 
(40.34) 


Als, fb, Of/a%) = p> 池 CD (SF) sos D (EF-) , m>1. | 
它 的 系数 属于 L” (8 x to, Tj).， 在 定理 40.1 中, 按照 (40.34) 来 选取 4(%， 
i，2/ax)， 可 以 得 到 一 个 类 似 的 定理 ; 试 明确 地 氢 述 此 定理 中 的 假设 和 结 
《特别 谨慎 地 和 狂 述 , 边 额 条 件 以 及 关于 边界 数据 的 假设 应 该 是 什么 ). 

40.4 令 了 是 一 严格 正 数 ,wz 区 是 了 4 Xx]0, 2[ 中 的 一 函数 , 使 得 


wu € L200, T, Hi(R1)), Se L200, Ti; H-(RI)). 


记 (zw, 作为 Ri x ]0， 7[ 中 的 一 函数 ,， 当 2%>0 时 它 等 于 wt%w, 办， 当 2Z<0 时 
它 等 于 以 一 一 x, 切 。 证明 
44 


Wi € LO0, T, Hi(R)), Fr EL, T, HiC(R!)). 
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试 指出 如 何 能 由 此 推 得 下 述 结 果 
引 理 和 .8 令 9 是 了 "的 一 有 界 开 子 集 , 其 边界 是 一 0! 超 曲面 (并 且 吕 位 
”于 边界 的 一 侧 ). 令 2。 是 Rr 的 一 开 子 集 , 它 包含 呈 . 那么 ,存在 一 个 连续 线 
性 映射 so: B1(9) 一 天 (Go)， 使 得 rogo 等 于 本 (Q) 中 的 恒 等 映 射 (ro 是 映 
射 “在 上 的 限制 >), 并 且 so 可 以 延 拓 为 一 个 从 下 (0, 7; 9) 到 Bo(0, 7 
Qo (定义 各 .I 和 40.2) 中 的 连续 线性 映射 
40.5 令 扣 如 引 理 40.3 中 所 述 ， 证 明 , 可 以 把 空间 $C 定义 40.1) 自 然 
地 并 连续 地 内 射 到 0%C[0, ZT]; 52C9)) 中 . z 
40.6 令 吕 如 引 理 4.3 中 所 述 ,但 是 现在 假设 它 的 边界 是 一 0"+*! 超 曲 
面 (m 之 1 是 任意 的 )， 考 虑 Xx]0, 7[ 中 具有 下 述 性 质 的 函数 wl%, 从 的 空 
间 Bm (0, IT, 1); 
u € L2(0, T; Hm+1(N)), ~ €L2(0, T; Hm1(Q)). 


证 明 , "(0, T; 9) 可 被 自然 地 内 射 到 0C[0, 7]; "C9)) 中 ,并 证 明 , 当 给 
"C0, 人 全 由 了 显然 的 范 数 时 ,此 内 射 是 连续 的 。 [提示 : 利用 定理 26. 人 3 
和 注 26. 人 .1.] 


41. 能 量 不 每 式 ,定理 40.1 的 证 明 : 抛物 型 
混合 间 题 的 弱 解 的 存在 性 和 唯一 性 


对 于 z>0, 我 们 定义 五 :(Q) x H1(Q) 上 的 拟 双 线性 形式 : 


Cr (在 Us, ©) -了 | Uv dz 十 > 人 Qs (2， D) -A -2 dw 
+ b!(%, Dvds+|, 0(%, tu do. 
”在 现在 的 情形 中 ， 蕊 是 泛 画 (8 ， 7) 的 类 似 物 . 假设 (40.16) 和 
(40.17) 冀 涵 着 
(41.1) ”存在 ro>0, 使 得 对 所 有 ro 所 有 veE H1(Q) 和 几乎 所 
有 的 140 一 一 加， 
(41.2) cojeli<2Re az (2 
记 住 , |vj: 是 在 五 :(Q) 中 的 范 数 . 常数 oo 同 (0.10) 中 的 oo. 
在 (41. 允 中 可 以 取 % 依 赖 于 t 事实 上 , 从 (和 红 . 允 推 得 , 对 任 
意 的 VE 天 0, TD; 及"(Q)), 有 
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(41.8) 6, | luli dt<2Re| a Gt; u, WwW at. 

现在 定义 罗 y x Bo( 定 义 40.2) 主 的 两 个 拟 双 线性 形式 ; 
1D MD {ks WD +a 区] 


(41.5) Wu, o) -| {Cu 四 十 oo oYat. 
我 们 注意 到 (对 于 w€ 65) 
(41.6) 2Re| < udt -| (wo TT) | 2 一 [wo 0) 1 dw 
(参阅 引 理 40.2) . 

如 把 (和 .383) 和 (4.6) 结合 起 来 ， 就 得 到 下 述 重要 的 " 台 量 不 和 
式 ” | 
引 理 氏 .1 如 果 (40.16) 和 (40.17) 成 立 , 那么 ,对 于 所 有 >ro 和 
所 有 wE Bo( 定 义 40.2) ,我们 有 : 


GT Da 人 luce oaz 


| 


<2Reo Gu w) +| lw, T) |adoz 
T 

(41.8) oo eC, Oatt | Jule, TD lds 
<2Ro gu 丰 +| uCw, 0) |2d%. 


定理 40.1 的 证 明基 于 这 两 个 不 等 式 的 应 用 : (41.7) 将 导致 解 的 存 
在 性 ，(41.8) 导致 解 的 唯一 性 . 在 某 种 程度 上 , 参数 *>0 是 必须 
引进 的 .这 可 通过 未 知 函 数 的 变换 来 做 到 ， 令 


Ue-"™(u—9). 
显然 ,UE0Do, 并且， 
‘(41.9) Uit+ (r+ AU=E, 
其 中 


(41.10) FF=e-"t 1- -4 )er0, T, H-1(0)). 
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初始 条 件 (40.28) 现 在 变 为 


(41.11) UG, 0) =Uo, 
其 中 : 
(41 .12) Uo=uo—g9(*, 0). 


.- I. 解 的 存在 性 


我 们 将 应 用 Lax-Milgram 引 理 ( 引 理 23.1) 的 下 述 推广 (属于 
J. L. Lions). 
引 理 位 .2 令 卫 是 一 Hilbert 空间 , 5 是 卫 的 一 个 线性 子 空 间 ， 
(Ww, hb) 是 卫 xf 上 的 一 个 拟 双 线性 泛 函 , 它 具 有 下 述 两 性 质 ， 
(41.18) 对 于 每 个 固定 的 hEf，wh>al(w, hb) 是 已 上 的 连续 线 
性 泛 函 ; 


、《41.14) ”存在 60, 使 得 对 每 个 he 有 


olhls<|Ah, h)|. 
结论 ”存在 一 个 从 五 的 反对 偶 空 间 大 到 台中 的 有 界线 性 映 

射 G, 其 范 数 入 o5 ,使 得 对 .上 每 个 连续 反 线 性 泛 函 入 有 
(41. 15) A (GX, h) = 和 (hbh) 对 每 个 hej. 
证 明 由 ( 竺 .18), 对 于 每 个 hey, 存在 卫 的 一 个 元 素 Rh, 使 得 
对 所 有 的 WwEE, 肝 (w, h) = (WwW, Rh)s:. 由 (41.14)， 我 们 有 
(41 .16) ~ Jhls<or'|Rh|e, Vvh est. : 
这 样 , 定义 一 个 内 英 的 线性 映射 > (一 般 地 ,不 是 连续 的 ) .此 


”外 ，(41.16) 指 出 ， 从 赋予 的 范 数 的 RI 到 五 中 的 映射 Rh>h 


是 连续 的 ， 由 连续 性 ， 将 它 延 拓 到 Rf 在 中 的 闭 包 再 令 它 在 
6 的 正 交 补 空间 上 等 于 零 , 将 它 延 拓 到 整个 五 上 ， 用 GH 表示 这 
个 延 拓 , 它 的 范 数 <of:. 用 Ga 表示 G3 的 伴随 算 子 , 这 是 一 个 有 界 


线性 算 子 也 -> 卫 ; 它 与 Gi 有 相同 的 范 数 ， 对 于 所 有 的 wE 了 和 所 


有 的 hE1, 我 们 有 
IGiw, h) — (Grw, RD)e= (WwW, GIRh)E= (W, h)s. 
现在 令 了 了 表示 从 了 瑟 到 卫 上 的 典 则 同 构 ， 再 令 GAM=G4JA( 对 所 


me 
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有 和 XE 球 ) 即 可 . ”证 些 ， 
”对 于 于 的 下 列 选 择 ,我们 来 应 用 引 理 入 .2. 选 卫 为 对 人 ，?2o) 


的 空间 ,其 中 v€ 天 (0 T; 五 (09)), voE 2) 是 上 的 范 数 选 


为 自然 范 数 
lo ml- 人 ec ON at lr) ao}. 


”至 于 它 将 是 耳 的 一 子 空间 , 由 其 有 下 述 性 质 的 对 (2, 20) 组 成 :TY 


vEBo, vo 等 于 v(, 驴 当 太 > 十 0 时 在 (8) 中 的 极限 ， 因 而 ,也 
有 
(41.17) ” 当 t<T 趋 于 了 时 ,2(', 驴 在 LC(Q) 中 的 极限 是 零 . 
(我 们 暗中 已 经 应 用 了 引 理 40 .2.) 

在 我 们 的 情形 , 引 理 入 .2 中 的 形式 对 将 是 

《GQw, wo0)，(%,， ho))H> Cw, 有 如， 出 由 (和 红 . 名 给 出 1 


由 于 (入 .17), 能 量 估 计 (41.7) 指 出 , 引 理 条 .2 的 假设 (入 .14) 得 。 . 


到 验证 ; 至 于 (41.13) , 它 的 被 满足 是 由 于 CW 这 一 事实 . 因而 ， 
我 们 不 妨 利 用 此 结论 。E 上 的 连续 泛 函 入 将 是 z 

(41.18)  (w, vr | <, Ddt+ 人 ro dow do, 
其 中 ,和 Uo 分 别 是 (入 .9) 和 (和 红 .11) 中 的 函数 ,而 4》 是 及 -40Q) 
和 及 3(Q) 之 闻 的 对 偶 性 括号 . 我 们 得 到 结论 ， 存 在 (V7, Fo) EE， 
使 得 : 

(41.19) 


(V7, 内 -| < 页 Bdi+ | Uo Cw) Rl, Ods, VhEY. 


我 们 首先 在 O07(0, T[; H3(9)) 中 进取 ”在 此 情形 , 方程 


(41.19) 化 为 
和 _ T 
(41.20) | s+ (t+ TV, Da=| Cm, Bat, 
它 列 涵 着 , 在 ]0, TI[ 中 广义 函数 ( 取 值 于 瑟 怀 (3) 中 ) 的 意义 下 ,或 
+ 显然 ,如 Cw, 内 可 延 拓 到 更 0X Ze(0, 7; 有 3(9)) 上 ， 而 和 sbw, 加 却 可 延 拓 成 


L300, 了 ZJ; 五 克 9)) Xx Bo 上 的 一 个 氢 双 线性 泛 肖 ， 
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在 Qx10, 了 [中 的 广义 函数 意义 下 ， 

(41.21) Vt (rtAP -FR. 

从 方程 (41.21) 立刻 就 得 到 :E2200, 了 7T; 且 (8)), 因 而 ， VD, 
特别 ,VV 可 视 作 闭 区 间 [0, 四 中 的 连续 函数 , 取 值 于 3 (9) 中 ,如 
再 回 到 (4 .19), 通过 分 部 积分 , 我 们 看 到 


WV, DV, 天 |-o 二 人 Pi (r+ AV, Be, 
因而 , 由 (41.21) ,我 们 有 
(41.22) : : 

<V, Bylo—| Ve, 0)h(w, 0)dz-| Uo (oh, 0) dw. 


显然 , 可 以 取 及 EW 使 得 A(w, 0) 是 囊 3(Q) 的 一 个 任 给 的 元 素 。 这 
样 ，(41.22) 草 涵 着 在 8 中 几乎 处 处 (zw, 0) -Uo(e)， 我们 看 到 
… 了 是 (41. 9)— (41. 11) 的 一 个 解 ， 


lH. 解 的 唯一 性 
通过 减法 , 所 谓 唯一 性 , 就 是 证 明 下 述 事 实 :如 果 殉 E@ 满足 
(41.23) Wit+ (rt+A)W=0, 
(41.24) W(:, 0) =0,，- 


则 必 有 邢 =0， 由 (条. 友和 (入 .28) ,我 人 有 
OW, W) = (pit (r+ A)W, WAdt=0 
因而 由 (41.8) [由 于 (41.24)], 就 得 到 我 们 的 结论 . 


HI. 解 的 估计 


暂且 回 到 本 节 第 I 部 分 ( 解 的 存在 性 ) 的 推理 , 特别 , 当 我 们 应 
用 引 理 入 .2 时 , 回 到 空间 卫 , ! 的 选择 , 形式 半 的 选择 等 等 上 来 . 
我 们 注意 到 , 由 (入 .18) 所 给 出 的 反 线性 泛 函 入 在 BB 中 的 范 数 是 
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工 1/92 
[X= 人 | JF, tl joatt | IU ow) 2 do 


如 果 应 用 引 理 入 .2 的 结论 , 特别 , 应 用 关于 算 子 G 的 范 数 的 估计 ， 
我 们 就 发 现 ，(41.9) 一 (41.11) 的 解 U 在 于 中 的 范 数 <2c51|X| = 
OolAl. 换 句 话说 ， 

(41.25) 


了 T 
[lve, Dhino dof Pe, hisw dt loolico }. 


这 里 ， 我 们 回 到 原来 的 未 知 函 数 %， 并 用 ww 和 yg 来 表示 U。 从 
(41.25) 就 推 得 下 述 估计: 


(1.26) | 人 we 人 入 一 和 Bcw ot 
<E? {| wo 人 一 5 oaz 二 | FC, DN 
二 人 420 Di th, HBcw jad 


这 就 是 在 注 40.5 中 提 到 过 的 估计 式 . 常数 依赖 于 8, 4(%w, 4 
2/az) ,也 依赖 于 数 了 0. 


习 题 


41.1 令 V, 开 如 习题 40. 夺 中 所 述 , 算 子 值 函 数 4( 分 如 习题 40.3 中 所 
述 . 现在 假设 ， 存 在 两 个 常数 Xo ER, co>0， 使 得 对 于 几乎 每 个 1E[L0,， 7]， 
有 
(41.27) Re(4 人 vv 二?Xolv 虱 colvlg，YvETV. 
重复 $ 4 中 的 推理 , 证 明 下 述 定理 : 
定理 全 .在 在 上 面 的 假设 下 , 对 于 任 给 的 函数 fG) EL2(0, 了 T， 和 W) 和 任 给 的 
元 素 uoE 耳 , 存在 唯一 的 通 数 uE 天 (0 T; V), 使 得 
(41.28) 全 +4G)a=t 在 ]0, T[ 中; 
(41.29) u(0)=uo. 
[由 习题 40.2 中 的 结果 , 从 方程 (41.28) 我 们 就 推 得 du/4t EL2(0, T; 入 '), 并 
由 习题 各 .1 中 的 结果 ， 我 们 看 到 ，1 可 视 作 团 区 闻 [0, 到 中 的 再 值 连续 函 
数 ， 由 此 就 得 到 《41.29) 的 意义 .] 


人 红 ， 能 量 不 等 式 , 定 理 40,1 的 证 明 : 抛物 型 混合 问题 的 弱 解 的 存在 性 和 唯一 性 391 


41.3 ” 当 定 理 40.1 中 的 算 子 4(w, b 3/32) 是 空间 变量 2 的 负 TLaplace 
算 子 时 ,明确 地 写 下 并 验证 能 量 估 计 (41.7) 和 (41.8). 
41.3 令 和 和 A404) 如 习题 40.3 中 所 述 . 令 ve Z2(0, 7; V) 是 方程 


C41 .30) : 人 +4(GOv=0 在 ]0, ZE 中 
的 一 个 和 解 . 证明, 存在 一 个 常数 C>0, 使 得 
41.31) 多 | <clvlv 


应 用 习题 20.2 中 的 方法 , 证 明 : 如 果 v(0) =0Lv( 是 闭 区 间 0<t<T 中 入 
值 的 一 个 绝对 连续 函数 ] ,那么 对 于 所 有 #< 思 必定 有 一 0 

4 和 ,4 令 只 是 Rn 的 一 有 界 开 子 集 , 其 边界 荆 是 一 0” 超 曲面 , 并 且 , 22 
在 了 的 一 侧 ， 令 了 =ToUi TonT1~， 并 令 g(w 四 是 1€ BR 的 HH?(02) 
值 的 0 函数, 当 1>>0 时 它 等 于 零 . 令 w(x) EL2(Q)， 指 出 ， 对 于 适当 选取 
的 VV， B98) CVCHI(Q)， 并 在 关于 w 和 9 的 适当 的 假设 下 (明确 叙述 这 
些 假设 ), 如 何 应 用 定理 入.1 去 证 明 混 合 问题 
~ 《32) w=Au 在 @x]0, ZT[ 中， 


(41.33) wz, 0) 一 wo(%) 在 日 中 ， 
(41.34) ”ww 一 g=0 在 To 上 ， ug) =0 在 T1 上 ， Vi>0 


有 一 个 且 仅 有 一 个 解 we ZP(0, T; V). 
条 .5 令 吕 和 也 =29 如 习题 条 .4 中 所 述 , 令 
已 Ko ty， D 一 亿 Gar, DD®. 


是 9 中 的 一 个 一 致 强 椭圆 算 子 (参阅 8 36; m 之 1)， 假 设 每 个 系数 wue 关于 z 
“的 所 有 阶 数 <m 的 偏 导数 都 属于 Zr(9X[0, 7D)， 令 ww EL2(0), gi(*, 及 
一 ~ 是 1(0<t<7) 的 一 次 连续 可 微 函数 ， 取 值 于 一"12( 世 ) 中 (对 每 个 j=0， 
1，…, m 一 1).、 指 出 ， 在 连结 w 和 gj 的 适当 的 附加 条 件 下 一 一 读者 必须 明 
确 地 叙述 它 (参阅 习题 40.3), 如 何 应 用 定理 条 .1 去 推导 , 混合 问题 


C41.85) +P, Do)w=0 在 OxJ0, ZE 中 ， 


(41.36) wo 0) 二 wol%) 在 人 中， 


(41.837) ulr=g9;s, 1=0, 1,*., %—1 


0! 
Ov 
有 唯一 的 解 w€ 中"(0, T; 9) (参阅 习题 40.0). 
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42， 能 解 关于 时 间 变 量 的 正规 性 


我 们 已 经 建立 了 混合 问题 (40.27) 一 (40.28) 一 (40.29) 的 解 
wu 的 存在 性 和 唯一 性 , 现在 要 在 数据 的 适当 正规 性 假设 下 , 来 考察 
其 正规 性 ， 但 是 如 果 我 们 将 现在 的 情况 与 边 值 问题 的 情况 加 以 比 


较 , 并 把 混合 问题 看 作 与 空间 BR”? 中 一 截 头 柱 体 , 即 2x]0, TE 
相应 的 一 种 特殊 类 型 的 边 值 问题 ， 那 就 不 能 避 开 而 必须 注意 下 述 


事实 , 即 , 问题 中 出 现 的 区 域 决 不 会 是 光滑 的 ; 在 位 于 超 平面 3-0 
中 的 集合 2 的 边界 处 ， 它 必定 总 是 有 隅 角 的 (除非 9 就 是 整个 空 
闻 BR", 而 此 时 根本 就 没有 边界 一 一 但 是 我 们 的 问题 就 是 一 个 整体 
Cauchy 问题 了 ! ) .实际 上 ,即使 在 最 简单 的 情形 , 这 样 的 隅 角 也 
导致 奇 性 (参阅 习题 竹 .2)， 因 而 ,， 人们 也 许愿 意 把 解 的 正规 性 的 


考察 限制 在 边界 的 充分 光滑 的 那 一 部 分 附近 , 实际 上 , 这 可 以 通过 。 . 


某 种 方法 来 实现 ， 这 种 方法 类 似 于 在 椭圆 边界 问题 中 所 用 的 方法 
G 27) ,当然 ,前 者 比 后 者 更 复杂 一 些 ， 事 实 上 , 这 个 注解 也 适用 
于 上 只 涉及 空间 变量 的 正规 性 研究 ， 在 适当 的 假定 下 , 后 者 (关于 空 
闻 变 量 的 正规 性 ) 可 从 椭圆 型 方程 的 类 似 结 果 ， 从 $ 27 中 对 于 
和 一 4 所 得 到 的 那 一 类 结果 而 得 到 (但 是 , 不 用 说 , 是 更 一 般 的 ). 当 
所 研究 的 算 子 的 系数 与 t 无 关 时 ， 人 们 可 以 在 这 个 方向 上 走 得 更 
远 , 并 且 丝 需 化 太 大 的 代价 , 例如 ,用 连续 半 群 方法 G 和 65) 或 用 


Laplace 变换 的 方法 ($$ 43 和 4) 即 可 .在 习题 和 .4 中 给 出 了 


在 这 方面 能 够 得 到 的 结果 的 提示 ， 
”本 节 中 只 讨论 关于 时 间 变 量 i 的 正规 性 ， 我 们 能 够 这 样 做 的 
理由 是 , 这 样 的 讨论 同样 也 能 适用 于 抽象 的 发 展 方程 (自然 , 其 中 
的 区 域 或 数据 的 特性 不 引起 复杂 性 )， 然 而 , 关于 空间 变量 的 正规 
性 的 讨论 必须 把 这 些 特性 考虑 在 内 , 并 且 必 然 大 大 提高 其 技巧 性 ， 


在 比较 初等 的 水 平 上 一 一 本 书 宁 愿 停 留 于 此 , 习题 44.4 中 的 提示 、 


应 该 足够 了 . 
这 样 , 我 们 必须 假定 , 关于 t, 数据 是 适当 正规 的 ; 这 与 微分 算 


人 
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子 4(w, t, 9/02) 的 系数 , 右 端 Fo, 修 以 及 函数 9(%, 信 ( 它 天 定 了 
解 的 边 值 ) 有 关 ， 它 既 与 开 集 2( 特 别 , 与 其 边界 厂 =60) 无关, 又 
与 初始 数据 w 无 关 一 一 虽然 ,如 我 们 将 要 看 到 的 , 4, f ,9 关于 4# 
的 较 强 的 正规 性 性 质 , 就 w 而 言 , 将 要 求 关 于 % 有 更 严格 的 正规 
性 条 件 [参阅 (42.19)]. z 

如 果 对 于 所 期 望 的 结果 的 类 型 , 以 及 证 明 它们 所 用 的 方法 , 希 . 


_” 望 获得 一 种 清楚 的 想法 , 那么 , 彻底 地 研究 一 阶 可 微 性 的 情形 也 许 


是 恰当 的 .这 就 是 我 们 准备 做 的 事情 .我 们 作 如 下 假设 (除了 在 

定理 40.1 中 已 经 作 的 假设 外 )、 

(42.1) A(w,t, 9/6%m) 的 系数 af(w, t), bi(w, 人， ow, t) 关于 二 有 
一 阶 导 数 ( 在 广义 了 苞 数 意义 下 )， 并 且 都 属于 L* (8 x 0， 
TD. 

- 用 4:=Ai(%, 4, 6/6%) 表 示 和 4 的 所 有 系数 关于 t 求 微 商 而 得 

”到 的 微分 算 子 ; 

Aiv = (6/208) (Av) — Avi. 

注意 , (42 .1) 等 价 于 下 述 假设 ; 系数 es, 5b’, 5 是 [0, 2 中 的 一 “ 致 

Lipschitz 连续 消 数 , 取 值 于 L*(Q) 中 . 

其 次 ,我 们 引进 下 述 假设 : 

(42.2). 户 E 天 (0 73 HQ)), 

(42.8) g:€ LC0, T; H1(Q)), gun€E TI? 0, 7 HT1(0)) 
( 即 ,g: EB), 

. 《42.4 当 纪 二 0 时 ,9 及 在 严 (9) 中 政策 于 一 画 数 记 (0 

不 用 说 ,我 们 假定 了 gE C0, TP; 五 1:(Q)); 因而 ， 在 现在 的 假设 

下 ，9 是 闭 区 间 [0, 中 的 绝对 连续 函数 ， 取 信 于 了 H+(8)， 而 

(40.26) 中 的 初始 值 9(*, 0) 必定 属于 HH?(Q). 

我 们 也 许 要 间 ; 在 (42.1) 到 (42. 儿 这 些 假设 下 , 是 否 可 以 断言 

(40.27) 一 (40.38) 一 (40.29) 的 解 迷 有 下 面 两 个 性 质 . 

(42.5) uED 

(42.6) 当 术 > 十 0 时 wwC*, 旭 在 (8) 中 收敛 . 

条 件 (42.5) 蕴涵 着 , 忆 象 9 一样 -是 [0, 1] 中 的 绝对 连续 函数 ， 到 


pi 
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值 于 及 "09) 中， 因而 ,其 初始 值 ww 必定 在 及 1(Q) 中 ,而 不 是 内 在 
天 2) 中 . 再 者 , 条件 (40.28) 兹 涵 着 一 g E00?(E0, T]; 有 5(@))， 
所 以 , 我 们 应 该 有 ww 一 9(*, 0) E H3(Q)， 另 一 方面 hu, 象 f 一 
样 ,是 [0, 区 中 的 绝对 连续 函数 ， 取 值 于 五 了 (0) 中 ， 因 为 这 个 事 
实 , 初始 值 w《*, 0) 就 由 方程 (40.27) 完全 确定 : 

(42.1) wl, 0)=ww0—f(:, 0)—A(s, 0, 0/0%)uo. 

由 (42.6) ,我 们 必定 有 人 甸 EL (9). 一般 而 言 , 我 们 看 到 ,关于 # 的 
正规 性 要 求 增加 了 关于 zz 的 [自然 , 也 关于 (%， 的 ] 正 规 性 . 如 
果 关于 宇 微 商 (40.27) ,就 得 到 

(42.8) wt Alw, t, D[D00) 一 方 一 4 t, 0/0%)u. 

这 就 提 示 我 们 考察 下 述 混合 问题 : 

(42.9) vi+A(v,t, 90/0z)v=fi 一 Am 在 Qx1]0, TI 中 ， 
(42.10) wv(, 有 一 94(*, 旨 EH3(Q) 对 几乎 所 有 t, 0<t<T， 
(42.11) 当 太 > 十 0 时 ,2 驴 在 2(Q) 中 收 全 于 名. 

由 定理 40.1 我 们 知道 ,这 个 问题 有 一 个 唯一 的 解 vE 外 . 我 们 将 
证 明 %v=ww， 而 这 就 证 明了 (42.5) 和 (42.6)， 为 此 ,我 们 证 明 


wr(,, D -wt ve, ta 


等 于 w， 注 意 ,wEO?([0, 7]; 及 1(0)), 并 且 , mE 煞 ， 鉴 于 志 的 
表达 式 [(42.7)], 并 由 于 由 分 部 积分 而 得 来 的 事实 


pt 
| Av Wt= | Awidt— Aw— Alw, 0, 2/aa)wo 一 | Am dit, 
我 们 有 


| - t 区 
wo | 4 一 0) 一 | hg dt 


地. 


一 -Aw+| 4 (w—w dttf. 
从 (40.27) 减 去 它 , 就 得 到 
(42.12) | CWit A | hited. 


男 一 方面 ， 
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wl, DI, dD =u, 0) 十 | ol, DB, D1, 
由 此 , 并 由 (42.10) ,得 到 
wl tg, — [ug9(, 0)] EHLIQ) 
在 [0, 下 中 几乎 处 处 ， 
从 条 件 (42. 辐 一 (42.6) 下 面 的 注 我 们 知道 ,wo 一 9 (*,0) E ECO). 


这样 ,在 [0, 区 中 几乎 处 外 有 w(*, 从 一 9(', 引 E 3(Q)， 因 而 ， 
”由 (40.28) ,我 们 有 


(42.18) w(. 一 w(*, 四 EH3(Q) 对 几乎 每 个 ti 0<t<T. 
最 后 入 

(42.14) 当 #>0 时 ,ww ,如 一 w(*, 驴 在 2(8) 中 收 化 于 0. 
事实 上 , 由 (42.18) 知 w 一 wE go, 因而 w 一 w€E 0°([0, 四; (0@)) 
( 引 理 40.2)， 因 而 可 以 把 条 件 (42.14) 重新 写成 下 述 形式 : 


(42.15) (u—w) (-, 0) =0. 
现在 考虑 下 述 问 题 : 
(42 .16) | hED,, 
(42.17)- ht Ah=f1€ 1(0, T,; H-(0)), 
(42.18) h(-, 0) =0. 


由 定理 40.1 知道 , 是 唯一 确定 的 ， 此 外 , 在 现在 的 情形 中 , 估计 
式 (条 .26) 大 大 地 简化 了 ， 在 这 里 , 它 变 为 


~ (42.19) | [aC:, £) co) a<K’| | t) lic, dt. 
我 们 暂时 固定 了 ,并 令 T' 是 任 一 数 ,0<7” <T. 令 凡是 人 (0, 了 ，; 
五 -1(0)) 的 任 一 元 素 ， 并 令 届 表示 问题 (42.16) 一 (42.17) 一 
(42.18) 的 解 ， 但 在 此 问题 中 工 和 记分 别 用 7 和 丹 代替 ， 我 们 
可 以 把 卢 延 拓 到 [0, TI] 上, 只 要 令 延 拓 记 在 ]Z' 2 中 等 于 零 ， 
并 令 有 表示 同一 问题 (但 这 次 在 问题 中 出 现 的 是 了 和 方 ) 的 解 . 由 
于 解 的 唯一 性 , 在 [0, TE 中 必须 有 %= 太 ， 由 (42.19), 我 们 得 
- 到 
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TT 
G42.20) | har CD hin dR FC, Do 


-KE?| AAC, Dh 上 
这 就 证 明了 常数 KK? 的 选取 与 任何 有 限 区 间 [0，7Tol 中 的 无关， 
现在 选取 有 二 wu 一 v. 那么 有 满足 (42.16) 一 (42.17) 一 (42.18)， 
其 中 : 


a 


户 -| Aydt [参阅 (42.12)]. 


由 我 们 关于 4(w, t, 8/9%w) 的 系数 的 假设 (42.1) 以 及 引 理 40.1 我 
们 有 


Ca.2 aC, Oho <R a, t) linea oa} 


现在 , 令 1" 是 [0, 了 ] 中 使 得 在 [0, 7T] 中 %=0 的 最 大 数 ; 显然 ,2 
存在 (自然 , 它 可 以 是 零 ). 从 (42.21) 我 们 得 到 ， 在 [0 ] 中 户 二 0 
因而 , 由 (42.19) 和 (42.21)， 


| [CC-, £) | du<KE?|, 由 1hC:, #) | aww, dr | dt 
KE | 4 一 人 1) | [he, t) gic at’. 


假设 我 们 有 T' <T， 那 么 从 上 面 的 不 等 式 就 能 推 得 

(42 .22) 1<K?KiT—T’)/2. 

但 是 由 我 们 早先 关于 下 可 与 T<T, 无 关 地 选取 这 一 事实 的 注 

(对 于 玉 :， 同 样 的 事实 显然 成 立 )， 现 在 我 们 不 妨 使 下 收敛 于 

7"<T; 这 样 ，(42.22) 是 荒 记 的 ! 因此 , 我 们 已 证 明了 我 们 必须 有 一 

7' 一 7T 了 ,即刻 恒 等 于 零 , 也 就 是 在 [0, T] 中 以 =w, 因 而 ,2 一 w. 

总 之 , 我 们 证 明了 m%==1 时 的 下 述 结论 ; 

定理 名.1 除了 定理 40.1 中 的 所 有 假设 之 外 ， 我 们 还 作 下 述 一 

些 根 设 ， 

(42.23) 4(o 1 8/90%) 的 系数 a bf c(T<2，7 委 人 关于 寺 的 阶 
数 达 m 的 所 有 导数 属于 L~(Q x]0, TD)， 

(42 .24) /YE 700 TT, H+ C2) ) ， 0 委 7 和 雪人， 


J - 
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(42.25) gHE LO0, T; Hi(Q)), OIj<m, gu+WE LO0, T, 
HQ)), | 
(42.26) 当 t> 十 0 时 9 中 (., 朋 在 (9) 中 收敛. 
再 令 4 表 示 问 题 (40.27) 一 (40.28) 一 (40.29) 的 解 ,其 存在 性 
和 玲 一 性 在 定理 40.1 中 被 断言 .假设 下 述 关系 成 立 ， 


(42.27) UK 0) EIQ), 0<ij<m, 
(42 .28) uN», 0) —gH(., 0) € HECQ), 
0<j<m—1. 
那么 , 下 述 结 论 成 立 ; 


(42.29) wn?E LO, TPT; Hi1(0Q)), 0<j<m, 
ut er 0, T, HQ)), 
(42.30) wD(, 有 一 90(, 旨 EH3CQ) 对 于 几乎 每 个 0 过 
了 ,和 对 于 每 个 j=0, 1,…, m 一 1， 
(42.31) 当 t>+0 时 wn?(,, 力 在 (9) 中 收 仑 . 
对 于 一 般 的 mm 之 0, 定理 各 .1 的 证 明 是 简单 的 ; 通过 关于 mm 的 
”归纳 法 和 对 于 ww 应 用 r=1 时 的 定理 纪 .1 (这 是 我 们 已 经 证 
明了 的 ). 我 们 把 其 细节 留 给 读者 ， z 
关于 条 件 (42.27) 和 (42.28) , 宣 提 一 注 记 :读者 不 应 得 到 这 样 
的 印象 , 即 与 其 说 这 两 个 条 件 是 加 在 久 的 微 商 上 的 , 还 不 如 说 是 加 
在 数据 上 的 [显然 , 条件 (42.28) 到 (42.26) 与 数据 有 关 ]， 事 实 上 ， 
(42.27) 一 (42.28) 与 初始 数据 wo 和 J 了 在 t=0 时 的 导数 了 9(:, 0) 
有 关 、 诚然 ， 从 微分 方程 (40.27) 我 们 推 得 , w, 更 一 般 地 , 所 有 
一 v wu, 0<j<m, 是 闭 区 闻 [0, 四 中 的 连续 函数 , 取 值 于 五 (9) 中 
[我 们 暗中 用 了 假设 (42.28) 和 (42.24)], 因而 , 作为 互 -1(Q) 的 元 
素 ,uw9(*, 0) (0<j<m) 是 有 意义 的 ,再 者 , 这 个 元 素 可 表 为 和 
fC(*，0) (7 < 之 办 的 一 个 线 性 画 孝 -虽然 这 个 才 达 式 可 能 是 复 
杂 的 (特别 , 当 了 非常 大 时 )， 例 如 ， 
wl*; 0) = 一 4(o 0, 8/88) uot fl., 0)， 
tt ，， 人 一 一 4(C，0 0/0%) ul, 0) 
— Ai(w, 0, 0/0w)uot fl,, 0) 


398 第 IV 章 混合 问题 和 发 展 方程 

=A(v, 0, 0/0%)uo A(%, 0, 0/07%)1(., 0) 

— A (%, 0， 2/0%) uo t fil., 0), 
等 等 。 
一 个 特殊 情形 , 其 中 叙述 大 大 地 简化 了 一 一 只 要 条 件 ( 和 2.27) 
_ 和 (42.28) 自动 满足 一 一 是 这 样 的 , 其 中 
(42 .82) fC.,0)-=0,， 0<j<m—il, 
(42 .83) 0d(。 0)=0, 0<j<m—1, 
(42 .34) / wuo=0. : 
事实 上 ， 在 这 个 情形 中 ， 所 有 的 uw?(., 0) 等 于 零 (0<j<m). 注 
意 ， 如 果 我 们 把 (42.24) 与 (42.32) 结合 起 来 ， 我 们 就 看 到 ， 对 于 
i<0 令 一 0, 能 把 了 延 折 到] 一 ce, TL 这样 延 拓 后 ， 
(42.35) foDE Ta( 一 co, T, HQ)), 0<Ij<m; f=0 对 于 t<0, 
类 似 地 ， 
(42.86) 96E 12( 一 co T; HI(Q)), 0<j<m, 9 = =0 对 于 t<0.，_ 
我 们 得 到 下 述 推论 
推论 钢 .1 除了 定理 40.1 中 的 假设 以 及 假设 (42.23) 到 (42.26) 
之 外 ， 还 假设 (42.32) 一 (42.33) 一 (42.34) 成 立 . 那么 ,对 于 每 个 
j 一 0,…, m， 我 们 有 w2( 0) 一 0. 

换 句 话说 , 如 果 我 们 在 ] 一 co, 0 中] 中 用 0 延 拓 解 %, 则 
(42.87) udEL -00, T; Hi(D)), 0<j<m; 
uw" EL (0, T; H+(Q))., w=0 当 志 0 时。 


习 中 


“42.1 令 V, 耳 如 习题 40.1 中 所 述 , 并 令 4 是 一 有 界线 性 算 子 T_> 豆 ， 
使 得 对 于 适当 的 常数 0，coL 人参 阁 (41.37)], 有 


(42.38) .RelAv, v)- +Xolv li> collvly, VveET. 
邻 n(t) E52(0, ZT. YI) 满足 

(42.39) Wt+Au=0, 0<t<T, u((0)=u EH. 
证 明 ， 


(42.40) uceE72(0, T; VD) 二 2 urthde LD), T, 可 )， 
当 且 仅 当 
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(42.41) Aino EH, j=0, 

42.2 用 与 习题 革 ， 1 中 相册 的 假设 (和 记 写 》 今 玉 是 从 V 到 VV 上 的 
卜 则 线性 等 距 算 子 。 我 们 可 以 把 天 看 作 王 中 的 一 个 正 算 子 , 它 一 般 是 无 究 
的 .我们 假设 
(42.42) ADEL*O0, TLV, VY)), 0<j<m; 


(42.43) fH ec 72(0，7; YW ), 0<ij<m., 


令 nDEZ2(0 了 7; VV) 是 (条 .28) 一 (41.29) 的 解 ( 参 阅 习 通 41.1 和 定理 


44.1)， 证 明 ，( 和 .42) 一 ( 委 .4) 草 涵 着 性 是 财 区 闻 [0, Tj 中 的 .0" 遂 数 ,下 
人 值 了 wh 


证 明 ,f 和 uo 的 下 述 性 质 
(42.44) 丽 mmi0(0)E 了 再， j=0,., m—l1 KruEH 
蕴涵 着 
(49.45) no(0) EV, j=0,., m—l1; um"(0)€EH. 
42.3 利用 上 一 个 习题 的 结果 , 并 适当 改变 § 42 中 的 推理 ， 证 明 下 述 定 - 
理 ; 
定理 锡 .28 除了 定理 44.1 中 的 假设 之 外 ， 我 们 还 假设 (42.42)，(43. 和 ) 和 


” (48.44) 成 立 . 


那么 , (41.28) 一 (41.29) 的 解 ua( 录 有 下 述 性 质 ; 
(43.46) ut €L2(0, TV), j=0,.%, m; QnrDET2C0 T; V). 
从 (42.46) 推 导 , 0 是 闭 区 间 [0, TJ 中 的 Cm- 或者, 0) 函数 , 取 值 于 V (或 
省 ， H) 中 . ~ 

42.4 在 下 述 情形 应 用 定理 42.2.V=Hi(BR"), HL2(B"), 一 4 的 一 4 
(空间 变量 一 一 即 , R" 中 一 一 的 Laplace 算 子 )， 证 明 ， 在 这 个 情形 中 ,我 们 有 
《42 .47) un(0) EHY™ HDR), j=0,.,m 
关于 um+bD(0) 能 断定 什么 结论 ? 
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当 微 分 算 子 4(z, t, 8/ao) 的 系数 不 依赖 于 时 间 变 量 宇 的 时 
候 ， 处 理 前 几 节 中 我 们 研究 过 的 两 种 混合 问题 就 比较 人 容易， 在 此 
情形 , 除了 8$ 40 和 8 红 的 抽象 方法 之 外 ， 有 两 个 相当 一 般 的 方法 
可 用 ，Laplace 变换 方法 和 半 群 理论 。 这 些 方 法 导致 更 精细 的 结 
果 , 并 且 , 在 我 们 准备 应 用 这 些 方法 的 特殊 情形 之 外 , 它们 还 有 广 
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泛 的 应 用 . 我们 先 从 Laplaee 变换 开始 ， 我 们 将 简略 地 回忆 一 下 
它 的 定义 和 主要 性 质 一 一 有 关 取 值 于 一 个 Banach 空间 五 (其 中 ， 
范 数 将 用 lis 表示 ) 中 的 函数 和 广义 函数 之 间 相 互 变 换 的 性 质 ， 

”考虑 定义 于 实 直线 及 中 的 函数 和 广义 函数 ， 传 统 上 ， 函数 
f 扩 的 Laplace 变换 用 


(43. 1) : YF (G 十 氏 ) 一 | BCct; op at 


(形式 地 ) 定 义 ， 其 中 a+ 训 是 复 变量 (通常 用 表示 )， 显然 ， 在 “ 
Fourier 变换 和 Laplaoe 变换 之 间 必 定 有 某 种 联系 ， 我 们 知道 ,前 
者 与 记 的 基本 加 法 群 结构 密切 相关 , 因而 , 后 者 也 应 该 与 其 相关 . 
但 是 , 正 半 直线 及 + 一 [0， 十 ce[ 不 是 一 个 加 法 群 , 因此 我 们 要 做 的 
第 一 件 事 就 是 把 (43. 卫 中 的 积分 延 拓 到 整个 实 直线 上 一 一 用 堆 将 
f 延 拓 到 ] 一 oo, 0[， 这 样 , 形式 定义 (48. 才 可 改写 为 


(43 .2) Lf (otin) | om (ee (0) ds, ce 


其 中 , 我 们 重复 一 遍 , 当 #<0 时 GQ) 一 0， 公 式 (43.2) 强 调 了 下 述 
事实 : .YZf (Go 十 记 ) 是 efQ) 的 Fourier 变换 ,其 中 实数 c 起 着 参 
数 的 作用 .我 们 约定 , 仍 用 表示 BR! 上 的 变量 , 用 7 表示 Bi 的 
对 偶 空间 中 的 变量 , 即 Fourier 变换 式 中 的 变量 ， 于 是 , 还 是 形式 
地 ， 对 于 实 直线 上 在 ] 一 oc, 0[ 中 =0 的 任 一 广义 函数 了 , 即 对 于 
TE 乡 4 ,我 们 令 z 

(43.3) * YT(o+ir)=F (eT). 


自然 , (43 .3) 的 右 端 将 无 意义 一 一 除非 6 "全 是 “可 Fourier 变换 ”一 


的, 也 就 是 说 , 是 绥 增 的 . 现在 假设 是 一 连续 函数 f. 如果 对 于 某 
个 实数 00, e-“*j 是 缓 增 的 , 那么 , 由 于 1<0 时 (4) 一 0 这 一 事实 ， 
et (c>ao) 就 不 仅仅 是 缓 增 的 : 事实 上 , 在 无 穷 远 处 它 衰 减 的 速 
” 度 快 于 某 个 指数 函数 e-##， 对 于 这 样 的 c, (43.2) 右 端 的 积分 有 意 
义 ， 我 们 可 以 在 积分 号 下 对 .o 和 对 证 求 导数 . 如 果 把 微分 算 子 
3/3ac+i2/ar 作用 于 (43.2) 的 右 端 , 就 得 到 零 , 这 意味 着 .多 fo 十 
zz) 在 “垂直 的 ” 半 平 面 rc>oo 中 是 0o+is 的 全 纯 函 数 . 同样 的 观 
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察 也 适用 于 广义 函数 

命题 49.1 假设 TE 4， 并 设 o-"T 是 缓 增 的 (oo 是 实 的 )， 屠 
么 ,GT(c+ 钉 = 多 (et 人 在 半 平 面 c>oo 中 是 十 好 的 全 纯 函 
数 . : z 
当 广义 函数 也 取 值 于 Banach 空间 慎 中 时 ， 上 面 的 叙述 仍然 
有 效 ， 其 中 唯一 需要 澄清 的 事情 是 “ 缓 增 "的 含义 如 通常 一 样 


"如 用 .多 表示 实 直 线 上 0” 函数 的 空间 ， 这 些 函 数 的 所 有 阶 导数 在 


“无 穷 远 处 的 衰减 快 于 | 引 开 的 任何 寡 , 那么 , 由 定义 ， 缓 增 卫 值 广 


义 函 数 空间 (BE) 就 是 从 儿 到 卫 中 的 连续 线性 映射 的 空间 (把 
这 些 映射 从 9 限制 到 筒子 空间 Oz， 就 可 把 它们 视 作 卫 值 广义 函 
数 ) ， 这 时 可 以 证 明 ,定义 于 实 直线 上 , 取 值 子 瑟 中 的 一 广义 函数 


工 是 缓 增 的 , 当 且 仅 当 它 可 被 写 为 


(8)s 


f=0 


”其 中 名 是 连续 函数 及 > 书 , 具 有 下 述 性 质 ;对 于 某 个 整数 8 之 0, 非 


a 


负 函 数 
G+) ED |s, j=0,*…,m 
在 及 上 是 有 界 的 (wm 各 依赖 于 IT) 这样, 绥 增 纯 量 广义 函数 的 
性 质 没 有 修改 地 推广 到 取 值 于 Banach 空间 的 缓 增 广 义 函 数 . 
我 们 将 说 ，TEB'(B) 是 可 Laplace 变换 的 (Laplace- 
transformable) , 如 果 对 于 某 个 实数 we， eT 是 绥 增 的 . 
从 Fourier 变换 的 反 演 (或 , 互 反 ) 公 式 , 并 从 (43.3), 立即 得 
到 Laplace 变换 的 反 演 公 云 : | 
(48 .4) TF 1 IT (oir)). 
读者 必须 记 住 ，F 阅 把 变量 + 的 广义 函数 变 为 i 的 广义 函数 ; 0 
仍旧 起 着 参数 的 作用 .在 某 种 形式 的 意义 下 (可 以 严格 地 说 清楚 
这 种 意义 ), (43 .名 可 改写 为 


7 = (2%) -| eCtin yt fT (a+é7) dz, 


如 
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(43.5) T- Br), 7 (pdp, 

其 中 , y 是 一 销 重 线 {D; Rep 一 cc>ooj.， 公式 (43.5) 是 经 典 的 ， 在 

讨论 广义 函数 时 , 必须 对 此 公式 进行 适当 的 解释 。 z 
Laplace 变换 有 类 似 于 Fourier 变换 的 优点 : 它们 都 导致 算 符 

演算 ， 更 精确 地 说 ， 这 意味 着 它们 把 卷 积 变 成 乘法 ( 当 它们 有 意 

义 时 )。 众所周知, 多 1 是 一 交换 着 积 代 数 ， 注 意 , 如 果 和 和 5y 外 

局 部 可 积 函 数 ， 当 .<0 时 它们 都 等 于 零 ， 那 么 可 以 定义 它们 的 卷 “ 

积 , 而 不 管 它们 在 无 穷 远 处 的 增长 阶 如 何 。 事 实 上 ， 


(43.6) (fxg) @) -| 990 f(t—8)g (8)0s. 


相同 的 理由 使 得 此 定义 对 于 两 个 在 t<0 时 等 于 零 的 广义 函数 8， 
T 亦 有 效 ， 注意 , 如 果 pE 0>, 则 
Fxg) @) = XT,, p(s+t)> z 

是 二 的 Or= 函数 , 当 t> 如 时 它 恒 等 于 零 [如果 候 设 当 t> 如 时 "人 一 
一 0]， 因 为 当 t<0 时 5S~0, 所 以 8 的 支 集 与 和 sy 的 支 集 之 交 是 
紧 的 , 因而 可 以 构 作 

CS, Pigp> 一 《CS Ts, pls tt)>), 
由 关于 广义 函数 的 Fubini 定理 , 它 等 于 

T's, 《3 ps 十 人 > 一 人 Sg. 
由 定义 , SxT 是 广义 函数 pH>《S,， xg>， 这 就 推广 了 (43 .6). 

在 多 ' 中 卷 积 的 交换 性 是 显然 的 ，B' 中 有 一 单位 元 素 8、 再 

着 ， 多 4 是 一 整 环 (an integral domain) (这 从 支 集 定理 ， 即 定理 
43.2 即 得 ; 其 证 明 , 参阅 习题 438.4 到 48.6). 
命题 各 .2 令 S, TE D4， 假设 eo"iS 和 6-™iT 都 是 缓 增 的 ， 那 
么 在 半 平 面 cc>co 中， 
(43 .7) .0Sx1) 一 (2223) (ED. 
证 明 ”如果 o>>oo, 则 6-° 的 , e* 二 不 仅仅 是 缓 增 的 它们 在 无 穷 
远 处 是 速 降 的 。 因而 可 以 定义 它们 的 卷 积 ,此 卷 积 在 无 穷 远 处 是 
速 降 的 .我 们 有 
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(43 .8) et(SxT) = (eH) (eT), 

因而 ，-.& (9*) 是 半 平 面 c>coo 中 C++ 和 的 全 纯 图 数 . 如 果 对 

(48 .8) 的 两 端 取 Fourier 变换 ， 并 利用 下 述 事实 ， 在 目前 的 情形 

中 , 多 (Ux) = 名 U.FZV, 则 我 们 立刻 得 到 (43.7). 证 毕 . 
在 处 理 卫 值 广义 函数 时 ， 卷 积 无 意义 ， 即 使 这 些 广义 函数 当 

fi<0 时 取 零 值 亦 然 , 除非 卫 是 一 Banach 代数 (参阅 例 39.2). 我 


- .和 们 需要 值 空 间 之 间 的 某 种 配对 (或 耦合 ). 有关 这 个 主题 ， 请 参阅 
”$89.4. 从 我 们 的 观点 来 看 , 最 重要 的 配对 是 五 的 元 素 和 工 ( 卫 ; 卫 ) 


的 元 素 ， 即 从 已 到 另 一 Banach 空间 了 中 的 有 界线 性 算 子 ， 之 间 
的 配对 ， 如 通常 一 样 ， 万 ( 卫 ; 了 F) 将 赋予 算 子 范 数 , 简单 地 用 川 表 
示 ( 参 阅 例 89. 和 ， 当 SES4 (GE; 下 )) 和 了 E 9 (EB) 时 ， 我 们 
用 下 述 显然 的 方式 定义 卷 积 SeT: 
(43 .9) (SeT) (9) =S (Trp), gE O07. 
对 于 一 般 的 空间 卫 和 也， 要 问 这 样 的 卷 积 是 否 可 交换 这 一 问题 
是 没有 意义 的 : 算 子 作用 于 向 量 , 但 是 向 量 并 不 “作用 "于 算 子 ， 找 

单位 元 也 是 没有 意义 的 ， 当 互 = 于 时 ， 情 况 就 较 正 常 ， 此 时 ， 
(LL(E; 嫩 ) 是 一 卷 积 代数 , 但 不 是 可 交换 的 , 除非 dim 耳 1. 
然而 , 它 有 一 单位 元 素 Ie5, 其 中 Is 是 五 的 恒 等 映 射 , 5 是 实 直线 
上 (原点 处 ) 的 Dirac 测度 .因而 ,对 于 卷 积 而 言 ，B4 (EB) 是 
一 2 (DCGE; 卫 )) ( 左 ) 模 . 

顺便 说 一 下 , 在 命题 和 8.2 的 假设 下 , 当 有 8 到 信 于 (EB, 了 ) 中 、 
中 取 值 于 了 中 时 , 公式 (43.7) 仍 然 成 立 . 

读者 也 许 感 到 奇怪 ， 为 什么 这 里 Laplace 变换 对 我 们 来 说 比 
Fourier 变换 更 重要 ? 理由 在 于 ， 如 果 只 考虑 当 +<0 时 等 于 零 的 
广义 函数 , 那么 , 能 够 施行 Laplace 变换 的 广义 函数 要 比 能 够 施行 
Fourier 变换 的 多 得 多 一 一 对 于 在 十 ce 处 以 指数 增长 的 广义 苯 
数 ，Laplace 变换 有 意义 ， 然 而 ， 只 对 缓 增 的 广义 函数 , 才能 施行 
Fourier 变换 ， 如 果 我 们 希望 把 这 些 应 用 于 微分 方程 , 那么 这 差别 
是 很 重要 的 ; 例如 , 实 直 线 上 的 一 个 常 微分 方程 的 解 是 形 如 jxes 的 
指数 单项 式 的 线性 组 合 ， 它 乘 以 Heaviside 函数 五 () ( 当 t<0 时 
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如 (一 0, 当 巡 0 时 五 - = 一世 后 总 是 可 Laplace 变换 的 , 然而 它 
们 不 是 缓 增 的 , 除非 Res<0. 

Paley-Wiener-Schwartz 定理 是 刻 划 紧 支 集 广 义 基 数 的 
Fourier 变换 的 特性 的 , 在 Laplaoe 变换 理论 中 有 其 类 似 、 此 类 似 
的 定理 刻 刘 了 支 祭 在 [0， 二 oo] 中 的 广义 画 数 的 Laplace 有 
性 : 
定理 49.1 令 hh (Dp) 表 示 半 平面 Rep>o 中 的 一 个 全 纯 函 数 ， 取 
值 于 Banach 空间 五 中 . 则 下 面 两 条 件 等 价 . 

(43.10) 存在 一 个 广义 函数 TE 信 '(B), 它 的 Laplace 变换 等 于 
h(np):; : 

(43.11) 存在 实数 cu oo<o< +co， 一 常数 C>0 和 一 整数 
之 0, 使 得 对 于 所 有 复数 pCRep01), 有 

(43.12) Ih(Cp) lOCd+ |»p|)". 


证 明 我 们 将 只 考 虞 纯 量 函数 和 纯 量 ) 义 函数 ; 当 它 们 取 值 于 证 i 


中 时 , 证明 是 一 样 的 

首先 证 明 (48.10) 蕴 涵 (43.11D，(43.10) 中 隐 含 着 了 =T 了 是 
可 Laplace 变换 的 . 令 4 是 使 Tiexp( 一 oh) 是 缓 增 的 一 实数 , 这 
意味 着 。 

8 一 > (a/ dt) ‘Ff 4 

其 中 ， 广 是 实 直 线 上 的 连续 画 数 ， 具 有 下 述 性 质 对 于 某 个 整数 
M>0, 
(43.18) 
z DI<MGTItD*Y 对 所 有 1EB, j=0,…,k. 
现在 令 ox>sup (ou al ,并 取 c=BRep>>ct 我们 有 


6-ct ,> > exp[ 一 (go—ob)t) (dd/at) fy 
-六 -二 一 二 97， 


其 中 gy 二 exp[ 一 (0o 一 AA 令 8 二 O11 一， 并 利用 (48. 13) ， 我 
们 看 到 ， - 


43. Laplace 变换 405 


Ig) [<MA+It) ee ViER, 0<i<h. 
因而 , gy; 的 Fourier 变换 外 是 5 的 有 界 的 C= 函数 ， 我 们 得 到 


HP LTD -FT = Sp-od)DD), 


由 此 即 得 (48.12). / 

-其 次 ,我 们 来 证 明 (43.11) 蕴 涵 (48.10). 不妨 假设 wa>0. 如 

”通常 一 样 ， 记 wp 一 o 二 i， 对 于 固定 的 o>o1， 考 虑 函数 w(p) = 
p34(p)， 它 是 实 直线 上 7 的 可 积 函 数 . 令 


1 To (orivnyt ; _ 1 | pt 
f=- eotin)dr Bs) wp) dp, 


其 中 ye 表示 (有 向 的 ) 铅 垂 线 Rep 一 og， 由 于 w(o 二 遍 ) 当 5-> 土 oo 
时 的 衰减 [从 (43.12) 可 得 ]， 我 们 可 以 应 用 Cauchy 积分 定理 ， 并 
且 , 正如 所 期 望 的 , 可 以 推 得 定义 fQ) 的 那个 积分 与 o 之 a1 无 关 ， 
事实 上 ,我 们 有 


(48.14) FOOD1 S00 +1 dr, 


其 中 Ce 是 一 正常 数 ,与 vc> oo 无 关 ， 取 固定 的 1<0, 并 使 oo 区 于 
十 co, 则 右 端 趋 于 零 ， 因 而 , 左 端 一 一 它 与 0 无 关 一 必定 是 零 
这 就 证 明了 当 t<0 时 0) =0. 
不 全 下 (人 14) 还 证 明了 , 对 于 任何 c>oa, eetf 在 二 co 处 
是 速 降 的 . 
(48 .15) T= (d/di) 2. 
显然 ,TE 1, 它 是 可 Laplace 变换 的 ， 由 了 的 定义 , T 了 的 Laplace 
~ 变换 等 于 九 
习 十 : 
43.1 令 了 是 大 于 零 的 任 一 数 ,w 是 属于 21 的 一 广义 函数 。 证 明 , 存在 
实 直线 Ri 上 一 个 连续 函数 了 ， 它 当 #<0 时 等 于 零 ， 和 一 个 依赖 于 4 的 整数 
mm 之 0, 使 得 


(43.16) w/adD)"mf 在 ] 一 ,7Z[ 中， 
43.2 证 明 , 任 一 广义 函数 %e 94 可 写成 级 数 
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(43.17) W = 名 (A/a sf. 
= 


其 中 了 是 实 直线 上 的 连续 函数 ,mj 是 >0 的 整数 , 它们 组 成 一 非 减 序列 , 并 
且 对 每 个 j=0, 4,…, 广 ( 扩 一 0, 除 非 了 一 1<t<7 二 1 
43.3 假设 广义 函数 wE 细 是 可 Laplace 变换 的 ， 即 对 于 某 个 实数 o， 
e-" 专 是 缓 增 的 。 证 明 , 存在 Ri 中 的 一 个 连续 函数 万 当 #<0 时 7 瑚 的 =0, 它 
也 是 可 Laplace 变换 的 ， 并 存在 一 个 整数 m， 使 得 在 整个 直线 中 有 《= 
Cd/di)™f. : 
43.4 从 定理 43.1 推导 , 一 个 可 Laplace 变换 的 广义 函数 we 921, 它 在 全、 
开 的 半 直 线 :< 加 中 等 于 零 , 当 且 仅 当 存 在 常数 0, 1> 0 和 cotE 了 及 ,使 得 
(43.18) 14u(p) <O(l+|pl "oxp[—to(Bep)], peEC, Rep> cl， 
由 此 推导 , 给 定 任 一 广义 函数 wwE 94， 如果 当 1<T 了 时 wxw 二 0, 则 当 t<T/2 
时 必 有 w==0. 
43.5 令 g 是 具有 下 述 性 质 的 最 大 的 实数 . 
《43.19) ”给 定 任何 人 了 >0 和 任 两 广义 函数 w, VE 924 . 
(43.20) 当 了 < 有 时 wet0 一 0 一 当 大 0 Hw(tv) =0, 
证 明 0<a<1i， 证 明 , 如果 当 t<T 时 wxv 一 0, 则 


(43.21) 当 4< 卫 了 时， (bw) vu (iv) =0., 
从 (43.19) 和 (43.21) 推 导 ， 
(43.22) 四 当 夺 <a27 时 ， (b(tv) 一 0， 
(43 .231 当 +< (La2) 时 ， [wx(to]s[wx (Gv)]=0. 


[提示 求 wx(tw) 和 (43,20) 的 郑 积 ,] 利 用 习题 43.4 的 结论 以 及 (43.23), 推 
导 g=1. ~ 

43.6 从 习题 和 8.5 的 结论 推断 , 如果?€E 921, 使 得 当 < 了 时 wu0 一 0， 
” 则 必定 有 


(43.24) wle?ivw) 二 0 ” 对 所 有 t=<7T, DEC 
证 明 , 当 % 和 + 是 连续 函数 时 ,上 面 这 个 结论 药 涵 着 
(43.25) w(t 一 8)v(s) 二 0 ”对 所 有 s ER, ti<T， 


并 证 明 , 如 果 存 在 一 个 小 敛 于 零 的 数列 4sy} (s;>0), 使 得 v(sy) 去 0, 则 当 #< 了 了 
时 必 有 uw《) 二 0， 由 此 ,或 者 由 正规 化 ,或 者 由 习题 43.2 的 结论 ,推导 一 个 变 
量 的 支 集 定理 : 
定理 49.2 令 w%, vv 是 属于 24 的 广义 函数 . 假设 v 的 支 集 包 含 原 点 。 则 如 
果 当 ti<T 了 时 卷 积 wxv 等 于 零 , 那 么 当 #<T 时 4 本 号 必 等 于 零 (T>0)， 

43.7 下 面 , 吾 ( 引 表示 HHeaviside 范 数 ， 当 t>0 时 它 等 于 二 当 #<0 时 


Mt HE 人 FE 
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二 og 
它 等 于 0; TO=|. e-ta- (Rea0) 是 了 niery 函数 ， 计 算 下 面 一 些 


广义 函数 的 Laplace 变换 ，， 
《1) 90, j 二 0, 1 (6 是 Dirac 测度 ); 
(1) HQ/T(a+1), Bea> 一 二 
(i) H(t)cost, H(i)sint: 
(iy) HODe't /Tat+1), CEC, Reaw> 一 工 
43.8 令 了 (p), gp) 是 一 个 变量 的 两 个 复 系 数 多 项 式 ， 首 项 系数 是 1， 


， 并且 无 公共 因子 。， 证 明 存 在 一 个 唯一 的 广义 函数 we 2, 它 的 Laplace 变换 


等 于 有 理 芯 数 了 (p)/g《p); 并 计算 它 . 
43.9 证 明 ， 如 果 a 是 一 >>0 的 实数 ， 则 函数 er<vz p12 是 [H(t)/ 
Vztiexp( 一 ac2/4 鸭 的 Iaplace 变换 ， 
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现在 回 到 8 40 及 其 后 儿 节 中 提 及 的 微分 算 子 4(%w, t, 8/8p)， 
但 是 在 整个 这 一 节 中 我 们 假设 其 系数 与 i 无 关 ， 此 算 子 用 4(w， 
0/0%), 或 简单 地 用 4 表示 ; 


A=A(%, 0/0%) 一 一 2 


3 
了 
2 oe 0 0) a 


和 2 
ps 
+ (2%) pe +c(w), 


我 们 作 下 述 假设 ; 


~ (4.1) or (lj £<D, (I<I<D, eo 属于 ZL"(O); 


(44.2) ”存在 一 常数 oo>0， 使 得 对 于 Q 中 几乎 所 有 的 和 和 所 有 
ZE Cn ,有 


Re 也 or (w) C00|6 | 2 


如 在 § 41 中 一 样 ， 我 们 把 4 与 Hi(Q) x 五:(8) 上 的 一 个 所 
双 线 性 形式 联系 起 来 ， 但 是 这 里 我 们 用 复 参数 p 代 符 那里 的 实 参 
数 了 : 


~ 


408 第 IV 意 混合 问题 和 发 展 方程 


Cp (U,V) -2|, WD dv 十 之 小 ce(O 1 -2 dz 


t+), oj -3 一 6 do 十 | 6 (2) UD Ady, 


(41.14) 的 类 似 在 这 里 是 有 效 的 : : 
(44.8) 存在 实数 oo, 使 得 对 所 有 PEC(Rep>>00)， 对 所 有 
uvE HI(Q), : 
(44.4) col us <2Rea, Cu, W). ~ 
从 Lax-Milgram 定理 ( 引 理 23. 力 我 们 挫 得 ，p+4 是 从 
有 H3(Q) 到 及-(Q) 上 的 一 个 同 构 [我 们 回忆 一 下 ,如 果 岂 
v EHo (OQ), 则 : 
(44. 5) Go (2 v) =<(p+t+A(w+O/0%))u, 办。] - 
令 自 (Pp) 表 示 (2 证 4): 五 (2)-> 万 -2) 的 道 。 自然, 8(Co) 是 从 
五 (8) 到 及 1(Q) 上 的 一 个 同 构 [@G(op) 是 2 一 4 关于 台中 的 弱 
Dirichjet 问题 前 Green 函数 ]， 从 ( 笃 .4) 我 们 推 得 . 
，(44.6) 对 于 所 有 使 得 Rep>coo 的 复数 D，G(o) 的 算 子 范 数 
| <2/oo. 
注意 , 在 半 平 面 Rez>coo 中 ，Pp 十 4 显然 是 2 的 全 纯 函 数 ， 到 值 于 
LCH6(Q); 9)) 中 ， 我 们 将 要 用 下 述 结果 : 
引 理 鱼 .1， 令 刀 是 复 平面 中 的 一 开 子 集 ， 卫 (四 是 刀 中 必 的 全 纯 
函数， 了 到 值 于 L(E; 卫 ) 中 ( 卫 , 是 两 个 Banaoh 空间 ), 使 得 对 每 
个 PEC, T(D) 是 从 上 刁 到 下 上 的 一 个 同 构 ， 则 TT(p) 是 CO 中 p 
的 全 纯 画 数 取 值 于 LL(F; 卫 ) 中 . 
证 明 ”人 先 证 明了 TJ 了 Cp) 是 CQ 中 必 的 连续 函数 , 取 值 于 L(F; E) 中 
令 po 表示 0 中 任意 一 点 . 乓 入 了 (po) 是 一 间 构 , 因而 存在 一 
常数 Co>0, 使 得 
lels<OolT (po) els 对 所 有 ecC 卫 . 
因而 , 对 于 充分 接近 po 的 EC， : 
Jelg<OolT (pelet+OoT (Pp) —T po) dlele 


<OolT (p)ele+t Flele. 
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这 就 指出 ,2+(o) 的 算 子 范 数 在 2 中 是 局 部 有 界 的 . 但 是 
人 (2D) 一 (2o) =I po {LT (po) TD 72) ， 
这 证 明了 ,对 于 充分 接近 po 的 2, 有 
[Tp —T (po) | <208T (po —T DT. 
这 样 ,了 (2o) 即 为 CO 中心 的 连续 函数 , 我 们 有 (DTT!(p) = Is, 


至 的 恒 等 喘 射 ， 把 Cauchy-Riemann 算 子 2/32p 作用 到 此 等 式 的 


fi» 


两 端 ， 得 到 T(p) (8/98)T(p) 一 0， 由 此 [用 全 (0) 左 乘 之 后 ]， 
(8/8P)T-+(p) 一 0, 这 就 是 我 们 想 要 得 到 的 . 证 毕 . 
现在 我 们 可 以 应 用 定理 和 .1 了 : G(o 在 半 平 面 Rep>>o6 中 
是 7D 的 全 纯 函 数 ， 取 值 于 Banach 空间 LCH™(6@2); HC(9)) 中 ， 
其 算 子 范 数 与 p 无 关 地 有 界 . 因而 ， 它 是 一 广义 函数 GE 
DB,(L(H~1(Q); 本 (9))) 的 Laplace 变换 ，G 满足 下 面 两 个 方 
程 . / 


~ (44.7) (8/0t+ Alsw, 0/0%)) G1= 165, 


(44.8) Gi (0/0t+ A(w, 0/07x)) =16,, 


在 (44.7) 中 I 表示 五 +(Q) 的 恒 等 映 射 ， 在 (44.8) 中 工 表示 
Bi(O) 的 恒 等 喘 射 [3, 表示 t 变量 的 Dirao 测度 ，16; 是 算 子 值 广 
义 函 数 ， 它 把 任 一 试验 函数 pg 对 应 于 值 p(0) 刀 .方程 (44.7) 和 
(44.8) 是 方程 (p+4)G(p) =T 和 (Pp) (Pp 二 4) = 了 的 Laplace 
变换 . 

我 们 考虑 混合 问题 


(44.9) 他 44(w, 8/00)w=# 在 Qx]0, TL[ 中 ， 


FF 
(44.10) wu-9EH3(Q) 在 [四 中 几乎 处 处 


(44.11) ul*, 0) = 


我 们 仍 作 与 前 几 节 中 相同 的 假设 : 
(4.13) ET T; H-1(0)), wE 12(0), 


(44.18) 


Je T; HO), MeL, T, HO)), 
(44.14) 当 t>0 掏 于 0 时 ,9(:, 力 在 大 (9) 中 收 但 [于 9C,0)]. 
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自然 , 由 定理 40.1 我 们 知道 , 尼 问 题 有 一 个 唯一 的 解 %, 它 具有 一 
些 好 的 性 质 ， 但 是 这 里 的 问题 是 如 何 用 数据 和 算 子 Gi; 来 表示 这 
个 解 . 
为 此 ,我们 先 用 口 =w 一 g 代替 双 并 令 

(44.15) F=f— 总 + A(%, 3/92)9| 

[EL0, T; H™ (0))]. ~ 
现在 ， 我 们 的 问题 就 变 为 下 述 问 题 : 
(44.16) 3 二 4 a/amUT= 在 Qx]0, 了 [中 ， 


(44.17) UE LO0, TT, Hi(0Q)), 
(44.18) 当 i> 十 0 时 0U(., 臣 在 也 (Q) 中 收 合 于 Uo. 
我 们 知道 ， 解 如 存在， 唯一 ， 且 属于 0°([0, 7]; (8)) ( 引 理 
40.2) ， 我 们 希望 用 成 和 Do 以 及 用 G4 来 表示 U. 

首先 , 令 卫 在 [0, 到 之 外 等 于 零 , 我 们 把 环 延 折 到 一 co<t< 
十 co。 现在 不 芒 把 刃 视 作 24 (如 -9)) 的 一 个 元 素 , 其 支 集 包含 
在 闭 区 间 [0, 四 中 . 

其 次 我 们 定义 站， 在 [0, TI] 路 =UV， 当 t<0 和 t> 了 T 了 时 
玉 =0.， 由 关于 具有 跳跃 的 连续 函数 的 广义 函数 导数 的 标准 公式 
工 这 里 , 函数 取 值 于 五-+(Q)1, 我 们 有 


| 且 上 oa- Ul., Tz, 


其 中 , Ta 时 表示 到 (一 co，+co; 及 了 (Q)) 的 一 元 素 , 在 [0, 四， 
中 它 等 于 dU0 /dt， 在 [0, 7] 之 外 它 等 于 零 ，6o( 相 应 地 ，6zm) 是 在 


t 一 0( 相 应 地 ,t= 了) 处 的 Dirac 测度 ， 最 后 , 我 们 得 到 
(44.19) ， 


ay 
+A(z, 2 )p pV UC Da 在 QxBB 中 ， 


这 就 导致 了 
(44.20) 
V=-GxF+GUo— (GT ( 人)x8r (在 QxB 中 )， 


n 
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其 中 卷 积 是 关于 变量 1 施行 的 ， 同 时 ，G 是 作为 了, Uo, U(*, 了 ) 
的 值 域 上 的 一 个 算 子 . 这 些 值 域 属于 五 人 (8Q), 而 G 作用 的 结果 
是 把 它们 映 入 五 ;(Q2)， 注 意 ，(GU(*, 了 了 ))*6r 一 GzU(*, 了 ) 的 
支 集 包含 在 [三 ，+ee[ 中 ， 因 而 ， 如 果 把 所 有 的 函数 和 "多 沙 数 
限制 于 开 区 间 ]0, 7 就 得 到 大 一 GCT GZ 即 ， 


,A44.21) UU=GUo+GxF 在 2x]0, TL[ 中 . 


“” 这 就 是 常 微 分 方程 理论 中 标准 公式 [参阅 (11.21)] 的 自然 推广 . 特 


别 , 为 了 表示 , 或 者 计算 (44.9) 一 (44.10) 一 (44.11) 的 解 % 最 好 
用 (44.21). 但 是 如 果 我 们 想 有 一 个 用 wo, 9 和 了 表示 %% 的 一 般 公 
式 ， 从 (44.21) 就 可 推导 而 得 一 一 只 要 我 们 谨慎 从 事 . 

用 go 代替 g(*, 0) .从 (44.21) 我 们 导出 


uth) +G*f — cx 名 +4(o 也) 中. 


一 再 次 应 用 关于 在 原点 有 一 “有限 跳 诡 的 连续 函数 的 广义 函数 导数 


的 公式 , 说 得 到 
HOW 名 tA(%, £2) | 


-| +A(%, Oo- B09o, 


Ft 
因而 ,有 

(44.21’) w= 人 

其 中 ， Mx9-9-G*{ 训 +4(s, 芒 )| OF 


应 用 公式 (44.8)， 并 从 它 得 出 用 x 了 二 0 这 一 结论 将 是 一 个 错误 . 
事实 上 ，(44.8) 的 两 端 都 作用 在 召 ;(2) 上 但 是 , 除了 平 几 情形 
一 开始 我 们 就 到 9 二 0 一 一 之 外 , 9 的 值 不 在 3(8) 中， 立刻 
能 看 到 的 是 , 如 果 9 象 9 一 样 ， 是 另 一 取 值 于 五: (8) 中 的 函数 ， 
并 且 使 得 对 于 几乎 每 个 :>0 有 9 一 91€ 五 509) ,那么 必定 有 
M*g = Mxgi. 

这 意味 着 MM* 作用 在 取 值 于 商 空间 五 :(8) /3(Q) 中 的 的 函数 
g 上 (作为 关于 二 的 卷 积 )， 此 商 空间 也 就 是 属于 Bi(C2) 的 函数 在 
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Q 的 边界 99 上 的 迹 的 空间 G 26) 、 在 关于 2 和 4(z, 8/9w) 的 适 
当 的 正规 性 假设 下 ，M*g 是 一 关于 t 的 卷 积 算 子 , 起 着 一 个 从 


HY2(009) 到 H+(9) 的 算 子 的 作用 ， 
(44.21") 


Ms9) 人 用 一 | | Me, ys t—s)g Cy, Sdovds, 
vwE 42， 1>0, ~ 
其 中 do 是 398 上 的 面积 测度 ，g (y, 力 是 一 适当 正规 的 巡 0 的 图 
数 , 取 值 于 五 V2(20) 中 ， 自 然 , Mxg 是 下 述 混合 问题 的 解 : 
+A ly, )u-0 在 Qx]0, TT 中 ， 
vw, 0)=0, wv€E 12; uly, t=, t), VE20 t>0. 
现在 我 们 将 讨论 某 些 例子 ， 它 们 涉及 热 导 算 子 


8 8 \ 3 
[= 如-4 (起 ) +…+(): | 
例 竹 .1 热 导 方程 人 2 一 区 人 的 基本 解 

我 们 研究 的 问题 是 0auchy 问题 


(44.29) bfET0, T; HBR)), 


(44.23) wlio—wmE LA(B), 
其 中 以 表示 属于 (0, T，HH+(B")) 的 唯一 的 解 ， 在 这 个 情形 , 因 
为 不 存在 边界 条 件 , 我 们 就 有 wuU, 因 而 [参阅 (44.21)] 
(44.24) wx 一 Go 十 Gxf 在 BR*x10, T[ 中. 
我 们 希望 明显 地 计算 算 子 G， 它 的 Laplace 变换 全 (人 是 2 一 4 
五 :+(R?) 一 五 - 工 R") 的 送 . 出 Fourier 变换 立刻 看 到 
(44.25) : 
6(DpG = Gm) "or (p+ EI) PEE, vEOFB). 
这 里 分 表示 2 的 Fourier 变换 ， 
PO -| 人 (oz 
我 们 可 以 应 用 Laplace 变换 的 反 演 公式 (43.5) 
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Gp = (27) "|e ‘0 <( 二 | ev 人 (5) %， 
其 中 ye 是 铅 垂 线 Rep= ac>0. 乍 看 起 来 , 交换 积分 次 序 似乎 是 不 
合法 的 , 因为 在 关于 了 的 积分 中 被 积 函数 不 是 绝对 可 积 的 (在 ?ye 
上 ). 但 是 事实 上 我 们 正在 应 用 关于 广义 函数 的 Fubini 定理 , 读 


一 - 洗 不 妨 这 样 想象 这 里 隐 含 有 一 个 x(Im?) 这 样 类 型 的 收敛 因子 ， 
一 、 其 中 xE0O2(B ) 适 当地 收 伍 于 1 我 们 来 计算 


K (6, 0 rl, 元 

处 理 这 个 积分 的 正确 方法 是 把 KK (é, 人 “看 作 Y 的 函数 
Gtirtlél|) 

的 Fourier 逆 变 换 , 显然 ,后 者 在 ye 上 是 平方 可 积 的 .我 们 知道 ， 

当 #<0 时 下 二 0， 事 实 上 (参阅 习题 43.7，(iv)), 我 们 知道 ， 


—~ , (44.26) K(é, =H 人 (exp(—|é|»). 


注意 +t 6; 
换 钙 话说 ， 区 是 微分 算 子 9/91 一 4 关于 的 Fourier 变换 的 基本 
解 ， 因 为 z 
Gip= 2) "Jer (€, BE) AE, 
它 指出 了 玉 (&, 引 是 G 关于 4 的 Fourier 变换 ,我 们 立刻 得 到 


(44.27) G- QVD "HO exp (- EL), 


它 是 热 导 方程 的 标准 的 基本 解 (参阅 $6.1). 
例 笃 .2 在 一 金属 棒 内 部 的 温度 分 布 

这 个 例子 与 一 混合 问题 有 关 ， 在 此 问题 中 ， 空间 变量 个 数 是 - 
1, 开 集 2 是 一 有 限 区 间 , 譬如 Joc， 5[. 它 可 “具体 地 看 作为 在 一 


金属 棒 内 或 均匀 的 墙 内 确定 温度 的 分 布 和 变化 的 问题 ; 墙 的 厚度 


是 有 限 的 (其 值 55 一 @ ,但 是 它 的 其 它 维度 , 高 和 筑 , 是 无 限 的 ， 
根据 给 定 的 计划 (对 我 们 而 言 ， 它 用 函数 9 表示) 加热 它 的 两 个 面 
(相应 于 “=a 和 z= 刀 .问题 的 精确 提 法 是 
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Ou 26 
(44.28) a 0, ga<2<b, 0<t<D, 
(44.29) wa = wb, DG), 0<t<T, 
(44.30) uy, 0) =w(w), <w<b. 


与 一 般 情 形 相 一 致 ,假设 wE Ze(c, 5), gs 和 gh 的 导数 (与 它们 自 
身 一 起 ) 属 于 到 (0, 7)， 在 现在 的 情形 中 ， 函 数 9 的 选择 是 特别 
简单 的 ; _ A 
Fo D) = @ 一 age 人 (B—o) -golt) (一 四 
我 们 不 妨 作 函数 变换 Uw 一 g, 并 令 
FP- — =— (6-0) [gt) 6-0) + Ct) 一 四 ]， 
除 上 述 之 外 , 如 果 令 
Uo=uo— gl., 0), 
则 问题 (44.28) 一 (44.29) 一 (44.30) 就 变 为 | 
(44.81) UIU pp wo 0Lt<T, 
(44.82) 当 w=a 和 w=5 时 ,对 于 任意 的 0<t<T, U=0， 
(44 .88) U=Uo 在 t=0 时 . 
我 们 希望 计算 这 一 情形 中 的 算 子 9、 其 Laplace 变换 Gp) 
是 算 子 | / / 


a 
人 Qa 


在 区 间 ]e, 5[ 中 的 Green 函数 ， 我 们 总 假设 Rep>0、 我 们 有 
(44.34) GP)90) | Ole, Ys Po) dy, 
PEC™([e, b]), - 


其 中 (参阅 习题 29 .12) 

(44.85) ”全 (oo p) 一 人 一 2 p) -上 Po p), 

而 

1 
(44.86) Gi.(y; ») -gy {Hf We” +H(—yer}, 

以 及 ( 记 =5 一 6@) 


~ 
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(44.87) z 


FD 
[ve 
-exp[ 3 
+oxp[ 一 28 一) 
-La 


读者 容易 验证 ， 在 任何 半 平 面 Rep 之 go>>0 中 ， G- 和 如 是 p 的 有 
界 函数 .注意 , G- (Wi Pp) 是 p 一 (d/dy)? 的 一 个 基本 解 ,而 及 (%, 2 
2) 是 齐 次 方程 


{2 一 (do 对 1 一 0 
一 的 解 , 它 使 得 对 任何 以 , 2p, 有 
hla, w; 从 十 人 (cc 一 or Pp) 一 六 声 ，0; 说 十 人 -0 一 们 一 0. 
由 于 这 个 事实 , 对 于 所 有 v，c<z<2 所 有 2 Reg>0， 有 


(44.38) (2 一 -让 )SG oi 功 -3 一 o)， 
(4.39) Gla, ;Pp) -Gb, ws 功 =0， 
自然 ， 在 整个 推理 中 ,VD 表示 平方 根 函 数 的 这 样 一 个 分 枝 ， 即 ， 
。 对 于 实 的 大 于 零 的 2, 它 大 于 零 
注意 ，@(o， wx; 胞 可 表示 为 形 如 
(44.40) rt 0 
的 项 的 无 穷 级 数 . 


容易 证 明 (不然 , 从 Laplace 变换 表 中 也 能 找到 )， ga ~aVT 


(>0) 是 吾 () (cbD-Vaexp( 一 aa/ 多 的 Laplace 变换 (参阅 习题 


43.9)， 考虑 到 这 个 事实 ， 从 (44.36) 就 推 得 他- 是 热 导 方程 的 标 
准 基本 人 解 的 Laplaoe 变换 [参阅 (44.27)]; 
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(44.41) GY, 力 一 3 ep - 汐 ). 
h(lw, w; P) 的 Laplace 逆 变 换 的 表达 式 比 较 复杂 一 些 : 


(44.42) z 
ec wj; t) = 宁 沁 将 {ex[ 2 | z 


+exmp[ -到 (了 2) ] 
一 ezp| 一 到 (了 二 2 和 -2) | 


-re 站 


为 了 推导 问题 (经 .28) 一 (44.29) 一 (44.80) 的 解 必 的 表达 式 ， 
只 需 利 用 公式 (44.21) 即 可 . 


” 当 & 趋 于 一 co 及 (或 )5 趋 于 十 co 时 , 上 面 的 公式 仍然 有 效 .一 


例如 , 考虑 0 一 0, 5= 十 co 这 一 情形 .此 时 ,有 
(44.483) G(o wv; tb) =G(%—%, 一 G(z 十 zi t). 


引进 函数 
(44.44) 


~ Bw, DCt) 3 oxp(—9/4D) dy (ER, 1>0). 
应 用 公式 (44.21) 直接 导致 下 述 表达 式 ; 
(44.45) vbw -于 |, 和 Dwlo- 共 史 


-| 3 ,t-sys 


是 下 列 混合 问题 的 解 ， 
(44.46) -下 一 6, Vz>0, Vi>0, 
(44:.47) : 


ul%, 0) =wuo (2), V2>0; wl0, t=g0), Vi>0., 
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习 题 
44.1 当 w 和 9 是 闭 的 半 直 线 [0, + ce[ 中 的 连续 函数 时 ， 验 证 ， 由 
(44.45) 给 出 的 函数 wz, 引 在 2z>>0, i>0 时 是 (w, 芒 的 连续 函数 ， 并 且 ， 
(44.45) 右 端 第 一 项 当 二 > 十 0 时 收敛 于 wo(z2)， 而 第 二 项 当 z-> 十 0 时 收 化 于 
9G) . 
i 44.2 ”考虑 混合 问题 (44.46) 一 (44.47), 其 中 取 ww 三 0, 9 三 1， 证明, 在 
一 、 闭 的 第 一 象限 {(Gz, 念 ER23 zx>0, t+>0} 中 ， 解 % 在 “ 隅 角 ”(0,，0) 处 不 是 连续 
的 . -| 
44.3 ”考虑 混合 问题 (44.46) 一 (44.47), 其 中 取 ww 二 0。 关 于 《 竹 .47) 中 
的 边界 函数 g( 访 ， 假 设 (和 44.13) 的 含义 是 什么 (其 中 加 一 了 Ba )? 验证 ， 如 本 
(44.13) 成 立 , 则 当 t=> 十 0 时， 
z | uc t) |?2ar—0. 


44.4 令 m 是 一 个 之 1 的 整数 , 是 R" 的 一 有 界 开 子 集 ， 具 有 C” 边界 
《并 且 ,9 位 于 其 边界 的 一 侧 )， 考 虑 问题 / 


44.48) Sf 在 Qx]0, 二 cof 中 ， 
(44.49) wl:;-o 一 ww 在 名 中 ， 
(44.50) -一 和 《从 EHi(Q) 对 于 几乎 每 个 i>0. 
关于 数据 , 我 们 作 如 下 假设 
(44.51) -feEI20, +o0; Hm 2(Q)), wo EH™1(0), 
(44.52) 


$ EL2(0, Ti H"(O)), ELA, 十 ci H"2(O)). 


利用 关于 t 的 Laplace 变换 , 并 利用 引 理 40.3( 习 题 40.6), 证 明 , 4.48) 一 
~y、 (44.49) 一 (44.50) 的 解 % 关 于 变量 x 有 如 下 的 正规 性 性 质 . 
Ow 


(44.53) wu€EL0, +%; H"(Q)), TEL, +o; H" OD)), 
因而 ， z 
(44.54) wu ECU, + Et; H"1(0)). 


44.5 令 Vc 于 是 两 个 Hilbert 空间 ,从 V 到 耳 的 内 射 是 连续 的 ,并 有 
和 铬 像 : 它 的 “ 反 转 置 "是 从 瑟 到 V 的 反对 偶 空间 六 中 的 一 连续 内 射 映射 考 
虑 从 立 到 宙 上 的 一 个 正 同 构 4( 这 样 ,对 每 个 VEV, 《4v, v) 之 collvl%Y; co 
>0)， 证 明 , 可 以 定义 4 的 正平 方 根 413, 并 证 明 它 是 从 VV 到 五 上 的 一 个 
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对 招 象 Cauchy 问题 


2 
(44.55) 二 4 一 Vi>0; 
a 
(44.56) nl uo EV, glo EH, 


施行 Laplace 变换 ， 在 此 问题 中 假设 1 是 t>0 的 耳 值 连续 函数 . 从 关于 
Laplace 变换 的 公式 推导 , 证 某 种 可 确切 叙述 的 意义 下 ,对 于 t>0， 我 们 有 


(44.57) i 


Ut) =e0s(t A no Sin(t A A1201 十 | sin(sAi/3) 4 1/2f (1 — sy)as. 


将 此 与 (13.10) 加 以 比较 . 

44.6 令 旬 是 BRB? 的 一 个 开 子 集 . 将 习题 44.5 的 结果 应 用 于 下 述 情形 . 
V5(9), HH 一 2(Q), 4 由 上 一 个 强 椭圆 微分 算 子 4(z, 9/9%) 所 定义 . 
我 们 回忆 一 下 , 五 (0) x Ha(Q) 上 与 4(x, 9/6%) 相 连带 的 拟 双 线性 形式 必定 
是 Hermite 的 和 强制 的 (定义 33.1). 考虑 具有 Dirichlet 型 边 值 数据 的 混合 
问题 : 


(44.58) 2u 4 Dj/ 在 Qx10, TF 中 (7T>0)， 


5 

44.59) 、 wlio 2 ,一手 在 9 中 ， 

(44.60) 2( 让 一 9(*, 从 EHi(Q) 对 于 几乎 所 有 t€]0, FL. 

关于 数据 作 下 述 假设 : 

(44.61) fF EOLO, TH; HCQ)), wo € BWR), ui € HCO), 

(44.62) 9ECF[0, TJ HQ)), j=0, 1,2, 

证 明 ， 

(44.63) wu wt GurGuf+ MG, 


其 中 , G 是 (PP 二 全 的 Laplace 道 变换 [在 关于 9 的 适当 假设 下 , 可 将 它 视 
作 从 39) 到 5K) 人间 吾 ?LQ) 上 的 一 个 同 构 ], 而 
(44.64) Myf— Gr (3 +48 ) 
( 卷 积 必须 理解 为 关于 时 间 t 的 )， 

44.7 取 品 为 实 直线 中 的 一 有 界 区 间 Ja, b[ (其 长 度 D>0)，4 一 一 
492/dz， 证明, 习题 竹 .6 中 用 G 表示 的 广义 函数 ,现在 ,由 
(44.65) Gl(z, ar D) = {KD—t, +R x, t) 


—FKCC+ir, t+24)~KC+r, t—20)! 


ee < 
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给 出 , 其 中 
(44.66) Ky, 1)=H(Yy)H(U— 几 + 当 Gd- 2 一 25) 
[HC: .是 Heaviside 函数 ]. 
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我 们 继续 研究 微分 算 子 4 一 4(w, 3/9%) 与 时 间 变 量 t 无 关 的 
情形 . 到 目前 为 止 ， 我们 把 4 看 作 一 有 界线 性 算 子 H3(Q) 一 
万 -2); 我 们 曾 利 用 下 述 事实 ， 对 于 足够 大 的 r>0, 5 十 和 4 是 从 
五 4(O) 到 五 -+(2) 上 的 一 个 同 构 ， 但 是 ,为 了 利用 4 的 连续 性 ,或 
有 界 性 ， 我们 不 得 不 付出 代价 。 这 已 经 在 上 一 节 中 提 到 : 如 果 4 - 
是 从 一 Hilbert 空间 于 到 它 自身 中 的 一 个 有 午 顷 性 算 子 ， 那 么 ， 
在 解 初始 值 问题 


5 人 w+Au-f, 0<t<7T, 


(45.2) - (0) 一 no 


”时 ,容许 用 指数 函数 o- <[ 参 阅 (44.21) 及 其 下 面 的 注 ]， 如 4 是 一 


个 从 一 Hilbert 空间 到 另 一 Hilbert 空间 中 的 算 子 , 就 不 能 遵循 这 
个 途径 ,在 这 情形 , 6** 没 有 意义 . 但 是 可 以 把 4 视 作 定义 域 和 值 
域 都 在 同一 Hilbert 空间 互 = 2(Q) 中 的 一 个 无 界线 性 算 子 ,并且 
试 着 去 构 作 指数 算 子 o .期 望 指数 算 子 e 只 是 从 吾 到 其 自身 中 
的 有 界线 性 映射 , 甚至 期 望 它 是 的 一 线性 自 同 构 , 这 并 非 过 分 ， 

这 个 途径 有 种 种 优点 .其 一 , 可 以 在 2(Q) 中 进行 演算 ,并且 


“在 JE 有 (0, T; 及 9(Q)) 一 一 而 不 只 是 EDC0, T; H-1(0)) 一 一 


的 情形 , 能 够 较 好 地 利用 我 们 的 信息 .更 重要 的 是 , 我 们 能 够 处 理 
不 满足 强 椭圆 性 条 件 (和.2) 的 微分 算 子 4 的 初始 值 问题 ， 在 下 
面 两 个 例 中 (两 者 都 是 0auchy 问题 ) 将 指出 ， 这 样 的 期 望 不 是 过 
分 的 . 
例 是 .1 ' 热 导 方程 的 Cauchy 问题 

问题 与 例 竹 .1 中 相同 ， 我 们 将 利用 在 那里 得 到 的 结论 ， 在 


这 情形 , 一 4 一 4 一 一 BR" 中 的 Laplace 算 子 . 这 里 , 关于 算 子 6， 
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”只 存在 一 种 可 能 的 选择 ， 这 就 是 与 热 导 方程 的 基本 解 


H(t) 1 zj? 
VD oxp ( 4 ) 


关于 w 的 卷 积 .对 于 t>0, 我 们 有 


| LE, Ddw=—1, 


一 人 一、 


当 记 > 二 0 时 ,万 (。 介 收 伊 于 Dirac 广义 函数 8(o) ， 由 此 推 得 , 与 一 
如 的 (关于 z 的 ) 卷 积 确定 一 个 从 (BR") 到 其 自身 中 的 有 界线 性 
算 子 ; 当 刀 > 十 0 时 , 这 个 算 子 收敛 于 恒 等 算 子 ， 
例 45.2 Schrodinger 方程 的 Qauchy 问题 

考察 问题 (45.1) 一 (45.2) ,其 中 4= 一 i4( 参 阅 8 6, 例 6.2). 
注意 ， 这 里 不 满足 椭圆 性 假设 (44.2) 然而 ， 如 果 EZ?(0, 7， 
I2(BR")) 和 wuEL?(BR") ,那么 ,施行 关于 z 的 Fourier 变换 ,这 问题 _ 
是 容易 解决 的 ， 由 $ 6 中 ( 例 6.2) 的 推理 , 我 们 发 现 o 4 有 意义 ; 
它 是 与 Schrodinger 算 子 的 基本 解 


E(w, t) -exp| 一 5 一 3 | Pi oxp (--—) 


关于 wv 变量 的 卷 积 为 了 看 到 对 每 个 1 与 吾 (*, 引 的 卷 积 确定 
ZL2(BR”) 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ,只 需 回 到 它 (关于 % 的 Fourier 变 
换 : 


(45.8) FB(é, t) = 和 古人 exp( 一 欠 有 | 习 
(参阅 例 6,2) ， 并 证 明 与 方 (., 候 的 乘法 定义 了 一 个 (BR,) 上 的 
有 界线 性 算 子 ， 事 实 上 , 对 于 t>0, 与 全 (四 的 飞 法 确定 天 (BR) 
上 的 一 个 百 算 子 ,因而 , x 是 太 (R") 上 的 一 个 西 算 子 . 

在 上 面 两 便 中 , 我 们 有 : 
(45.4) [EC, DxJoLBC, J = BEC,ttt), 0<i, Yt, 
(45.5) 肪 (., 0)* 一 恒 等 算 子 ， 
这 就 是 人 们 应 该 期 望 的 指数 算 子 6 的 性 质 ， 这 些 性 质 被 推广 
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于 连续 半 群 的 定义 中 :1 
定义 钢 .1 今 书 是 一 Banach 空间 . 从 及 ,到 工 (E, 二 中 的 刁 
射 +F->.F7 4; 称 为 一 连续 半 群 ,如 果 它 有 下 面 三 个 性 质 : 
(45.6) TNT, t>0), 
(45.7) .F5 一 也 的 恒 等 映 射 ， 
_(45.8) 当 工 (了 E; 了 B) 赋予 也 中 的 点 态 收 敛 拓扑 时 ， 
一 从 及; 到 厂 ( 卫 ; 耳 ) 中 的 映射 t+P ,F771 是 连续 的 . 
后 一 性 质 (45.8) 意味 着 ， 给 定 任 何如 E 了 及 + 和 任何 eE 怠 ， 当 
ii 时，| (2 一 9)els>0， 读 者 也 许 要 问 ， 我 们 为 什么 不 采取 
较 强 类 型 的 收敛 性 ， 特别 是 在 算 子 范 数 意义 下 的 收敛 性 ， 如 果 采 
用 这 类 收敛 性 , 那么 就 会 排除 非常 重要 的 例 46.1 和 45.2、 例 如 ， 
当 巡 0 收敛 于 零 时 , 这 是 不 对 的 ， 即 由 (45.3) 给 出 的 育 (, 介 , 作 
为 到 上 的 乘法 算 子 , 依 范 数 收敛 于 恒 等 算 子 : 给 定 巡 0, 我们 可 以 
全 选取 16| = (022, 并 可 验证 ,巨人 力 一 帮 导 , 上) 在 了 7 中 的 范 数 
等 于 2 事实 上 ， 对 于 算 子 范 数 连续 的 唯一 的 算 子 半 群 是 形 如 
exp( 一 #4) 的 半 群 ,其 中 4 是 有 界 的 (习题 45. 人 D. : 
在 我 们 感 兴趣 的 应 用 中 ， 总 是 从 一 个 给 定 的 微分 算 子 4=4 
(w, 9/9w) 开始 ， 我 们 把 4 看 作 某 个 Banach 空间 五 中 的 无 界 算 
子 ; 通常 , 瑟 (0Q). 我 们 希望 通过 指数 函数 o。 1 用 数据 f, uo 表 
未 可 始 值 同 题 (5 1) 一 (45.2) 的 解 uU. 函数 et 没有 恰当 的 定 
， 在 顺利 的 情形 中 ， 它 的 作用 被 一 与 4 相 联 的 连续 半 群 {4F 介 所 
-和 如 果 4 是 有 界 的 ， 7 i 应 该 等 于 et4， 注意, 在 这 样 的 情形 ， 
通过 公式 
A lim 二 (7T—e ‘4), 


t= 十 站 


从 .9 可 以 复原 4， 寺中 的 级 耻 是 在 算 于 范 孝 审 义 下 取 的 当 4 
是 无 界 的 时 候 ， 有 一 类 似 的 公式 ， 但 是 其 中 的 极限 必须 在 卫 中 算 
+ 为 了 一 致 起 见 ， 在 本 书 剩 余部 分 由 我 们 将 使 一 个 半 群 7 与 < 关 指 数 算 子 "e 、 


发 生 关 系 ,今后 大 多 数 情 形 中 ,4 表示 一 个 强 椭圆 微分 算 子 ,因而 定义 了 一 个 正 
线性 算 子 ， 与 此 --- 致 ,无穷小 生成 元 (参阅 定义 生 .2 将 是 一 4, 肌 个 是 4，. 
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于 的 氮 态 收 伍 意义 下 了 : 

定义 外 .2 用 多 (4) 岩 示 证 的 一 线性 子 空间 , 它 由 具有 下 述 性 质 
的 那些 向 量 e€ 于 组 成 ， 当 及 >0 趋 于 零 时 ， 太 Me 一 9 ie) 在 旦 中 
收 僵 ， 对 于 每 个 eC 儿 (4), 令 


Ae = 1lim i (e 一 .9 je). 


下 全 十 站 h 

线性 算 子 一 4 (4)-> 玉 称 为 半 群 {.F 让 的 无 穷 小 生成 元 ， 下- 

先 验 地 , (4) 可 设想 像 为 如 此 小 , 甚至 上 只 由 瑟 的 原点 组 成 . 事 
实 上 ,我们 即将 看 到 , 今 (4) 在 卫 中 再. 注意 , 每 个 .9 与 4 可 交换 ， 
因为 F141 与 和 TI 一 3) (>0) 可 交换 ; 因而 .292(C4) CD(4). 

我 们 将 推导 无 穷 小 生成 元 一 委 的 若干 性 质 [就 中 有 多 (4) 是 
称 的 这 一 事实 ]， 这 些 性 质 使 我 们 能 够 刻 划 生 成 连续 半 群 的 (定义 
在 卫 的 稠 线性 子 空间 上 的 ) 所 有 线性 算 子 .这 有 助 于 了 解 4 是 有 
界 的 , 即 .9 确 为 指数 函数 e- 纪 的 情形 ， 注 意 ， 在 这 情形 中 我 们 有 一 
(45.9) -71+AF1=0, t>0, 
(45 .10) .5 一 工 
因为 e719 在 及 , 上 是 有 界 的， 我 们 可 以 构 作 .9; 的 Laplace 变 
换 ， 更 恰当 地 ， 我 们 引进 算 子 值 函 数 五 的. 史 的 Laplaoe 变换 
R(p)， 由 (45.9) 和 (45.10) ,我 们 有 


(45.11) (所 +4 ){H WF =T， 
其 中 8 是 Dirac 广义 函数 .施行 Laplace 变换 ,导致 
(45 .19) EA RW 一 工 


因为 及 ( 罗 显 然 与 4 可 交换 ,我 们 就 看 到 
RP) = WIT+ A). 
RB(P) 是 一 4 的 预 解 式 [我 们 知道 , 当 |2| > 1 4 时, EG) 存在 , 并 
是 卫 上 的 有 界线 性 算 子 ] . 
当 4 不 是 有 和 界 的 时 候 , 虽然 我 们 不 能 直接 定义 6。 4, 但 是 能 够 
定 久 如 () 了 Ft 的 Laplace 变换 及 (Pp) (在 进一步 声明 前 ， 我 们 假设 
一 委 是 半 群 1 的 无 穷 小 生成 元 ). 这 归 因 于 下 述 引 理 . 
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引 理 物 .1 令 {G 是 了 上 的 一 连续 半 群 ， 则 存在 常数 妈 , 也 
>0, 使 得 对 所 有 # 之 0 有 1.9 入 Wezt， 
如 通常 一 样 , 我 们 已 用 人 表示 算 子 范 数 . 
证 明 令 4 是 任 一 严格 正 数 . 并 令 及 表示 闭 区 间 [0, oj] 在 上 映射 
iF>.3 下 的 像 . 由 (45.8), 关于 工 (EE; BB) 上 的 点 态 收 敛 拓 扑 ，5o 
,是 紧 的 , 因而 [TVS, D&K, 定理 88.1], 关于 算 子 范 数 , 它 是 有 界 
一 的. 令 好 = supo<i<o .3 让 (注意 ,天 。> 蕊 . 给 定 一 任意 正 数 坊 令 

m 是 使 得 ma<t 的 最 大 整数 .由 (45.6) ,我 们 有 

上 8 让 一 有 8 mT ml = | 7 Geswe 和 ez， 
其 中 B= (1/a)log 开 。. 证 毕 ， 

”现在 ,对 于 Rep>>B( 引 理 引 .1 中 的 常数 ), 我们 可 以 定义 


RO =| og dt. 


我 们 知道 ， 五 (分 是 半 平 面 Rep> 了 3 中 站 的 全 纯 函 数 ， 取 值 于 


(EB; 吏 中 ， 央 为 每 个 .9 与 4 可 交换 ， 因 而 RCP) 亦 然 ， 事 实 


上 , 我 们 有 

命题 忽 . 荆 如 果 Rep>>B( 参 阅 引 理 和 个. D, 则 (PD) 的 值 域 包 全 
于 乡 (4) 中 , 并 县 有 

(45.13) ~ (pI+A)R(p) =BR(p) (DT 二 4) = 工 


证 明 令 eEE,h>0 是 任意 的 . 我 们 有 
Se . hp (Ts—D RPDe-!) or(Tin- ITD)ed 
二 
. 当 有 > 十 0 时 ,第 一 项 收敛 于 PBR(PD)8, 第 二 项 收敛 于 一 I ve 一 一 @. 
证 毕 ， 
命题 御 ， 2 假设 在 一 扇形 |Imo%| ORep(O>0) 中 复 变 量 'p 趋 
于 ceo、 那么 ,对 于 每 个 eE 卫 2R(Oe 在 且 中 收敛 于 e. 
证 明 我 们 有 ( 记 p=o 二 47, 其 中 0o, 7 是 实 的 ) 


eri.Fie dt— 于 | eig edt 
0 
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+oo 
20 及 (De | eT ie 一 e)d 
0 
十 oo 
270 em 
Oo Jo 


由 此 ， 当 o-> 十 co 时， 由 于 引 理 45.1 以 及 Lebesgue 控制 收敛 定 ， 
理 , 有 z 
[pRBR( PD)e— -els<(+0)| 6 tie — elp Adt—>0. 人 
证 毕 . 
推论 入 .1 多 (4) 在 五 中 稠 . 
证 明 组 合 命题 46.1 和 45.2 即 得 . 
这 样 ， 我 们 已 经 证 明了 : 4 有 稠 的 定义 域 ， 且 当 Rep>B 时 , 
RP)=R(P; 一 4 一 (2T 士 4) 二 
对 方程 (27 二 4 忌 (D) = 工 施行 Laplacs 道 变 换 , 我 们 就 看 到 ， 


Pi 


3F ;在 广义 函数 意义 下 满足 方程 (45.9)， 实际 上 , 不 难 证 明 , 如 果 
ec 乡 (4)， 那 么 .Fe 在 每 点 巡 0 处 可 微 ， 因 而 在 古典 的 意义 下 ， 
当 巡 0 时 有 (图 (Ze) = 一 AF. 

现在 我 们 能 够 刻 划 连续 半 群 的 所 有 最 小 生成 元 了 : 
定理 物 .1(GHille-Yosiqda) ” 令 4 是 具有 定义 域 多 (4) 的 一 个 线性 
算 耶 ， 乡 (4 在 Banach 空间 耳 中 稠 . 假设 有 某 个 Xeo>0, 使 得 对 
所有 整数 值 入 >， 一 4 的 预 解 式 RO; 一 4) = CT+4) 寺 存在 ， 
且 为 已 上 的 有 界线 性 算 子 .那么 ,下 述 两 条 件 等 价 ， 

(a) 一 4 是 一 连续 半 群 {9 的 无 穷 小 生成 元 ; 

\b) 存在 常数 由 , 8B 之 0, 使 得 对 所 有 £=1, 2,…， 

以 及 所 有 整数 凤 >sup (ho,，B) ,有 


Ci) 
证 明 (1) (a)=>(). Re 则 对 于 Re 和 A 汪 >B， 有 RO 
一 人 一 (一 | “e774di, 这 里 台 是 引 理 45,1 中 的 常数 数 ， 可 
在 积分 号 下 对 久 微 商 及 0 得 : 


(45.14) | ( 7 二 二 4 
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RY(N) = | (~ re dt 
为 一 方面 , 因为 鼠 一 QI+4) 司 ,容易 验证 
: RV) = (—1)%! RN, 
因而 , 由 引 理 45.1, 得 
[RO EMU) om md M (ReX— B) 1, 
一 “由 此 , 再 注意 到 DBR(D) 一 (I+p4) 瑟 即 得 (45.19. 
.人 +/m) 4 二 mr 是 一 大 于 的 
整数 . 由 (45 .1)，vVvnG2>sup(Xo, 妃 )) 形 成 卫 上 线性 算 子 的 一 
个 有 界 和 集合， 如 果 e EB(4), 则 e 一 Jne 一 m14Jne=m 1JnA4e， 
-因而 当 ?一 十 ce 时 , 上 1Jme 一 els<(C/m)|Aelg->0， 因 为 多 (4) 
在 卫 中 笛 , 这 就 意味 着 ,对 每 个 eE 卫 , 当 zz 一 十 co 时 Jne->e. 
现在 考虑 
"I =exp(—tAJm) =exp mt (mn— 7)) 
~e "iexp(mtJn), t=0., 
再 由 (《 伍 .14) ,我 们 得 到 
lexp (mtn |< RTE < Morp fm(1-2) +. 
注意 , m(1 一 B/m) 了 一 m 一 (m/(m 一 B))B， 我 们 得 到 
(45.15) 加 
ing <M oxp|(1 一 王 ) Bi Vm> sup (ho, B), Vt>0. 


之 最 然 ， 所 有 的 算 子 Jm, "9; 与 4 可 交换 ， 并且 它们 本 身 之 间 
也 可 交换 . 再 者 ， 
TF,— "T= {exp[—tA(In—Jn) 1 — Toxp(—tA,) 


~— 一 exp (—tAJ;) [Am 
.exp[ 一 s4 (7 —7n)]ds 

-一 | nF ng Tn ji) Ads. 

再 令 e 是 多 (4) 的 任 一 元 素 . 由 (45.1), 当 m,n>2B 时 ,我 人 有 
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我 们 曾 看 到 .rn4e 收 敛 于 4e. 由 此 推 知 , ”9ie 在 卫 中 形成 一 
Qatchy 序列 , 收敛 于 某 个 极限 , 记 为 .Fie. 在 任 一 有 界 区 间 [o0, 7] 
(天 二 co) 中 , 此 收敛 性 关于 二 是 一 致 的 。 再 由 (45.15) 看 到 , 当 
0<t<T 时 , ”Fi 形成 线性 算 子 的 一 个 有 界 集合 ， 因 而 (由 [TVS， 
D&K, 命题 32.5]) 推 得 ,对 于 任何 eE 卫 , "9ie 在 有 界 区 间 上 关 
于 一致 地 收 全 于 .Fe， 由 此 即 得 , 任 给 6eEB,tH>.Fie 在 BR; 中 ~ 
是 t 的 连续 函数 ; 以 及 ,.F5F4=.F tt 和 .Fo 一 了 ,因为 对 于 "TF 4, 这 
些 性 质 是 对 的 ， 顺便 注意 , 由 于 (45.15) ,我 们 有 
(45 .16) [2 中 <Me™ 对 于 所 有 t 汪 0. 

剩 下 要 证 明 的 是 , 一 4 是 半 群 {7} 的 无 穷 小 生成 元 ， 令 一 4 
是 {99 的 无 穷 小 生成 元 。 由 于 (45.16), 当 Re% 充分 大 时 , 预 解 式 
BA; 一 4) 等 于 


| 7 ; dt = lim | xp( —At)exp(—tAJn)at 
0 14- 十 cov 0 
= lim (IJ- 4,) +—R(, —A), 
从 1 一 小 Go ， 


其 中 的 极限 是 在 五 中 点 态 收 敛 性 的 意义 下 取 的 .， 换 句 话说 ， 当 
Re 入 足够 大 时 ，XIT+4 和 和 I+4' 一 一 它们 分 别 是 从 多 (4) 和 
儿 (4') 到 号 上 的 双 满 映射 一 一 有 相同 的 逆 ， 因 而 它们 是 相等 的 ， 
而 这 只 有 当 4=4 时 才 有 可 能 . 

这 就 完成 了 定理 46.1 的 证 明 . 

我 们 已 经 看 到 , 卫 上 的 每 个 连续 半 群 {F 有 一 无 穷 小 生成 元 . 
一 44, 它 具有 笛 的 定义 域 多 (4), 当 Re 和 大 于 茶 个 常数 230 时, 它 
的 预 解 式 有 RW， 一 4) 存 在 ,并 是 一 连续 线性 算 子 , 再 者 , 它 有 定理 
45.1 中 的 性 质 (b)， 反 之 , 任 一 这 样 的 算 子 一 4, 对 应 一 个 连续 半 
群 {F400 的 无 穷 小 生成 元 是 一 4， 事实 上 ， 半 群 世 9 村 是 唯 
一 的 .这 可 以 用 儿 种 方法 加 以 证 明 , 一 种 方法 是 , 因为 Laplace 变 
换 是 内 射 的 [在 属于 多 + (LZ(E; 也)) 的 可 Laplace 变换 的 广义 函数 
集合 上 ], 因而 预 解 式 了 就 确定 了 儿 由 Laplace 逆 变 换 )， 
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事实 上 , 定理 眶 .上 中 蕴涵 性 (bo 一 (a) 的 证 明 已 经 导致 了 由 无 
穷 小 生成 元 一 4 产生 的 半 群 7 的 -- 个 表示 公式 ， 即 .9 作为 
9 ;的 点 态 极限 的 表达 式 ; 

(45.17) Flimexp{-t(I+ 二 4) 4 

(点 态 意 味 着 , 任 给 6€ 四, se 是 向 量 序列 ”9 ee 在 正中 的 极限 ; 记 

“ 住 此 收敛 性 在 每 个 有 限 区 间 0<i<T 了 < 十 coo 上 关于 # 是 一 致 的 .) 

一 ”与 定理 45.1 有 关 的 另 一 注 记 是 ， 一 个 连续 半 群 {Fj 的 无 穷 

小 生成 元 一 4 是 一 闭 算 子 。 这 意味 着 ，4: 多 (4) 一 已 的 图 篆 , 它 

是 也 x 上 的 一 子 集 ,在 卫 xE 中 是 闭 的 ,或 者 ,等 价 地 ,如果 儿 (4) 

中 的 一 序列 @; 在 耳 中 收敛 于 一 元 素 e， 并 且 如 果 4e; 在 证 中 收 

敛 于 一 元 素 £, 那么 我 们 必定 有 eE€ 儿 (4), 并 且 4e 一 f， 事 实 上 ， 

对 于 足够 大 的 ，C + 4) 悦 是 一 连续 线性 算 子 .如 果 把 它 

作用 于 ej 十 (1/m) Ae; 它 收 敛 于 e+ 二 (Left 一 g 一 一 我 们 就 看 

人 到,ej 必须 收 全 于 (十 (/m) 4) Tg, 而 ef 也 收敛 于 e, 这 意味 着 ， 

e 属于 人 十 (4 于 的 值 域 , 因而, 由 命题 后 .1,e 属于 乡 (4)， 
并 且 有 


g 一 e+ 工人 f- 7 4 1e 


对 于 抛物 型 混合 问题 的 应 用 


现在 我 们 来 简单 地 指出 ， 如 何 把 连续 半 群 理论 应 用 于 解 某 些 - 
抛物 型 混合 问题 . 为 了 简化 说 明 , 对 所 研究 的 问题 我 们 将 作 某 些 
限制 . 我们 将 与 B&B" 的 有 界 开 子 集 4 打交道 .考虑 8 竹中 那 种 类 
型 的 9 中 二 阶 线性 偶 微 分 算 子 : . - 


+ B(x) 2 十 eg) 
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“(虽然 在 现在 的 情形 ，4 写 为 变 分 形式 这 一 事实 不 是 重要 的 : 我 们 
的 假设 将 是 这 样 的 , 在 上 面 的 二 重 和 中 可 以 交换 /az 和 co))， 


假设 4 满足 一 致 强 椭 加 性 假设 (44.2)， 
(45 .18) 


Re 如 er(o) tw>olt1?， 对 于 所 有 的 2sE9, LE0". 


除了 这 些 假设 之 外 , 为 了 保证 性 质 ~ 
(46.19) Vu€ Hi3(Q), AuE DL’(Q)>uE HD) 一 


成 立 ， 对 2 的 边界 98 的 正规 性 和 系数 a*(w) ,bi (zx) ,0o(w), 我 们 
将 作 必 要 的 假设 . 当 一 4 是 Laplace 算 子 时 ， 827 中 提供 了 
使 (45.19) 成 立 的 充分 条 件 (参阅 定理 27.2)， 并 且 , 正如 在 那里 指 
出 和 的， 同样 的 结果 被 推广 到 更 一 般 的 微分 算 子 ， 我 们 知道 [参阅 
(44.8) 及 其 下 的 注 ]， 存 在 一 个 实数 ho， 使 得 当 和 > 和 时 ,入 十 4 是 
”一 个 从 五 4 (Q) 到 五 了 (2) 上 的 同 构 ， 将 此 与 (45.19) 组 合 起 来 ， 

蕴涵 着 站 
(45.30) 当 和 >Xo 时 ，X 十 4 是 一 个 从 Hi(Q) NH? (02) 

”到 及 (Q) 上 的 同 构 ( 在 一 显然 的 意义 下 ). 

用 +4) 习 表示 其 逆 映 射 , 将 其 看 作 从 2(Q) 到 其 自身 中 的 一 个 
有 界线 性 算 子 ， 其 值 域 将 是 五 ;Co) Nn 及?(9) ,我 们 把 它 看 作 4 的 

定义 域 罗 (4). 仍 对 于 入 No， 考 虑 一 个 任意 的 函数 uwEH3(0) 
NH3(Q) 以 及 

[WA = CoN) uel? +t 2 oo) Re (wu, (0+ A)W)o 
十 | (Mod AYwl?, ~” 
”其 中 , 6, )o。 和 6 表示 2CQ) 中 的 内 积 和 范 数 ， 再 用 (44.8) 得 到 
(45.21) QA) Nv {ot A uli<| T+ A li. 
由 (45.20)， 可 以 用 (人 +- 代替 w 其 中 了 是 (8Q) 中 任 一 元 
素 ， 从 (全 .21) 推 得 : 
(45 .22) (一 2o I OA+ A floes, 
和 A>Nho, FETL (OQ). 

通过 远 代 , 我 们 得 到 


全， 连续 半 群 理论 基本 知识 429 
(45.28) / 
[ri a < mo 
z 对 所 有 和 >) 和 所 有 EI?(@)， 
如 果 应 用 定理 46.1, 就 得 到 下 述 结 论 一 4 是 二) 上 一 连续 半 
群 {多 村 的 无 穷 小 生成 元 . 这 意味 着 现在 我 们 能 用 下 述 公式 解 混合 
问题 


(5.2D wtAv=f, wlio—w, 


其 中 了 和 ww 取 值 于 2 (8) 中 ,此 公式 是 
(45.25) w(t) = .Tmo | Fsf (3)ds. 


”自然 , 我 们 必须 说 明 关于 的 正规 性 假设 .这些 假设 可 能 依赖 


于 具体 情形 .但 是 注意 ， 如 果 没 有 其 它 附 加 的 信息 , 则 (45.25) 厂 
端的 第 一 项 只 是 一 个 取 值 于 (3) 中 的 连续 函数 一 一 虽然 对 于 每 


一 个 辐 定 的 Fi 属于 4 的 定义 域 , 即 属于 HCO) 几 B38). 这 


.下 


样 ,如 果 关 于 刀 芯 如 说 在 [0, TI] 上 )f 是 可 积 的 , 则 (45.25) 右 端的 
第 二 项 将 是 绝对 连续 的 , 换 句 话说 , (一 般 地 ) 第 二 项 的 性 质 要 比 第 
一 项 好 些 , 因而 , 解 包 将 是 连续 的 . 


村 题 


《在 下 面 这 些 习 题 中 ,五 总 表示 一 复 Banach 空间 , 其 中 范 数 用 上 js 表示 ; 
算 子 范 数 将 用 川 表示 ,) 
45.1 令 {97 直 是 记 上 关于 算 子 范 数 连续 的 算 子 半 群 [这 意味 着 (45.6) 一 


(45.7) 成 立 , 以 及 ,tm 是 一 个 从 [0, 十 [到 Banach 空间 (EB; 也) 中 的 连 


续 映 射 ]， 令 (Pp) 是 吾 (t)7' 的 Laplace 变换 , 即 , ECp) 一 (p14)-， 其 中 
一 4 是 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ,证 明 , 当 p 是 足够 大 的 正 实数 时 , RC(p) 是 一 个 
从 囊 到 其 自身 上 的 可 逆 上 映射。 由 此 推导 ,4 是 有 界 的 , 并 且 ,9 一 6 从 ， 

45.2 令 {U 上 是 (假设 是 一 Hilbert 空间 ) 上 西 算 子 的 一 个 连续 半 群 
(定义 45.1)， 证明, 当 t<0 时 , 可 以 用 唯一 的 方式 定义 加, 使 得 {Ue}veR 变 
为 证 上 酉 算 子 的 一 个 连续 群 。 由 此 推导 ， 半 和 群 {Dj,ze 的 无 穷 小 生成 元 是 至 
中 的 一 个 稠 定 的 反 自 伴 算 子 . 

45.3 你 能 给 出 一 个 其 无 穷 小 生成 元 婚 非 有 界 ( 习 题 45.1) 又 非 反 自 伴 
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的 (习题 45.2), 一 Hilbert 空间 上 算 子 的 连续 群 {74} 的 例子 吗 ? 

45.4 今 耳 是 一 Hilbert 空间 ,是 瑟 中 的 一 个 稠 定 的 自 伴 算 子 , 仿 
设 刀 是 正 航 并 有 一 有 界 的 道 ;考虑 抽象 Cauchy 问题 ， 


(45.26) 5 ul ~n0 EH, uo=m EH. 
证 明 , 存在 耳 Xx 豆 中 的 一 个 连续 西 群 Zu 使 得 (45.26) 的 解 a, 通 过 公式 
. Cf) 
_ Uo 
(45.27) au -of ) i€R, | 
at 二 U1 ee 


可 与 Cauehy 数据 Uo, U1 联系 起 来 , 并 且 , 这 个 关系 式 导 性 下 述 公 式 ( 妥 求 读 
者 给 它 以 精确 的 意义 ): 
(45 .28) ut) 008C A mo 4 A-12gin CAL/21)u1, 
将 北 与 (1L3.10) 及 习题 44.5 加 以 比较 。 
45.5 令 {9j 是 卫 上 的 一 个 连续 半 群 ; 假设 存在 常数 C>0, 使 得 下 还 事 
(45.29) 对 任意 ee 了 吾 , 帮 >0) 的 函数 .9e 可 延 拓 为 复 平面 的 扁 形 
iImt| <0 Ret 中 的 一 连续 函数 ， 它 在 此 扁 形 内 部 是 全 纯 的 (并 取 值 于 到 
中 ). 

证 明 , 存在 常数 政 ，B, 使 得 

《45 .30) [Zs<Mes®?, VecEkL， [Imszs|<CRes. 
由 此 推导 , 儿 的 无 穷 小 生成 元 的 预 解 式 (和 ) 在 区 域 
(45.31) A€EQ, Re%+OlImA|>B 

中 是 一 全 纯 函 数 , 取 使 于 Banach 空间 LCE; BB) 中 . 

45.6 用 习题 45.5 中 的 记号 . 证 明 在 习题 全 .5 中 铺 述 的 结果 之 遂 , 即 
如 果 在 区 域 (45.31) 中， 无穷 小 生成 元 的 预 解 式 BR() 存 在， 并 是 入 的 全 纯 
函数 , 取 值 于 厂 ( 了 ;也 ) 直 ,那么 ,对 于 某 个 可 能 是 比较 小 的 常数 C> 0,445. 29) 
成 立 . 

45.7 令 人 是 Br 的 一 有 界 开 子 集 ， 其 边界 是 一 光滑 超 曲 面 ， 9 位 于 其 
边界 的 一 侧 ， 令 Plx, D) 是 日 中 的 一 强 椭 圆 微分 算 子 ， 其 所 有 系数 都 属于 
0"(9)， 证 明 ，P0z DD) 定义 2C8) 中 的 一 个 无 界线 性 算 子 4， 其 定义 域 为 

万 (On 五?(92) ,并 在 (45.31) 型 的 一 区 域 中 , 一 4 的 预 解 式 有 RWW) 是 一 全 纯 
函数 , 取 值 于 CL2C8); 9)) 中 [天 于 算 了 于 P(%， D2, 容 许 读 痢 假设 类 侯 
于 定理 27.2 的 结果 成 立 .] 

45.8 令 4 是 某 Hilbert 空间 耳 中 的 一 个 稠 定 良 伴 算 子 ; 假设 4 是 

的 ,; 实际 上 ， 对 其 个 co> 0, 443co7z， 证 明 , 由 一 4 所 生成 的 i 
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足 不 等 式 ， 、 

(45.32) 1 所 常数 .exp( 一 00t)， Vi 之 0. 

证 明 , 4 的 逆 4 届 它 是 且 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ,满足 
A-1~ [ ,dt 


45.9 令吉 和 4 如 习题 45.8 中 所 述 . 令 uo 是 吾 的 一 个 元 素 ,人 人 是 

一 个 从 [0, 十 se[ 到 下 中 的 连续 卫 射 , 当 证 > 十 co 时 它 在 责 中 收敛 于 如 .证 
大, 当 -> 十 时 ,问题 z 

一 dm 


(45.33) -十 4Q 一 化 Vi>0; (0) =—uo 
的 解 ab 收敛 于 方程 
(45.34) Au.=f. 
的 解 0... 


45.10 令 Q 是 Br 的 一 有 界 开 子 集 , 它 的 边界 工 是 一 0” 超 曲面 , 8 在 
厂 的 一 侧 . 令 g 是 荆 上 的 一 复 值 函 数 ,属于 瑟 ??(T), 并 令 wlr, 从 是 混合 问 


是 
45.36) 名 ~ 在 9 中 ,对 于 t>0; 

(45.36) wlio—uo (2) € L2(0), 

(45.37) w 一 g 在 卫 上 


的 解 。 应 用 习题 45.9 中 的 结论 来 证 明 ， 当 tt> 十 ww 时 ，w(w, 作 收 敛 于 
Dirichlet 问题 


(45.38) uw 一 0 在 9 中 ，w 一 9 在 全 上 
的 解 M(x)。 能 全 把 %, wo 和 9 解释 为 坎 度 ， 从 物理 学 的 考虑 来 预言 这 一 结 
论 ? 


” 46. 特征 函数 展开 式 对 于 抛物 型 和 
双 曲 型 混合 问题 的 应 用 - 
如 在 88 44 和 45 中 一 样 ， 我 们 继续 考虑 微分 算 子 4=4(， 
0/9%) , 它 的 系数 是 开 集 2CR?” 中 的 2 函数 , 与 时 间 变 量 1 无关 .; 
4 te 


但 在 这 一 节 中 , 我 们 将 利用 $ 34 中 所 述 的 特征 值 展 开 式 ， 在 整个 
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这 一 节 中 ,我 们 采用 8$ 34 中 的 概念 和 记号 . 特别 , 假设 算 子 4 为 
形式 自 伴 的 和 强 椭圆 的 [参阅 (384.3) 到 (34.6)j] .我 们 还 将 作假 让 
(34.9), 即 开 集 Q 是 有 界 的 . 
我 们 回想 一 下 , 可 以 找到 一 数 刀 使 得 * 十 4, 看 作 一 个 连续 线 
性 算 子 瑟 I(O) 一 已 9) [ 它 是 HH3(Q) 的 对 偶 空间 ]， 成 为 正定 
机 而 事实 上 是 一 个 同 构 [只 需 取 x 之 Xo; 参阅 (34.7)] 当 从 右面 与 
5(9) 到 已 于 WW 中 的 自然 站 其 复合 时 ， x 十 4 的 北 G(x) 变 为 习 
全 H3(Q) 上 的 
时 , G (%) 变 为 空间 -1(Q) 上 的 一 个 蜂 算 于 总 之 ， 它 的 诺 是 高 
的 ， 并 且 由 一 个 收敛 于 零 的 严格 正 数 序列 组 成 ， 我 们 改 而 考察 4 
”的 特征 值 入 ,这些 特征 值 与 G (的 特征 值 x 由 关系 式 ， 
(46.1) 入 一 x 一 x， 属于 GC) 的 谱 z 
相 联 系 ，4 的 特征 值 形成 一 个 收敛 于 上 ce 的 实数 序列 (34.11)， 


这 样 ,除了 可 能 有 有 限 多 个 之 外 , 它们 都 是 严格 正 的 . 


一 -me 


”现在 我 们 将 利用 在 (34.19) 中 定义 的 4 的 特征 函数 (j= 也 
…)， 命 题 34.2 给 我 们 提供 了 一 个 解 混合 问题 


(46.2) 人 +Au- f 在 Qx]0, 7T[ 中 ， 


(46 .3) : ul», 0) =wo 
的 新 方法 , 这 里 我 们 要 寻求 一 个 取 值 于 五 5(Q) 中 的 解 入 即 假 设 零 
边 值 ; 我 们 回忆 一 下 , 通过 未 知 函 数 变 换 , 总 能 变 成 这 一 情形 )。 我 
们 将 取 
(46.4) JEZ(0 T; 五 9))， woETP(9)， 
并 求 
(46.5) 
wET2(0, T; HH3(0))， 使 得 ww E170, T; H+1(0)). 
应 用 命题 34.2, 并 记 : 


(46:0) 7 及 -= 六方 的 局， w= wh, 
(46.7) we, D) = wt) BB,. 
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为 了 简单 起 见 ， 在 这 一 节 的 余下 部 分 中 我 们 假设 所 有 关于 了 的 求 
和 都 是 从 1 到 +co， 不 再 每 次 重复 .因为 4 成 = 已 ， 方 程 
(46.3) 一 (46.3) 就 变 为 常 微分 方程 初始 值 问题 序列 ; 
(46 .8); Ww + Nyy 一 广 ， 0 一 <， 
(46.9); wi (0) = uoy, 

.46 .10) w(t) =wuo;exp(—Ait) 十 | exp[—N\;(t—8) ]f;(s) ads. 

用 wj 全 表示 上 式 右 端的 积分 , 并 令 


(46.11) v(m, D) = oD D0). 
- 我们 知道 
46.12) Du) = 1) < 十 co。 
” 另 一 方面 ,由 于 命题 34.2, 有 : 
(46.13) | lu( D) —o°, PD) |gco, oi 


= + lu) exp(—2%0) 0 


-5 erp(—2MT)) ol? 
<O | Wo |z LYO), 


其 中 ， 常数 O 依 赖 于 也 和 微分 算 子 4. 请 读者 回忆 一 下 及 3(0) 
的 Hilbert 空间 结构 , 以 及 , 通过 对 偶 性 , 由 有 3(Q) 上 的 内 积 
(46.14) (人 ko 9)) = 0) Fu, Wrxpy 

“一 所 定义 的 及 -+(Q) 的 Hilbert 空间 结构 , 其 中 ,a(w, 2) 是 与 4 相连 
带 的 拟 双 线性 形式 [参阅 (34.16)]. 

关于 卷 积 的 标准 Hilder 不 等 式 导 致 


人 1 人 | 和 co at 
orn apt ne om} 
< tN) (jerp CN | AOWEP, 
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-4 exp(— oc at, 

因而 , 再 一 次 应 用 命题 34.2, 我 们 有 

G46.15) (fo, os IFC, Dw, 


其 中 ， 常 数 O10， 象 0 一样， 它 依赖 于 荆 和 4. 把 (46.13) 和 和 
(46.15) 结合 起 来 , 就 得 到 - 
(46 .16) 

fw, Disc .<0 malew tf GDBecw ee}. 


自然 这些 存 在 性 结果 以 及 有 关 的 估计 ， 对 我 们 并 不 是 新 的 ， 
它们 是 由 能 量 不 等 式 所 得 到 的 定理 (例如 定理 和. 了 的 特殊 情形 


($ 45) 所 得 到 的 定理 的 特殊 情形 . 但 是 ,特征 函数 展开 的 方法 有 _ -一 一 
茶 些 方便 之 处 ; 在 很 多 情况 下 , 它 给 我 们 提供 了 比较 具体 的 、 可 以 
计算 的 解 的 逼近 . 很 清楚 , 可 以 把 这 个 方法 推广 到 不 同 于 抛物 型 
的 方程 上 去 , 例如 , 推广 到 一 类 重要 的 双 曲 型 方程 , 如 波动 方程 , 也 
能 推广 到 象 Schr6dinger 方程 这 样 的 方程 , 它 既 不 是 抛物 的 , 也 不 
是 双 曲 的 (参阅 习题 46.5 和 46.6). 

这 里 ， 我 们 将 讨论 双 曲 型 方程 的 情形 ， 作 为 向 8 47 的 结果 的 
一 个 过 渡 . 现在 所 研究 的 微分 算 子 , 关于 志 将 是 二 阶 的 , 更 明确 地 ， 
将 是 [4 与 446.2) 中 的 4 有 相同 的 意义 ]; 


(46.17) ETAu=f 在 Qx]0, T[ 中 . 
至 于 初始 条 件 , 它们 现在 是 
(46.18) uO = (0) = 


边界 条 件 将 再 一 次 部 涵 在 下 述 事 实 中 ， 我 们 要 求 的 解 必 是 取 值 于 
H1(Q@) 中 的 ， 和 本 节 中 处 理 抛物 型 问题 (46.2) 一 (46.3) 一 样 , 我 
们 将 用 ,mw 和 的 以 召 表示 的 级 数 表示 . 这 里 还 需要 坑 的 级 数 


46， 特征 函数 展开 式 对 于 抛物 型 和 双 曲 型 混合 问题 的 应 用 4as 
表示 : 
WU = Dy UE. 
我 们 来 证 明 下 述 定理 ; 
定理 人 .1 假设 开 集 2 是 有 界 的 ， 并 设 Q 中 的 微分 算 子 4% 
8/96%) 是 形式 自 伴 的 和 强 椭 圆 的 [ 即 满足 (34.2) 和 (384.6)]. 
那 入 , 对 于 每 组 数据 
(46.19) 、 
wE HQ), wEI OM), feEL, T, I2(0)), 
存在 唯一 的 函数 刀 使 得 
(46 .20) 


we (0, 下 HO), DBE, T; 有 Po))， 
”上 且 满足 (46.17) 一 (46.18): 
一 全 证明 级 数 表示 (46.7) 中 的 系数 必定 满足 二 阶 常 微分 方程 
(46.21) 地 二 Xp 一 户 。 0<t< 和 [参阅 (46.8) 
和 初始 条 件 [ 参 阅 (46 .9) : 
(46 .22); (0) = (0) =uy. 
(46 .21) 一 (46.29); 的 唯一 解 为 


(46 .28) w(t) — tor co8 (SN/ D3) + eS 
: sin{(s—s) VN 
+ OT A 


从 命题 34.2， 并 从 (46.21) 一 (46.232); 的 解 w 的 唯一 性 ， 即 得 解 
w(t, 幼 的 唯一 性 (46.20) 成 立 这 一 事实 现在 将 从 表达 式 (46.23) 
推 得 . 附带 指出 , 读者 不 必 为 数 ja( 它 们 不 必 都 是 正 的 ) 的 平方 根 
出 现 于 (46.28) 中 而 烦恼 ; 立即 看 到 , 那些 平方 根 MN 的 函数 实际 
上 是 (V 有)”= 入 的 函数 ， 我 们 继续 假设 如 ; (2) 被 赋予 内 积 
(46.14), 有 +(Q) 被 赋予 对 偶 Hilbert 空间 结构 ; 这 样 就 可 以 直 
接 了 当地 应 用 命题 34.2. 我 们 有 
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(46.24) {2 Cth) w(t | 
< + wl +E 
fsin GV DP uh} : 
+| {EI sd VD a 


对 于 适当 的 和 常数 2>0, 对 于 所 有 7 一 二 2，…, 我 们 有 改 _- 
(46 .25) 2 sin (1 NI<O. 
由 于 (46.25), 从 (46.24) 推 得 . 
(46 .26) 
jy BD lar < uol sw + Olu leo+o| | D loxp di, 
这 证 明了 wE L*(0, T; Hi(Q))、 最 后 ， 我 们 来 证 明 ww 在 闲 区 间 
[0, 2 中 是 连续 的 ， 取 值 于 五 1(O) 中 .为 此 ， 只 需 从 表达 式 一 一 
(46.283) 推 导 一 个 比 (46.24) 稍微 精细 一 些 的 不 等 式 , 即 
(46.27) 
{2 th | —w tt) | 
人 <tr jw) HIG, HY 
t+ {2 ul KI, 的] 


+ 二 (| | .Pen | [| sin((-HVDIE) | 


1/92 


+{E (A EG-s, ze 


2X 十 入 ; 
A 


其 中 ,我 们 已 经 用 了 记号 
(46 .28) Hj(is, #) =co0s (tM WN) —eos(# ~ Wy), 
(46 .29) 


Kil, t= |] [ein (VR) sin(y VB)]. 


对 于 某 个 适当 的 常数 C>0 和 所 有 j 一 4，2, …， 以 及 所 有 #€ 
[0, TJ, 有 
Hi, tI<2, IK | <20. 
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如 果 固 定 7 则 当世 收 伍 于 二 时 ， 玖 ;人才 维和 太 j(t, 约 收敛 于 零 ， 
因而 ,由 (适用 于 级 数 的 ) 控 制 收敛 定理 ， 当 立 趋 于 t 时 ， (46. 27) 
右 端的 前 两 项 趋 于 零 . 

由 于 积分 的 范 数 不 大 于 范 数 的 积分 ， 故 知 第 三 项 不 大 于 


jC, s) | zxo) ds, 


_ 因而 , 当 #>t 时 第 三 项 收 化 于 零 ， 最 后 , 考虑 (46.27) 右 端的 第 四 
项 , 即 最 后 一 项 。 对 于 每 个 s> 0, 存在 一 个 整数 ,> 0, 使 得 


(Bf 0) 


另 一 方面 , 存在 9> 0, 使 得 |t 一 如 生殖 涵 着 对 每 个 j=1，…,N。 
和 每 个 s, t, YE [0, T], 有 : 
[EK,(t—s, t—s) |<s, 
从 这 两 事实 容易 得 到 , 当 ?> 时， 最 后 一 项 也 趋 于 零 . 
”全 类似 的 推理 也 适用 于 v(w, 四 的 t 导数 
, wo =D wt) Bi(w). 
这 只 需 注意 | / 
(46.80) wi 0) =— 人 MN uo sin VN) +u ost hy) 
: + | fioos{ -sv Dds. 


我 们 把 细节 留 给 读者 ， 人 们 必须 证 明 , 当 六 趋 于 i 时 ， 
z ID) = 0 1 
收敛 于 零 . 

” 注 4.1 除了 定理 46. 1 中 的 假设 之 外 如 果 还 作假 设 
JEC0([0 7]; 如 -+(9))， 那 就 能 从 定理 46.1 的 结论 以 及 方程 
(46 .17) 推 得 /08 属于 C0([0, T]; HC(0)). 

注 4.2 在 双 曲 型 混合 问题 和 抛物 型 混合 问题 之 间 , 一 个 本 
质 差别 是 , 在 前 一 问题 中 , 时 间 是 可 逆 的 : 假设 方程 (46.17) 的 右 端 
j 定义 于 一 下 和 经 0 中 , 我 们 能 够 解决 后 向 混合 问题 , 即 与 (46.17) 
一 (46.18) 一 样 的 问题 ,只 是 (46.17) 必须 对 于 (%, 力 EQx] 一 7,0[ 
成 立 ， 在 抛物 型 混合 问题 中 事情 不 是 这 样 的 ! 
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注 46.3 读者 应 该 把 公式 (46.23) 与 公式 (13.10) 加 以 比较 . 
可 以 说 ， 后 者 是 前 者 的 “整体 类 似 ， 它 是 前 者 当 人 2=BR"*( 和 了 = 
十 oo) 时 的 类 似 ， 这 里 , 正如 在 注 34.1 中 一 样 , 我 们 再 一 次 看 到 ， 
用 特征 函数 吾 , (2%) 表示 的 级 数 表示 与 Fourier 反 演 公式 有 一 很 强 
的 (和 深刻 的 ! ) 类似 性 . 如 果 利 用 fourier 级 数 而 不 用 Fourier 积 
分 《 即 若 我 们 处 理 环 面 T* 上 的 函数 , 而 不 是 BB" 上 的 函数 ; 参阅 习 
题 13.2), 此 类 似 性 更 为 明显 , 


习 题 
46.1 令 吕 是 实 直 线 上 的 一 有 界 区 间 wa<xz<2D。， 利用 在 例 34.1 中 所 述 
的 特征 函数 展开 式 , 解 混合 问题 
(46.31) 和 a<r<b,t>0, 
(46 .32) w(x, 0) =uo(x) € I2 Ca, b), 
(46.33) ug, =g(t), vb, =gt), t>0, 


与 例 44.3 中 的 结果 相 比 较 . 
46.3 与 习题 46.1 中 同样 的 问题 , 但 是 用 


2 2 : 
(46.34) Ov Ou gare<b, i>0 


O22 DO2 
代 状 (36.31), 用 
(46.35) w(x, 0)=uoCr) € HI(Q), ls, 0) =u(%) € LI(0) 


代替 436.32)， 与 习题 竹 .7 加 以 比较 ， 
46.3 令 98 是 平面 中 的 圆 盘 如 +y<B2CR>0)。 利 用例 34.2 中 所 述 
的 特征 函数 展开 式 , 解 混合 问题 - 


On DO 2 DO AN 
(46.36) Cb, 人 的 Et>0 | 4-( 之 ) +( 吉 ) | 
(46.37) 2|;-o 一 tocI2Q)， 
(46.38) ul', ) EHIQ), ti>0. 


46.4 与 习题 46.3 中 同样 的 问题 ,但 是 这 次 是 关于 波动 方程 


(46.39) = Cw, Y) EQ, i>0 
及 其 初始 条 件 
(46.40) wlio=wm EHIO), | -erao) 


Ot |1:=0 


bm YY 


程 
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46.5 令 4 是 方程 (46.2) 中 的 那个 算 子 ， 但 是 现在 考虑 “Schrodinger 
型 "方程 


(46.41) WtiAuef 在 QAx]0, Tf 中 G= VT), 
具有 初始 条 件 
(46.42) ul, 0) =uo € L2(O). 


假设 f€ 2(0, TP; 五-1(9))，w 在 (46.6) 中 给 出 ， 试 在 (46. 4 一 (46.42) 的 


解 双 的 展开 式 (46.7) 中 确定 系数 好 人 鸭 . 证 明 展开 式 (46.7) 在 72(0, 了 7，; 


HCQ9)) 中 收敛 ， 当 T+ 时 发 生 什么 后 果 ? 
46.6 这 是 一 个 与 “ 46.1 相同 的 问题 ， 但 是 这 次 用 Schrédinger 方 
a<r<b, 0<t<7 


O22wu 


(46.43) =V-I 3 


代 兰 热 导 方程 (46,31)[ 还 有 ,边界 条 件 (46.33) 只 有 效 到 时 刻 了 j。， 


. 一 类 双 曲 型 混合 问题 的 抽象 存在 性 
和 唯一 性 定理 。 能 量 不 等 式 


在 8 46 中 , 关于 某 些 双 曲 型 混合 问题 的 解 的 存在 性 和 唯一 
性 , 我 们 得 到 了 一 个 结果 (定理 . 廿 . 实际 上 ， 这 个 结果 还 给 出 
了 解 的 某 些 有 意义 的 特征 函数 展开 式 . 但 是 ， 它 所 适用 的 方程 和 
问题 的 类 型 有 很 大 的 限制 . 我 们 必须 会 处 理 不 同 年 Dirichlet 问 
题 的 问题 : 例如 ，Neumann 问题 (§ 37.1), $§ 87 .2 的 “混杂 ”问题 ， 
在 § 37.5 中 的 辑 射 问题 和 斜 微 商 问 题 , 高 阶 强 椭圆 算 子 的 


Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 ($$ 36 和 88), 等 等 ， 应 该 期 望 ， 


包含 这 些 问题 的 一 种 推广 , 也 能 适用 于 抛物 型 混合 问题 . 我 们 已 


经 在 一 系列 习题 一 -40.1，4 和 .2 和 4 委 : 工 到 各 .8 一 一 中 给 出 了 如 


何 实现 这 种 推广 的 指示 (关于 应 用 , 请 参看 习题 狂 :4 入 .5 和 
各 .4). 为 了 一 般 性 起 见 , 在 这 一 节 中 我 们 叙述 和 证 明 一 个 抽象 的 
定理 , 它 可 以 诺 用 于 上 述 那 些 种 类 的 问题 的 广阔 领域 中 去 ， 然 而 ， 
想到 具体 的 情形 也 许 是 有 好 处 的 , 例如 , 象 (8/84)*+ 4(%, 4 09/69) 
.这 样 的 二 阶 微分 算 子 的 混合 问题 ,其 中 
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4, & 9/0%)-— > B 


0 
六 CQ (wv, ¢) Br 


+ De, D-H tee, D) 
满足 通常 的 强 椭圆 性 假设 (40.17) [还 满足 有 界 性 假设 (40.16)]. 
与 $ 47 中 考虑 的 算 子 相 比 ,这 里 的 算 子 容许 有 与 + 有关 的 系数 . 
4(%, t, 0/90%) 写成 变 分 形式 使 我 们 能 够 引进 通常 的 拟 双 线性 形式 一 、 
(在 这 里 是 依赖 于 的 ) : 


Q(t; Ww, 0) = > | a (wv, Ou 2% do 


er 


OX Ox’ 
了 Ou 一 | 一 
十 说 | (%, t) 7 0 QX 十 0%, Dv dw, 


用 8 87 中 详细 叙述 过 的 方法 ， 这 样 一 种 形式 确定 一 个 从 Hilbert 

空间 立 到 它 的 反对 偶 空 间 V 中 的 有 界线 性 算 子 (这 次 , 是 依赖 于 

t 的 ,0<t<T)， 我 们 回忆 一 下 ,六 的 反对 偶 空间 六 是 VY 上 连续 一 一 
反 线 性 泛 函 的 Banach 空间 (我 们 仍 用 《<, >- 表示 VV 和 VW 之 间 的 
反对 偶 性 括号 ).。 在 上 述 的 微分 算 子 4C3, t, 8/8%) 的 情形 中 ，V 
可 以 是 HH;(Q), 如 果 所 研究 问题 中 的 边界 条 件 是 Dirichlet 条 件 ; 

不 然 , 就 是 某 个 别 的 函数 空间 ， 最 通常 的 是 有 i(Q) 和 五 1(O) 之 间 

的 一 个 中 间 空 间 ( 参 阅 $ 87)， 如 果 代 闪 4 (w, #, 8/9s) , 我 们 研究 

一 个 2m 阶 强 椭圆 算 子 (其 系数 依赖 于 时 间 间 , 那么 空间 VV 可 以 

是 H3 (9) ,或 者 是 五 ? (2) 和 五 "(9) 之 间 的 某 个 中 间 空 间 ， 

总 而 言 之 , 我 们 有 VxV 上 的 一 个 依赖 于 t 的 连续 拟 双 线 性 . 
形式 &G; u, V)， 对 每 个 4E [0, T1， 它 确定 一 个 有 界线 性 算 子 
4 作 : VV, 使 得 
(47 .1) ot;u, V =AOU VT, u,vEV. 

但 是 必须 注意 , 不 要 把 这 个 “抽象 的 ” 算 子 4 外 等 同 于 微分 算 子 
4(o, t, 2/8m) 在 立 上 的 限制 ， 4 的 具有 一 些 一 般 来 说 4(c, 所 
3/8z) 所 不 具有 的 信息 , 事实 上 , V 本 身 的 选取 就 缠 涵 着 解 4 的 某 
些 边 界 条 件 ,正如 $ 87 中 所 说 明 的 .在 立 = 五;(2) 的 情形 , 在 某 种 
意义 下 我 们 可 把 4 人 GD) 等 同 于 4(w 六 9/86%) ， 后 者 可 看 作 一 个 有 
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界线 性 算 子 i (2) 一 万 于 (9)- 一 一 否则 ， 事 情 就 不 是 这 样 了 ， 关 
于 更 一 般 的 说 明 , 请 参阅 § 387. 这 样 , 在 抽象 的 框架 中 , 我 们 将 从 
算 子 4 提 ;V>V', 或 从 拟 双 线性 泛 函 a Gt; u, VY) 开 始 . 
我 们 将 把 在 $ 46 的 特殊 情形 中 所 过 到 的 一 些 限制 延续 到 现在 
的 更 一 般 情形 ; 假设 4 (在 下 述 意义 下 是 形式 自 伴 的 ， 
一 2) AH, vv =, 4 人 坟 V>- ， O01<T, uu, VEV, 
人 或 者 ,等 价 地 ,对 于 同样 一 些 u,v, 总 有 - 
(47 .2’) a(t; HU, V) =a(t; VY, UH). 
我 们 将 作 通 常 的 强制 性 假设 
(和 7.8) 存在 常数 co>0 和 实数 )o， 使 得 对 于 所 有 的 和 之 No， 所 有 
的 UEY 和 所 有 的 0 和 HS 有 
《GT4G)m Wo0luls. 
我 们 还 必须 详细 说 明 4 全 或 au v) 关 于 二 的 正规 性 要 求 ， 我 
(47. 和 对 于 立 的 每 对 元 素 uv, ta li; u, v) 是 闭 区 间 [0, 2 
中 的 01 函数 . : 
我 们 要 研究 的 初始 值 问题 是 下 述 问题 
(47 .5) UD+ADUD =£1H), 0<t<7T,. 
(47.6) u(0) =U, ui(0) =u, 
其 中 下 标 表示 关于 芋 的 微 商 、 我 们 来 证 明 下 述 结 果 : 
定理 狠 .1 假设 4 人 是 形式 自 伴 的 , 即 (47.2) 成 立 , 并 假设 它 满 
足 强 制 性 假设 (47.8)。 进一步 假 设 ,对 于 任何 0, VEV, ols; u, 
DEC 了 7]), 即 , (47 .人 成 立 . 
那么 , 对 于 每 个 WwEV, ww E 耳 , f EI(0, T; H), 存在 一 个 
唯一 的 函数 4EIL”~(0, T; V)， 使 得 1:€ L”(0, 2 ED, 并 使 得 
“(47.5) 一 (47.6) 成 立 ， - 
再 者 , 4 是 闭 区 间 [0, T1 中 的 一 个 连续 函数 , 取 值 于 V,( 赋 于 
弱 拓扑 的 空间 V) 中 , 而 u; 是 [0, 了 71 中 王 。 值 的 连续 函数 . ” 存在 


十 如 通常 一 样 ， 我 们 把 函数 看 作 广 义 函 数 ， 这 意味 着 和 也 许 必 须 在 一 零 测 案 
上 改变 其 值 . z 
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一 个 不 依赖 于 f, to, Wi 和 #0<i<T) 的 常数 CO>0， 使 得 对 于 这 
些 妈 有 

(47.7) | 人 ablv+iluab|asC {Iw [y+ lu la 人 | ac 


证 明 证 明 由 三 步 组 成 ; 首先 , 我 们 证 明 一 些 “ 能 量 ”" 型 的 等 式 和 不 
等 式 ; 其 次 , 由 所 谓 的 Galerkin 方法 ( 例 85. 蕊 ,利用 ( 仅 在 有 限 维 、 

的 情形 中 ! ) 下 面 第 工 部 分 中 证 明 的 能 量 估计 ， 证 明 解 的 存在 性 , 一 、 
最 后 , 本 质 上 由 能 量 估计 的 一 个 变形 , 证 明 解 的 唯一 性 .此 证 明 与 “一 
定理 40.1 和 入 .1 ( 它 适用 于 抛物 型 发 展 方程 ) 的 证 明 有 许多 类 似 

之 处 , 但 是 也 有 明显 的 差别 , 特别 是 在 关于 变量 t 的 正规 性 要 求 方 

面 , 还 在 于 我 们 必须 取 了 为 耳 值 而 非 V' 值 .在 技巧 上 , 这 归 因 于 

下 述 事 实 , 即 在 能 量 估计 的 求 导 中 , 必须 作 了 人) 与 ur GO ( 它 取 值 于 

互 中 , 而 非 取 值 于 Y 中 ) 的 内 积 , 因而 , 此 内 积 是 在 耳 中 计算 的 . 


I. 能 量 不 等 式 


- 令 9 是 CI0, TI; V) 的 任 一 元 素 ， 使 得 出 =9pa 一 4 人 9 
E 严 (0, T; 了 HH) [因此 , osE (0, 天 V)]， 我 们 有 
(47.8) (i, Pi ETalt; gp, Pe = (WP, pi) a. 
对 于 中 任何 VY, w, 记 ar(t; V W) = (d/di)a(t; V, W), 并 且 ， 
取 (47 .8) 中 两 端的 实 部 的 两 倍 ， 就 导致 


(47.9) {pl tol; 9, 网 } 一 地 pntalt; 9 9). 


这 里 已 经 用 了 性 质 (47 .2)， 即 ， 用 了 a(t; Vv, W) 是 Hermite 的 ， 
在 (47.9) 的 两 端 从 0 到 1 积分 , 得 到 

(47.10) 

[C0) alt; pCO), 90))=|p +a(0; po, po) 


GO， pts GD p00)) ar. 


现在 利用 强制 性 性 质 (47.3)， 我们 看 到 , 存在 一 个 不 依赖 于 pq( 因 
而 不 依赖 于 qo, 91, 四 和 荆 的 常数 O>0, 使 得 


尝 
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引进 下 列 范 数 : 
NN(t; 9) = up {lp (t) $+] 1, 


从 上 面 的 不 等 式 , 可 能 经 过 增 大 常数 0, 就 推 得 


(47 .11) : 
Ns 9) <O{ NCO: +h Nw) nar+) NO Po. 


经 典 的 Gronwall 不 等 式 ( 参 阅 习 题 11. 10) 使 我 们 能 锡 从 (47.11) 
推 得 
(47 .12) 


NG 9) <00"| 《0; +| Ge) Mn, 0<t<27， 


换 句 话说 , 可 能 经 过 适当 增 大 O 之 后 ,有 
(47 .18) 


lp (DD lyt+ | gt) la<cec{ 2ojv 十 jos 二 | jy ln zi 


HI. 解 的 存在 性 


“- 我们 将 应 用 Galerkin 方法 ( 例 35. 才 的 某 种 简化 的 形式 ， 这 
个 方法 的 思想 是 简单 的 , 由 于 T 的 可 分 性 , 我 们 可 以 把 了 表示 为 
腿 维 线性 子 空 间 Vj 的 一 个 严格 递增 序列 的 并 集 的 闭 包 ， 由 V 
下 中 的 稠 性 知道 , 联 也 是 UV, 的 闭 包 (在 互 中 的 !)、 利 用 立 
在 VV 上 的 适当 的 投影 ， 可 以 把 我 们 的 无 限 维 问题 变 成 Vv 
多 多 攻 个 常生 分 方程 组 ( 即 数据 和 未 知 画 数 者 取信 于 Vs 中 )。 此 
\ 寄 六 想 绿 (对 于 适当 选取 的 初始 条 件 ) 有 一 唯一 解 us, 然后 证 明 ， 在 
“、\ 六 各 天 当 的 方式 下 收敛 于 ( 红 . 辐 一 (47.6) 的 所 要 求 的 解 如 
™ 外 现在 的 忆 形 中 ， 我 们 将 用 六 中 的 一 个 序列 Ws， 和， mo 


’ / 


i 
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它 在 下 中 形成 一 个 完全 的 规格 化 正 交 系 显然， 这 样 的 序列 是 
存在 的 . 在 我 们 的 情形 ， 有 限 维 线性 子 空间 Vj 将 是 Wi, …， WJ 
的 线性 生成 .我 们 可 以 选择 复数 吗 j, 使 得 部 分 和 


Uo 一 训 W Ww 
在 立 中 收敛 于 ws， 然后 定义 
Uj(t) 一 PAO WW), v =1, 2, wi : ~、 
作为 初始 值 问题 
(47 .14) z 
PD ut) talt; Wt), Ww) Gd， wn 1<7T<7， 
(47 .15) wi(0) =wéy, (U0) = i, WH, Is<7T<v 
的 解 。 这 是 了 个 二 阶 线性 常 微分 方程 的 一 个 方程 组 ,， 它 的 系数 是 
[0, 四 中 的 01 函数， 事实 上 ， 


za WD), WD) =D elt Wo WD) 


再 只 需 应 用 (47 .多 即 可 ， 从 f 的 选取 知道 ，(47.14) 的 右 端 是 

[0, TI 上 的 可 积 函 数 ; 因而 ，( 唯 一 ) 解 好 都 是 01 函数 ,它们 的 二 

阶 导数 都 是 [0, 下 中 的 严 函数 .。 因此 可 以 对 gu 应 用 能 量 不 

等 式 (47 .18) ， 我 们 看 到 ， 存 在 一 个 只 依赖 于 算 子 4( 和 也 的 正 
常数 Cu 使 得 


C7.16) [uO lt) (oD) 0s [ols+ ul 


+(f ea) 


对 (47.16) 的 两 端 从 0 到 了 积分 ,就 得 到 结论 uy[ 相 应 地 ，(u 
在 22(0, TF;V) 中 [相应 地 , 在 如 (0, 了; 耳 ) 中 ] 形 成 一 有 界 序列 ， . 
因而 可 以 抽出 一 子 序列 (ur)， 它 在 天 (0 了 ; V) 中 弱 收 仿 于 丁 数 
0, 同时, uv 在 二 (0, TPT; 耳 ) 中 弱 收 伍 于 .容易 知道 ,极限 高 
满足 (47.5) 一 (47.6)， 江 由 于 (47.16), 它 还 满足 能 量 不 等 式 
《47 .7)， 这 样 , EL” (0, 了 了; ,U1EL”(0, T; HH)， 注 意 , 从 这 


a 这 
on . 

. i i . ~ 四 

i ™~ 
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里 ， 从 方程 (47 .5)， 并 从 关于 a(t; VY, W) 和 关于 了 的 假设 ， 即 得 
unELi(0, T; Vy， 我 们 推 得 
(47.17) EC TI; H), u:€EO 0, 人 V). 
这 事先 假定 了 我 们 可 能 已 在 一 零 测 集 上 修正 了 "tu 和 us 特别 , 不 
“” 妨 假 定 它们 分 别 是 [0, 四 中 的 立 值 和 再 值 有 界 函数 
令 VV (相应 地 , 了) 是 了 (相应 地 , 再 ) 的 一 个 任意 的 元 素 , 如 GE 
一 [0, T] 是 一 个 任意 的 点 , { 革 是 一 个 在 闭 区 闻 [0, 四 中 收敛 于 如 的 - 
序列 . 我 们 知道 ,Q( 纪 [相应 地 ，u( 切 ]，7 =0, 1,…， 返 留 在 V 
[相应 地 , 本] 的 一 个 有 界 子 集中 , 因而 , 存在 一 子 序列 {j,}, 使 得 
vb) [相应 地 , (y(ty,), hh)aj 
收敛 ， 由 于 ( 弛 .17) ,极限 只 能 是 
(47 .18) 《<V', (to)>” [相应 地 , (W(to), h)al, 
由 一 初等 的 推理 , 这 意味 着 


os : 《V', Q(t)》>” [相应 地 , (uz (ty),，h) ag] 


Tr 


收敛 于 (47 .18) .这 证 明了 把 也 和 了 ur 分别 看 作 取 值 于 Yo 中 和 
Hs 中 的 函数 时 , 它们 的 连续 性 性 质 . 


1 解 的 唯一 性 


我 们 考虑 齐 次 方程 
(47 ,19) UstACuU=0, 0<t<7 


的 一 个 解 0 EL”(0, TT; V), 它 使 得 ;EL*(0, T， 耳 ) 和 uo) = 
Ui (0) 二 0， 令 
/ U0) = | tc 
并 从 0 到 纪 积 分 (47.19) ,就 得 到 
了 +| A uC) dr 


Unt +AGI UO) -| A UN Ad" 0. 
现在 利用 下 面 一 些 事 实 . UD,€ 4*(0, 了 T; ,UDi=WwE€EL*(0,7， 


a 
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瑟 ) 和 4 人 UG)EO(TO, TJ]; V)， 我 们 可 以 写 
(47 .20) “Us (UDC UO), U1)) 


-J (t"; UG"), UDC =0. 


取 《47 .20) 的 左 端的 实 部 的 两 倍 ,并 从 0 到 t 积分 , 就 得 到 
(47.21) Di 性 十 < UW), UW)) 


-| all UGH), UH) a ~ 


+ 3Re | gat UH), UW) U0 yd 


我 们 用 强制 性 假设 (47.3), 象 在 第 工 部 分 中 那样 进行 推理 . 从 

《47 .21) 推 得 , 对 于 某 个 常数 C>0, 有 
NG, vw’<o| N(t, Dar+| UD UG la 
<EON GT) 

它 北 涵 着 , 当 0<t<to= (50) 了 时 可 Q) 0， 象 通常 一 样 ,在 这 样 
的 情形 中 , 我 们 用 区 交 [to, 7 代替 区 间 [0, 下 ,现在 可 以 在 [to 2 
中 重复 同样 的 推理 . 这 样 , 容易 得 到 所 期 望 的 结论 : 当 0 所 tT 时 ， 
DQ ,因而 (2D), 必须 但 等 于 零 . 证 毕 ， 

注 御 .1 可 以 证 明 ，( 和 7. 相 一 (47.6) 的 解 器 一 它 的 存在 性 
和 唯一 性 已 在 定理 47.1 中 叙述 一 一 有 共有 比 在 这 定理 中 所 述 更 高 
的 关于 的 正规 性 ， 事 实 上 , 可 以 证 明 ,aa( 相 应 地 ,ui) 是 t(0<t< 
人 如) 的 连续 函数 ， 取 值 于 了 (相应 地 ， 卫 ) 中 ， 而 不 仅仅 是 取 值 于 V。 
(相应 地 ， 瓦 。) 中 ， 但 是 这 个 事实 的 证 明 远 较 定 理 47 .1 中 较 弱 的 
叙述 的 证 明 复 杂 ; 可 在 [LM, 第 一 卷 , 第 三 章 ,$ 8. 种 一 一 我 们 按照 
它 修改 了 本 节 中 的 推理 一 一 中 找到 此 证 明 ， 
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关于 “基本 的 ”线性 偏 微分 方程 ， 高 等 微 积分 教科 书 讨论 这 一 

_ -一 课题 内需 50 或 60 页 ， 但 Treves 为 什么 写 了 各 0 页 之 多 ? 又 是 

如 何 写 的 ? 这 不 是 因为 他 扩大 了 基本 方程 的 范围 , 事实 上 , 典型 的 

问题 和 它们 的 直接 推广 占有 全 书 ， 也 不 是 因为 在 初等 概念 上 花费 

了 篇 幅 : 广义 函数 理论 和 泛 函 分 析 基 本 知识 都 被 假定 是 熟知 的 . 通 

过 考虑 另 一 个 问题 也 许可 以 找到 其 答案 ; 如 何 用 现代 的 方法 来 处 
” 理 典 型 的 基本 问题 . z 

对 于 热 导 方程 ， 考 虑 一 个 简单 的 “混合 的 初始 值 -边界 值 问 

题 "” 即 ， 给 定 一 个 函数 w (2) (zE [一 4， 十 吉 )， 要 找 一 个 定义 在 


“~[—1, ,二 1] x 10, 十 co[ 中 的 西数 % 使 得 


| Bu Ow 、 
(D V0) =uol%), w( 土 1D ) =0. 


我 们 把 (+) 看 作为 一 个 向 量 值 函数 的 常 微分 方程 ， 用 4 表示 线性 
算 子 (dda)?， 它 的 定义 域 是 [一 二 十 匡 上 的 函数 的 某 个 适当 的 空 
间 ， 这 些 函 数 在 端点 "= 一 二 十 1 处 等 于 零 . 我们 令 且 是 包含 4 
的 定义 域 和 初始 值 w 的 某 个 函数 空间 , 要 找 如 [0， 十 co [> 下 ,使 
得 


Adw _ py 
(2) dr 本 Au, uw (0) Wo. 


”第 一 种 解法 . 求 4 的 特征 值 集合 {和 和 特征 函数 集合 {49}, 并 
展开 “信人 之 (四 ， 这 就 导致 数值 系数 @ 的 一 个 (唯一 可 解 
的 ) 常 微分 方程 集合 . : 

” 第 二 种 解法 。 形式 地 证 明 %， 必须 具有 u(t) -er 这 料 的 形 
式 , 其 中 , 指数 函数 必定 由 Oauchy 积分 公式 


(3) 的 =04 = (2m) + |. eT ANA 


4so 代 后 记 一 一 书评 
给 出 .因为 4 是 一 个 非 负 的 自 伴 算 子 ， 因 此 预 解 式 (XI 一 4A) 消 
足 一 些 条 件 , 这 些 条 件 保证 了 { 口 ()} 是 一 个 全 纯 半 群 . 

第 三 种 解法 .形式 地 证 明 ( 分 荀 涵 着 解 纪 的 Laplace 变 奖 i 
满足 

MN) = uo AV CN ， 

那么 , 反 演 公式 就 给 出 z 
@)” ul) = (2n0) | eAI— A to dN. 人 


第 四 种 解法 .对 于 4， 构 造 一 族 有 限 差分 逼近 4,， 每 个 4 
作用 在 一 个 有 限 维 空间 中 ， 因此 几 一 4wu 是 一 个 常 微分 方程 组 . 
此 时 , 解 如 应 该 在 某 种 意义 下 收敛 于 一 解 忆 

第 五 种 解法 . 选取 一 个 投影 算 子 序列 {P}，P, 把 了 投影 到 
有 限 维 子 空间 下 ,上 , 而 他 的 并 集 U 甩 ; 在 茸 中 稠 。 此 时 , 忆 = 
PsAun 是 一 个 党 微分 方程 组 ， 它 有 取 值 在 全。 中 的 解 ww， 这 里 ， wn 
也 应 该 收敛 于 一 解 人 
， ”第 六 种 解法 令 Fo 表示 [一 1 二 杂 x [0, +ce[ 上 光滑 函数 ~、 
的 空间 , 这 些 函 数 有 紧 支 集 , 并 且 在 z= 土 1 处 等 于 零 ; 再 令 了 是 
Vo 关于 由 内 积 


Cv, y= 人 至 32 go 2 人 v (%, 0)W(e, 0) dw 
所 定义 的 范 数 的 完备 化 . 给 定 2&€8Vo, 存在 一 个 唯一 的 TvEV ,使 
得 

Co Tv>=||( (型 了 一 2 dv ds, VwEV. 
此 时 , (2) 可 解释 为 
CC 


但 是 荆 在 这 中 有 一 个 有 界 的 逆 , 而 (4) 的 左 端 定义 六 上 的 一 个 有 
界 泛 函 ,因而 存在 一 个 满足 (4) 的 唯一 的 EV. 在 某 种 意义 下 ， u 
是 我 们 所 希望 的 解 . z 

不 辣 的 解法 得 到 不 同 的 解 一 一 要 紧 的 是 如 何 去 找 到 它 ， 对 于 
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我 们 的 特殊 问题 (或 非 齐 次 情形 w = Aw 十) 而 言 , 从 不 同 的 方法 
很 容易 得 到 的 各 种 结果 之 间 可 能 难于 进行 比较 ; 全 如 , 最 后 一 个 方 
法 要 求 数据 的 较 少 的 光滑 性 而 导致 解 的 较 少 的 光滑 性 一 一 相对 于 ” 
第 二 个 方法 而 言 、 再 则 , 各 种 方法 的 推广 范围 大 不 相同 ， 前 三 种 
方法 (特征 函数 展开 , 半 群 ，Laplace 变换 ) 对 微分 算 子 4 没有 任何 _ 
_ 限 制 , 但 不 容易 推广 到 随 t 而 变 的 算 子 。 后 三 种 方法 (差分 方法 ， 
一 一 ”Galerkin 方法 , 变 分 方法 ) 用 着 4 的 更 多 的 特殊 结构 ， 但 不 要 求 它 
与 1 无 关 . 上 
人 们 的 经 验 是 ; 在 偏 微分 方程 理论 中 ， 方法 可 以 与 定理 同样 重 
要 . 面 对 着 如 此 多 可 供 选 择 的 方法 , 教科 书 或 专著 的 作者 有 时 只 
介绍 那些 对 他 自己 最 富有 感染 力 的 方法 . 如 果 巧 妙 的 话 , 其 至 可 
把 所 选中 的 方法 做 得 看 来 象 是 唯一 自然 且 为 合适 的 方法 . 
不 是 从 一 本 为 具有 一 些 现代 分 析 知 识 而 又 希望 了 解 一 些 现代 
一 一 一 - 偏 微分 方程 的 大 学 毕业 生 或 数学 家 而 写 的 教科 书 中 ， 而 是 从 较 之 
为 深刻 的 书 中 ， 人 们 能 希望 些 什么 呢 ? 应 该 引进 一 系列 常用 的 方 
法 ， 用 这 些 方法 去 解决 经 典 问题 ， 指点 一 下 它们 的 更 大 范围 的 应 
”用 ; 大 量 的 习题 应 该 描述 其 发 展 并 探求 其 它 途 径 ; 进一步 发 展 的 以 
及 专著 和 论文 的 资料 来 源 的 丰富 文献 应 该 引导 进一步 的 研究 ， 当 
然 ,， 人们 还 希望 作者 写 得 清楚 一 些 和 细致 一 些 , 希望 他 提供 动机 ， 
也 希望 他 乐意 有 始 有 终 地 探求 较 多 的 线索 . z 
除了 应 有 足够 多 的 文献 这 一 点 之 外 ，Treves 令 人 钦佩 地 满足 
了 这 些 要 求 . 事实 上 , 用 现代 语言 并 用 现代 方法 得 到 了 有 关 波 动 
算 子 、 热 导 算 子 和 Laplace 算 子 的 所 有 经 典 结果 ;反复 地 应 用 了 组 
增 广义 函数 的 (部 分 )Fourier 变换 ; 叙述 并 大 致 证 明了 常 系数 一 阶 
组 的 Oauchy 问题 适 定性 的 充 要 条 件 ; 用 Treves, Ovsjannikov 等 
的 巧妙 的 方法 证 明了 Canchy-Kovalevska 定理 ; 用 变 分 方法 处 理 
了 Dirichlet 问题 , 通过 Stampacehia 弱 极 大 值 原理 重新 得 到 了 经 
典 结 果 ; 讨论 了 随机 徘徊 和 Brown 运动 ,球面 调和 函数 和 一 般 的 
椭圆 边 值 问题 . 上面 所 说 的 所 有 方法 都 在 书 中 的 不 同 场合 被 讨论 
了 . 


452 代 后 记 一 一 书评 


有 一 些 值得 商检 之 处 和 可 以 利用 的 机 会 .Teves 没有 指出 
热 导 方程 和 Schr5dinger 方程 的 基本 解 是 如 何 通过 解析 延 拓 而 联 
系 着 的 - 这 是 -一 个 目前 在 物理 理论 中 流行 着 的 关系 ， 通 过 这 个 关 
系 , 可 以 毫 不 含糊 地 去 计算 Schridinger 方程 的 基本 解 中 的 常数 ; 
在 解 Diriehlet 问题 时 , 从 变 分 方法 的 结果 到 经 典 结果 的 过 程 似 乎 
是 一 个 有 意义 的 , 但 却 是 一 个 并 不 自然 的 卖弄 ; 提 到 了 任 一 常 系数 
算 子 的 基本 解 的 存在 性 ， 但 并 没有 指出 文献 和 作者 ， 没有 提 及 >- 
Hirmander 的 有 关 常 系数 次 椭圆 方程 的 特性 描述 ， 没 有 讨论 到 ， 
也 没有 指出 参考 文献 的 有 ; 一 般 方程 的 次 椭圆 性 和 局 部 可 解 性 , 非 
强制 的 边 值 问题 , 书 中 的 结果 和 方法 的 非 线性 形式 , 拟 微分 算 子 和 
Fourier 积分 算 子 ， 当 然 , 对 于 这 些 忽 略 之 处 , 要 求 得 比 简单 的 讨 
论 或 现 有 的 文献 更 多 一 些 是 不 合理 的 , 但 是 , 这 终究 是 个 缺陷 . 

这 是 一 本 很 好 的 教科 书 , 但 还 可 以 更 好 些 , 这 就 是 上 面 一 小 段 
中 所 述 的 美中不足 之 处 .在 书 的 序 中 ，Treves 提出 了 两 个 目标 :7 一 一 
“对 现代 分 析 学 家 , 用 他 所 能 了 解 的 语言 回忆 经 典 的 资料 "和 “通过 
它 所 提供 的 大 量 的 例子 , 发 挥 这 些 经 典 资料 的 作用 ,使 之 成 为 现代 、 
理论 的 一 个 引言 "任何 赞同 这 些 目标 的 人 还 是 读 一 下 该 序 和 这 
本 书 为 好 . 
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